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GEOGEBRA A SYNTETICKE RESENI GEOMETRICKYCH
PROBLEMU

JIRI BLAZEK

ABSTRAKT. Dynamickd Geometrie (DGE) pfedstavuje model Euklidovské ge-
ometrie, ktery, diky své ndzornosti, usnadnuje studentim porozuméni. DGE
ale také muze predstavovat vyznamnou pomoc pii procesu feSeni geomet-
rické tlohy. Tento ¢lanek prezentuje vyzkum, ktery se zabyval otdzkou, jak
,narocné“ (s ohledem na studentuv duvtip a matematické znalosti) je obje-
vit s pomoci softwaru relevantni fakta,. Bylo zjisténo, ze u vétsiny faktu, kterd
studenti objevili, byly nastroje softwaru vedeny konkrétni tivahou a na zakladé
teoretickych znalosti.

UvoDb

Je obecné piijimano, ze vhodné zaclenéni softwaru dynamické geometrie (DGE)
zlepsuje vyuku na vSech stupnich vzdélavaciho procesu — od zakladnich §kol po uni-
verzity. DGE poskytuje model abstraktniho geometrického svéta a tim usnadiuje
jeho chapéani. Hlavni vyhody softwaru pii vyuce geometrie muzeme rozdélit do tii
kategorii:

e Pfesnost konstrukce je mnohem lepsi, nez by student dokazal pii sebeptes-
néjsim rysovani. Navic software dokaze zobrazit i takové konstrukce, které
by bez néj byly nerealizovatelné (typickym piikladem mohou byt konstrukce
v prostoru).

e Software je dynamicky. Vyznam tohoto rysu rozebird napt. cldnek [1]. Stu-
dent nemusi uvazovat pouze nad konkrétnim piipadem konstrukce, ale muze
ji ménit. Diky tomu je snazsi ptejit od konkrétniho k obecnému. Nékteré
¢lanky poukazuji na to, ze diky dynami¢nosti lze v urcitych pripadech od-
halit logickou z&avislost zavéru teorému na jeho predpokladech.

e Moznost prozkoumévani problému s pomoci nédstroju softwaru. Moznost
experimentovat a ,,hrat si* s problémem.

Vyse uvedené faktory usnadnuji nejenom chapani geometrické latky, ale mély by
usnadiiovat i hledan{ feSeni problému. Zpusob, jak pomoc softwaru na obecné drovni
funguje, je popsan v nékolika kvalitativnich studiich (napi. [2]). Obvykle student
diky softwaru objevi ngjakou domnénku, ktera souvisi s feSenim problému. Objev
domneénky muze mit ruzné funkce — od pouhého ujisténi, ze néjaky fakt je pravdivy
az po objev relevantniho tvrzeni, které studenta predtim nenapadlo.

Tento ¢lanek se zabyva otazkou, jakym zpusobem je mozné objevit domnénku s pod-
porou softwaru, a to ve dvou rovinach: ,teoretické“ a ,praktické“. Teoretickd ro-
vina obsahuje obecny popis zpusobi, které muzou vést subjekt k objevu domnénky
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s podporou softwaru. Praktickd rovina pak obsahuje vysledky vyzkumu prezento-
vaného v dizertaci [3]. Tohoto vyzkumu se tcastnili budouci ucitelé matematiky
a jeho snahou bylo zmapovat konkrétni zpusoby nalezeni relevantnich domnének
s podporou softwaru v redlnych situacich (s ohledem na teoreticky model) a jaké
strategie studenti obvykle vyuzivaji. Otazky, kterymi se zabyva tento ¢lanek, znéji:
Teoreticka otazka.

e Jak lze na obecné urovni popsat zpusoby objevu hypotéz v prostredi DGE
s ohledem na fesitelovy argumenty, které objev hypotézy doprovézeji?

Vyzkumné otézky.

I. Jak vyrazné se na objevu domnénky podili fesitelovy znalosti a logické
uvazovani — jinymi slovy, muze byt objev domnénky spise vysledkem ,,ndho-
dy*“ (napf. vizudlnfho vniméni{) nebo je obvykle vysledkem néjaké strategie,
jejiz relevanci je mozné podpofit konkrétnimi argumenty?

IT. Jaké mohou byt duvody, pro¢ student objevi domnénku snize se softwarem
nez bez néj?

V tomto ¢lanku se pokusime nac¢rtnout odpovédi na tii vySe polozené otazky.
Jak uz bylo feceno, jednd se o zdvéry publikace [3], které jsou pro tcely ¢lédnku
vhodné zkraceny.

Struktura ¢lanku je nasledujici: Nejdiive uvedeme obecny popis pomoci softwaru
pii Feseni problému (1. sekce). Dals{ sekce poskytne teoreticky ramec, ktery slouzi
jako odpovéd na prvni z vyse uvedenych otézek. Poté uvedeme vysledky vyzkumu
provedenych na studentech ucitelstvi matematiky (4. sekce). Tato data jsou pouzita
k zodpovézeni zbylych dvou otazek. Nakonec v Zavéru shrneme vysledky, jejich
interpretaci, uvedeme limity vyzkumu a dalsi mozné otazky.

1. V CEM SPOCIVA POMOC SOFTWARU?

Podle teorie problémového prostoru [4] pfi feseni problému prochézi subjekt ruznymi
stavy znalosti o problému. Zacind v jistém zakladnim stavu, ten postupné rozsifuje
a doufd, ze nakonec dosdhne stavu cilového. Stavy mezi po¢atkem a cilem problému
se mohou nazyvat rizné — lemmata, pomocné véty atd. Pokud tyto véty deduktivné
dokazeme, muzeme je vyuzit v daldich avahdch. Vétsinou vSak nemédme vplnou jis-
totu, zda lemma, které jsme pravé objevili, skuteéné lze vyuzit v dukazu teorému.
To se obvykle ukaze az v momenté, kdy dosdhneme cile. Tato lemmata zde budeme
nazyvat trochu nepfesné ,,domnénkou“ nebo , hypotézou“.

Cely proces feSeni geometrické tlohy vystihuje ,zjednoduseny Toulminuv mo-
del“ (simplified Toulmin’s Model, viz [5]). Ten vychézi z piedstavy, ze dikaz ma-
tematického problému lze chépat jako sekvenci deduktivnich kroku od premis pies
prechodnd tvrzeni az k tvrzeni, které se ma dokézat. Béhem procesu feSeni maji
tato prechodn4 tvrzeni obvykle podobu nedokézané hypotézy. Resitel se snazf obje-
vit vhodné hypotézy a lemmata, s jejichz pomoci hleda cestu v ramci problémového
prostoru, ktera propojuje predpoklady tlohy s jejim zdvérem. Celd situace je znazor-
néna na nésledujicim obrazku (obr. 1). Ukolem fesitele je 1) objevit fetézec hypotéz,
ktery souvisi s FeSenim, 2) hypotézy zduvodnit, logicky je propojit a dat dikazu
deduktivni formu. Proces tedy muze byt rozdélen do dvou fazi: Faze vytvareni
domnének a poté faze konstrukce dukazu.

Pokud je subjekt pfi feSeni problému odkazédn pouze na ,papir a tuzku“, musi
v prubéhu prvni faze spoléhat zejména na svuj duvtip a znalosti. Jestlize vSak
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OBRAZEK 1. V rdmci problémového prostoru dané ilohy muze
resitel pfijit na mnoho hypotéz a tvrzeni. Ne vsSechny lze ale
v dukazu vyuzit, subjekt musi nalézt cestu, kterd propojuje
predpoklady se zavérem. Krouzky na obrizku predstavuji tvrzeni
a lemmata, které se nachédzeji ‘nékde mezi” predpoklady
a zaveérem.

muze pouzivat nastroje DGE softwaru, stava se produkce relevantnich domnének
mnohem snazsi, protoze mnoho otazek, které subjekt formuluje, muze zodpoveédét
experimentalné a tak si vyraznym zpusobem usnadnit prechod od faktu k teore-
tickému zduvodnéni.
Piipadové studie (napi. [6, 7]) ukazuji, Ze proces dukazu za¢ind experimentalnim
pruzkumem problému a kon¢i jeho zduvodnénim.

V nékolika kvalitativnich studiich se jejich autofi pokouseli vymezit typické faze
préce studenta s DGE pfi fesen{ problému. V ¢ldnku [2] je uveden velice obecny
postup prace s DGE pii feSeni problému:

(1) Experimentdalni vysledky. Problém zkouméme empiricky s pouzitim soft-
waru.

(2) Postup k dukazu. Identifikujeme klicové ¢asti problému, logicky propo-
jujeme empirickd pozorovéni.

(3) Dukaz. Z premis deduktivné odvodime zavér.

(4) P#ipadna zobecnéni. Otdzky, co se stane, pokud od néjakého predpokladu
zadani upustime.

2. DRUHY ARGUMENTU, KTERE PREDCHAZI OBJEVU DOMNENKY vV DGE

Nasim cilem v této sekci je popsat ruzné kategorie nebo duvody, do kterych by
bylo mozné zaradit studentovy akce v ramci softwaru, v zévislosti na argumentaci,
ktera studenta nebo studentku k témto akcim motivovala. Tohoto tématu se dotkla
Pedemonte v jiz zminéném ¢lanku [5]. Snazila se v ném zodpovédét otdzku, proc je
nékdy student schopen vytvorit validni dukaz a nékdy ne. Jedna z odpovédi spociva
v tom, ze v uré¢itych piipadech muze zpusob objevu relevantni domnénky pfispivat
k jejimu diukazu a nékdy tomu tak byt nemusi. Jinymi slovy, argumentace, ktera
studenta dovedla k objevu domnénky, muze byt v nékterych pfipadech pouzita
k jejimu dukazu, v jinych ne. Prvni piipad se nazyva ,kognitivni jednota“, druhy
»strukturdlni propast “.
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Ackoli téma ¢lanku [5] dzce souvisi s pouzitim DGE, od tohoto ¢ldnku se lis{ ve
dvou ohledech: 1) zdvéry Pedemonte pfimo nezavisi na tom, zda zdk pfi Feseni soft-
ware pouzivé nebo ne, zatimco my jsme zkoumali roli softwaru pii hledani feseni
problému 2) Pedemonte zkoumala zdvislost zptusobu objeveni domnénky a schop-
nosti studenta dokonéit dukaz, nasim cilem bylo popsat zejména zpusob objevu
domnénky v prostiedi softwaru.

Pedemonte vSak zavedla do analyzy argumentace zéka ,,zjednoduseny Toulminuv
model“. Jak bylo feceno v predchozi sekci, proces ditkazu je sekvenci tvrzeni od pre-
mis pies pfechodnd tvrzeni k zavéru. Tato pfechodnd tvrzeni maji obvykle zpocatku
podobu nedokazané hypotézy. Abychom vzali néjaké tvrzeni do ivahy, musi nas na
néj néco navést, néco, co naznacuje jeho pravdivost. V Modelu tuto roli hraje tak-
zvany ,, Warrant“ (oduvodnéni nebo zaruka, svédéici pro pravdivost tvrzeni). Dalsf
faktory, které v tomto modelu vystupuji, jsou ,Data‘ (v matematickém kontextu
empirickd fakta, na jejichz zdkladé 1ze formulovat hypotézy nebo verifikovat jejich
pravdivost), ,,Backing“ (,podpurné argumenty tvrzeni“, v nasem kontextu je to
exaktni{ matematické zduvodnéni), a jiz zminéné ,tvrzeni“ neboli ,,Claim* (tato
tvrzen{ zpoc¢dtku mohou mit podobu hypotézy a nemusi byt pravdivd).

Data Claim

|

Warrant

|

Backing

OBRAZEK 2. Zjednoduseny Toulminuv model

V ¢lanku [5] se objev hypotézy (at uz s podporou DGE nebo bez nf) rozdéluje
do dvou zakladnich kategorii:
Objev domnénky neni vysledkem argumentace. V takovém piipadé Pedemonte
oznacuje objevenou domnénku jako , fakt“. Argumenty na podporu domnénky stu-
dent hledd po jejim objevu a ty jsou oznac¢ovany jako strukturdlni argumentace.
Objev domnénky je vysledkem argumentace, ktera ji predchazi a kterd prispiva ke
konstrukci domnénky. V takovém piipadé jsou subjektu zndmy né&jaké divody (byt
mohou mit jen heuristickou podobu), pro¢ by domnénka meéla platit. Pedemonte
dale rozlisuje tii ptipady argumentace:
e Dedukce
e Abdukce (logickd tivaha, kterd vychazi z empiricky vypozorovanych pied-
pokladu)
e Indukee (klasickd netplné indukce, zobeciiovéni)

Tato odivodnéni se pro nase ucely staly zdkladem pro ruzné kategorie argumentu,
které mohou subjekt vést k objevu domnének v prostiedi dynamické geometrie.



2.1. Kategorie argumentti: Upraveny Toulmintv model (UTM). Cilem
této sekce je stanovit kategorie argumentu, které mohou piedchézet objevu rele-
vantnich domnének v prostiedi, které umoznuje experimentalni pruzkum problému,
tzn. s asistenci softwaru DGE. Vychozim bodem je pro nds Toulminuv Model pre-
zentovany vySe, doplnime ho vsak o konkrétni kategorie odivodnéni, kterda mohou
vést k objevu domnének. Takto vytvoreny model nazveme Upraveny Toulminuv
Model (UTM)

Proces feSeni problému se softwarem muzeme chéapat jako dialog. Formulujeme
otéazku a software, pokud je tato otdzka vhodné poloZena, nam ji zodpovi. Sekvenci
,otazka-odpovéd “ oznaéime slovem ,,experiment®. Hlavni rozdil mezi prostfedim
papir-tuzka a prostfedim dynamické geometrie spocivé ve faktu, ze zatimco v prvnim
ptipadé musime vedle otdzky zformulovat i ngjakou odpovéd (hypotézu), kterou se
nasledné snazime ovérit, v prostfedi dynamické geometrie nam sta¢i jenom vhodné
poloZen4 otdzka — odpovéd (hypotézu) ndm poskytne software.

Je tu dalsi rozdil: hypotéza, zformulovéana v prostiedi papir-tuzka, muze byt
znacné nejista. Argumenty, které subjekt privedly k formulaci této hypotézy, mo-
hou mit jenom heuristickou povahu nebo se dokonce muze jednat o hadani. Pak je
na subjektu, aby se svoji hypotézu pokusil néjak ovérit nebo vyvrétit, coz ho muze
stat znacné mnozstvi ¢asu, pokud se mu to vubec podaii. V softwaru DGE tato
starost odpadéd — subjekt béhem nékolika chvil muze zjistit, zda je jeho domnénka
pravdivd nebo ne. (Zduraznéme, ze empirickd pravdivost domnénky a jeji dokaza-
telnost v rdmci matematické teorie jsou dvé riizné véci.) Cim méné si je subjekt jist
svoji domnénkou, tim piinosnéjsi jsou pro néj nastroje softwaru, které mu k roz-
hodnuti pomohou.

Tyto dva faktory ptredstavuji hlavni rozdil mezi klasickym a softwarovym pro-
stfedim. Hlavnim kritériem, které utvaii kategorie UTM, je povaha argumentu,
které subjekt vedou k formulovan{ otdzky (kterou v DGE zkoum4) nebo hypotézy
(kterou se snazi verifikovat). Tyto argumenty jsou rozdélovany podle toho, do jaké
miry se na nich podil{ fesitelova tivaha (duvtip, zkuSenosti, znalosti) a do jaké miry
je vysledkem mechanickych procesu (vizudlniho vnimdni, ndhody).

V ramci UTM rozlisujeme tii zdkladni zptsoby, které mohou vést k objevu hy-
potézy (tvrzeni). Prvnf z nich, ktery nazyvédme ,konstruktivn{ argumentace, je
analogii deduktivniho oduvodnéni klasického TM. Druhy zpusob je objev faktu na
zékladé vizudlntho vniméni a dynamické zmény konstrukce. Treti zpusob je ziskdni
faktu pomoci experimentu, ktery subjekt néjakym zptusobem vymysli a realizuje.
Na zakladé okolnosti, které subjekt k provedeni experimentu vedly, rozliSujeme kon-
struktivni, heuristicky a ndhodny experiment. Jednotlivé piipady modelu podrobné
rozvedeme.

(1) Objeveni faktu pomoci tivahy. Tento piipad nazveme , konstruktivni argu-
mentace“.
Do této kategorie se fadi dedukce a abdukce. Subjektu jsou zndmy néjaké
logické argumenty, opirajici se o matematickou teorii, které platnost podpo-
ruji domnénky. Tyto logické argumenty vétsinou maji deduktivni podobu,
ale predpoklady, ze kterych vychazeji, nemusi byt dokdzané v matema-
tickém smyslu, mohou byt pouze pravdivé v empirickém smyslu (abdukce).
Role softwaru se omezuje na dvé oblasti: 1) Ziskani pfedpokladu (nebo
obecnéji dat) pro tuto tvahu. 2) Verifikace objeveného faktu.
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Objev faktu na zakladé vizualntho vnimani a dynamické zmény konstrukce.
Ménime konstrukei (viceméné ndhodné) a pozorujeme dusledky. Podvédomeé
hleddame invarianty nebo vzory, které konstrukce mé. Nacrtek a vizudlni
vnimani je neodmyslitelnou ¢asti feSeni téméf vSech geometrickych tloh.
Je vsak rozdil mezi nacrtkem, ktery usnadinuje pochopeni problému tim,
ze uleh¢uje pracovn{ paméti (nemusime si pamatovat vSe najednou, ale
staci se na to ,kouknout“) a nicrtkem, diky kterému objevime na zikladée
vizualniho vniméani plné novy fakt, ktery néds predtim nenapadl. Prvni
ptipad je zcela bézny, druhy je — zejména ve stiedoskolské a vysokoskolské
geometrii — mnohem vzacnéjsi.

Objev faktu s pomoci experimentu.

Experimentem myslime kazdou akci fesitele v ramci softwaru, ktera pte-
sahuje pouhé vizudlni vnimani. V tomto piipadé fesitel s pomoci néstroju
softwaru zkouma konstrukci, ale vice sofistikované nez jen pouhym pohle-
dem na pohybujici se konstrukei. Elementarnim piikladem miize byt nastroj
méfeni: Student zméti dvé tsecky, aby zjistil, zda maji stejnou délku. Kom-
plikovanéjsim piikladem muze byt modalita ,guided dragging®, v niz stu-
dent upravi konstrukci tak, aby méla jisty tvar. K provedeni experimentu
mohou vést feSitele dva ruzné duvody:

a) Subjekt se experimentdlné snazi zodpovédét néjakou otdzku.

b) Subjekt se snazi potvrdit sprédvnost své hypotézy.

V prvnim pifpadé subjekt muZe ziskat experimentem data, kterd bud neo-
¢ekdval (jsou pro ngj Uplné novd), anebo pro jejichz platnost nemél ziddné
matematické argumenty. V druhém piipadé subjekt hypotézu zformuloval
predem, tedy ho k ni dovedla néjaka argumentace, a software byl pouzit
jako prostiedek verifikace.

Podle povahy argumentt, na jejichz zékladé subjekt zformuloval domnénku
(kterou ovétfuje) nebo otdzku (na niz hledd odpovéd) rozlisujeme konstruk-
tivni, heuristicky a ndhodny experiment.

A) Konstruktivnd experiment. Rozlisujeme dva piipady. 1) Subjekt hledd
odpovéd na uréitou otdzku, jejiz relevanci vzhledem k feseni problému
dokdze podpofit konkrétnimi argumenty. 2) Subjekt ovéfuje domnénku,
kterou zformuloval na zakladé tvahy opirajici se o matematické argu-
menty (a ne tieba o prosté vizudln{ vniman{ nebo hadéni).

B) Heuristicky experiment. I zde subjekt sleduje pti pouziti softwaru urcity

zadmér (zkouma otdzku, na kterou nezna odpovéd nebo domnénku, jejiz
pravdivost{ si nen{ jisty), pro jeho provedeni mé vsak pouze heuristické
argumenty.
Hlavni rozdil mezi touto kategorii a prechazejici spocivd v povaze
argumentu, kterymi je subjekt schopen podpofit relevantnost svého
zéméru. V tomto pfipadé jsou argumenty heuristické, opiraji se o o-
becné postupy a zkuSenosti fesitele a jsou zalozeny na odhadu. Naopak
v pfedchozim pripadeé si je subjekt védom konkrétni souvislosti svého
zaméru s feSenim problému.

C) Ndhodny experiment. S pomoci nastroju DGE student provede expe-
riment, ktery neni schopen nijak zduvodnit, nedokéze fict, s jakym
zémérem ho délé. Neni si jist, zda vystup experimentu bude souviset
s FeSenim problému.



Do této kategorie lze zahrnout piipady, kdy o domnénku takiikajic
»zakopneme“: s pomoci nastroju DGE zjistime urcity fakt, ktery nas
predtim vubec nenapadl.

Autor dokaze kazdou kategorii reprezentovat uréitym piikladem, zde vSak neni do-
statek prostoru k vycerpavajici ilustraci. Pro ¢tenare ukazeme pouze dva uryvky,
dalsf jsou v [3] a [8] (v angli¢tiné).

1. Piiklad

Resitel se snazil geometricky dokézat ekvivalenci dvou definic elipsy — pomoci Fidici
kruznice (nebo také ohniskova definice) a pomoci fidici pifmky. Zacal tak, ze si do
GeoGebry narysoval elipsu, jeji fidici kruznici a fidici ptimku. Zvolil libovolny bod
P elipsy, odpovidajici bod H #idic{ ptimky a bod N fidici kruznice (viz obr. 3)

d

'3 F

OBRAZEK 3. Elipsa, fidici piimka d a f{dici kruznice k.

Resitel zacal otdzkou: ,,V jakém jsou vztahu body H a N? Konkrétné, neprochdzi
piimka H N libovolného bodu P fixnim bodem?“ Pak provedl experiment: narysoval
piimku H N, zapnul jeji stopu a pohyboval bodem P po elipse, ziskal nasledujici
obraz (obr. 4):

Zaveér: ptimka HN prochdzi fixnim bodem, ktery lezi na spojnici ohnisek.

Vyse uvedeny experiment nepatii pod konstruktivni argumentaci nebo konstruk-
tivni experiment, protoze subjekt neznal konkrétni matematické argumenty svédéici
pro platnost hypotézy, ani zda souvisi s feSenim. Nebyl to ani ndhodny experiment,
protoze subjekt sledoval konkrétni otdzku a vysledek ¢astec¢né anticipoval. Byl to
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OBRAZEK 4. Variabilni pfimka HN prochdzi fixnim bodem E

experiment zalozeny na odhadu, viru v symetrii problému, byl to heuristicky expe-
riment.

2. Priklad

Subjekt Fesil problém: Je dan ostrothly trojihelnik ABC. Naleznéte a zduvodnéte
zpusob, jak zkonstruovat v roviné trojuhelniku bod P takovy, Ze paty kolmic
D, E, F spusténych z bodu P na strany trojuhelnika a,b,c jsou vrcholy rovno-
stranného trojihelnika. (obr. 5)

OBRAZEK 5. Piiklad trojihelniku DEF pro ndhodné zvoleny bod P
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Resitel zacal otdzkou: jak vypadd mnozina bodi, pro které je trojihelnik DEF

rovnoramenny, napiiklad DF' = DE 7 Pomoci pitkazu LocusEquation tuto mnozinu
urcil (obr. 6)

OBRAZEK 6. Hledanou mnozinou bodu je kruZnice.

Bylo zfejmé, ze se jednd o kruznici. Dalsim tkolem bylo zduvodnit,
kruznici se jednd a pro¢ mé pozadovanou vlastnost. Detaily viz [3].

Tento experiment byl konstruktivni: Subjekt si byl védom konkrétni souvislosti
otazky, kterou zkoum4, s feSenim problému.

o jakou

Tolik k teoretickému ramci UTM. Dalsi priklady aplikace Modelu jsou uvedené
v publikaci [3].

3. AKCE STUDENTU vV DGE z POHLEDU UTM: VYZKUM

V této sekci budeme prezentovat nékteré ¢asti vysledku vyzkumu. Nejdiive uvede
vyzkumné otézky, poté provedeni vyzkumu a nakonec ziskand data.

Vyzkumné otéazky znély:

I. a Napomahd pouziti softwaru DGE k objevu relevantnich faktu, vztahujicich
se k feseni problému, ve srovnani s prostiedim , papir — tuzka“?
I. b Napoméhd pouziti softwaru DGE k nalézani deduktivniho zdivodnéni feseni
ve srovnani s prostiedim ,,papir — tuzka“?
Druha otazka

II. a Jaka je ¢etnost vyskytu jednotlivych zpusobu objevovani ve vztahu k UTM?
Konkrétneé, jak vyrazné se na objevu hypotézy podili fesitelovy znalosti
a logika?

I1. b Existuje souvislost mezi zpusobem objevu relevantnich fakti a dspésnosti

pri feSeni problému?

Podoba vyzkumu byla nésledujici: uskutecnilo se nékolik setkani, pii kazdém
fesili 2 az 7 studentu jeden ze dvou geometrickych problémii (znéni jednoho z nich
uvadime dale). Celkem se vyzkumu téastnilo 31 studentu. Studenti Fesili problém
postupné ve ¢tyfech fazich, kazda faze predstavovala urcitou pomoc, ktera byla
poskytnuta, pokud student nebyl schopen problém vyfesit. Posledni dvé faze se
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ale tykaly otazek, které v tomto ¢lanku nejsou rozebirdny, a tak se jim nebu-
deme vénovat. V prvni fazi bylo tkolem studenta samostatné vyfesit problém pouze
s papirem a tuzkou — tim myslime nejen nalézt feSeni problému, ale také ho mate-
maticky zduvodnit. Ve druhé fazi stal student pred stejnym tkolem, tentokrat vsak
mohl pouzivat software. Akce studenta v softwaru byly zaznamendny nahravanim
obrazovky. Kazda faze trvala 20 minut a po jejim skon¢eni vzdy nasledoval kratky
rozhovor, jehoZz tGcelem bylo zjistit, zda 1) student problém vyftesil, 2) objevil néjaké
domnénky, které by se mohly vztahovat k feseni 3) jakym zpusobem tyto domnénky
objevil (tato otdzka byla dilezitd zejména po druhé fazi, nebot ta poskytla data
pro druhou vyzkumnou otdzku). Zduraznéme, ze zpusob objevu domnénky byl
posuzovéan z hlediska kategorii UTM. Aby téchto kategorii nebylo piili§ mnoho,
byly vytvoreny dvé zakladni, podle toho, zda objevu domnénky pfedchazela néjaka
argumentace studenta, nebo ne. Pokud ano, jednalo se o ,konstruktivni objev*,
v rdmci UTM se jednalo o tyto pfipady: konstruktivni argumentace, konstruk-
tivni experiment, heuristicky experiment. Pokud objevu domnénky argumentace
nepiedchézela, jednalo se o ,ndhodny objev* a v UTM se jednalo o tyto kategorie:
Objev faktu na zakladé vizudlniho vniméni, Nahodny objev.

Porovnani vysledku studenta dosazenych v ruznych fazich byla ziskéna data
k zodpovézeni prvni otazky. Data ziskand ve druhé fazi slouzila k zodpovézeni
druhé vyzkumné otézky.

Nyni uvedeme jeden ze dvou problému, ktery studenti fesili:

Zadani 1. problému

V roviné jsou dany dvé vzdjemné kolmé primky a,b. Jejich prisecik oznac¢me S. Na
primce a zvolte bod M a na primce b bod B. Zkonstruujte kruznici k s primérem
MS a ddle primku BM . Druhy prusecik primky BM s kruznici k oznacte P. Urcete
a zduvodnéte mnoZinu bodu P pokud bod M ’projde’ celou primku a. (obr. 7)

S B b

OBRAZEK 7. Zad4ni 1. problému
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Idealizované teSeni 1. problému, provedené klasickym zptsobem
Zaméiime pozornost na velikost thlu M PS. Uvédomime si, ze je to thel nad
prumérem kruznice a vybavime si Thaletuv teorém.
e Tvrzeni 1 (deduktivni{ oduvodnéni): dhel M PS je pravy.
Zatim neni jasné, zda mé Tvrzeni 1 k feSeni néjaky vztah. Otdzka: ma predchozi
tvrzeni n&jaké dusledky? Odpoveéd: ihel SPB je pravy.
e Tvrzeni 2 (deduktivni oduvodnéni): tthel SPB je pravy.
Opét si vybavime Thaletuv teorém, tentokrat v opa¢ném znéni: Mnozina bodt,
z nichz je usecka vidét pod pravym uhlem, je kruznice, jejimz prumeérem je dand
usecka. Dochazime k zavéru:
e Tvrzeni 3 (deduktivni odiivodnéni): Resenfm je kruznice s primérem SB
s vylou¢enim bodu B (tomuto bodu neodpovidé zédny bod M na ptimce
a).
Jelikoz véechna t7i tvrzeni méme deduktivné zdtuvodnénd (vychazi od predpokladu
k zéveru), je dikaz dokoncen.

OBRAZEK 8. Reseni 1. problému

Fakta (hypotézy, tvrzeni) 1. problému, ktera souviseji s feSenim
Jednotlivé kroky matematického zduvodnéni jsou tyto (obr. 8):

Tvrzeni 1: Uhel M PS je pravy.
Tvrzeni 2: Uhel SPB je pravy.
Tvrzeni 3: ReSenim je kruznice s prumérem SB.
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Ze ti1 faktu, které muze software DGE poskytnout, jsou dvé ,netrivialni* — jde
o velikosti thlu M PS a SPB. U téchto faktu totiz neni ziejmé ze zadédni, Ze souvisi
s FfeSenim 1lohy. Zptusob objevu téchto faktu studenty je predmétem vyse uvedenych
vyzkumnych otazek.
Naopak zjisténi hledané mnoziny spadé do kategorie ,,trividlnich faktt“. Timto po-
jmem myslime, ze tuto mnozinu student s podporou DGE vzdy uréi — staéi k tomu,
aby porozumél zadani problému. Proto jsme ve vyzkumnych testech ve druhé fazi
kladné ocenovali nalezeni pouze netrividlnich faktu, nalezeni trividlniho faktu jsme
poklédali za samoziejmé.

Ziskana data vyzkumu:

I. a Napomah4 pouziti softwaru DGE k objevu relevantnich fakt, vztahujicich
se k feseni problému, ve srovnani s prostiedim , papir — tuzka“?

Ziskana data:

Pocet pripadu, kdy student byl schopen zformulovat relevantni hypotézu bez soft-
waru:

4 / 31 (pocet pozitivnich piipadu/celkovy pocet studentii)

Celkem objeveno domnének:

5/62 (kazdy problém obsahoval dvé netrividln{ fakta, v kumulativnim hodnocen{
tedy studenti mohli objevit az 62 fakt)

Pocet pripadi, kdy student byl schopen zformulovat relevantni hypotézu s DGE:
18/31

Celkem objeveno domnének: 28/62

Pokud vysledky shrneme slovné: Z 31 studenti, pouze 4 studenti byli schopni
nalézt netrividlni experimentdlni fakt bez softwarovych nastroji. Jde o necelych
13 % pripadu.

7Z celkového poc¢tu 62 domnének, které souvisely s feSenim, bylo bez softwaru obje-
veno pouze 5, tedy 8 %.

Pokud studenti pouzivali software, objevili alespon jednu netrividlni domnénku
v 58 % piipadech, coz predstavuje vyrazny ndrust.

Z celkového poctu 62 domnének, které souvisely s feSenim, jich bylo objeveno s pod-
porou softwaru 28, tedy 45 %. To je vyznamny ndrust, ale pohybuje se pouze kolem
poloviny celkového poctu.

I. b Napomadhé pouzit{ softwaru DGE k nalézdni deduktivniho zduvodnéni feseni
ve srovnani s prostfedim ,,papir — tuzka“?

Ziskana data:

Pocet spravnych feseni bez pomoci pocitace: 0/31

Pocet spravnych feSeni s pomoci GeoGebry: 9/31

7 dat vyplyva, ze pomoc GeoGebry byla vyznamnad, piesto ale ve vétsiné pripadua
nebyla dostate¢né velka.

II. a Jaka je ¢etnost vyskytu jednotlivych zpusobu objevovani ve vztahu k UTM?
Konkrétné, jak vyrazné se na objevu hypotézy podili fesitelovy znalosti
a logika?
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Data ziskana k hypotéze:

Konstruktivné objevend Pocéet ndahodné Pocet relevantnich fakt,
fakta objevenych fakt kterd studenti neobjevili
21 (34 %) 12 (19 %) 29 (48 %)

V souhrnu v8ech zkoumanych piipadu byla objevena zhruba polovina relevantnich

hypotéz. Z tohoto poctu byla vétsina (65 %) objevena s pomoci logické (konstruk-
tivn{) argumentace. Zbytek byl objeven s pomoci ndstroju softwaru a vizudlniho
vniméni, ale bez konstruktivniho zdméru studenta. Proto muzeme konstatovat:
I s podporou softwaru se student pii objevovani hypotéz musi spoléhat na logic-
kou tvahu a teoretické znalosti. Pouze mensi ¢ast hypotéz je mozné objevit jen
s pomoci nastroju softwaru, jejichz pouziti neni vedeno konkrétnim zédmérem, ale
je ddno pouze nahodou a vizudlnim vniménim.

II. b Existuje souvislost mezi zpusobem objevu relevantnich faktu a dspésnosti
pri feSeni problému?

Ziskand data:

Pocty studenti Pocet Pocet nahodné Pocet

(vyresili / konstruktivné objevenych fakt relevantnich fakt,

nevyresili) objevenych fakt kterd studenti
neobjevili

9 15 (83 %) 3 (17%) 0

22 6 (14 %) 9 (20 %) 29 (67 %)

Jak z dat vyplyva, studenti, ktefi problém vyfesili samostatné, vétsinu faktua ob-
jevili konstruktivneé, tedy s pomoci tivahy nebo s pomoci néstroju softwaru, jejichz
pouzitim sledovali konkrétni zdmér. Studenti, ktefi problém nevytesili, ve velké
vétsiné nepfisli na vSechna fakta, souvisejici s feSenim. Pokud na nékterd fakta
prisli, stalo se tak vétsinou bez podpurné argumentace, tzn., pouzivali software bez
védomého zaméru a problém prozkouma&vali jen vizudlné a ndhodné.

Na zakladé ziskanych dat muzeme formulovat obecny zavér: Studenti, ktefi
problém nakonec vyfesi, pouzivaji v pruzkumu problému v ramci softwaru i lo-
giku a matematické znalosti. Studenti, ktef{ problém nevyfesi, pouzivaji nastroje
softwaru vétsinou bez planu a ndhodné nebo sleduji zamér, ktery neni vzhledem
k feSeni problému relevantni. Takové prozkoum&avani je znacné neefektivni a tak
tito studenti na vétsinu faktu, vztahujicich se k feSeni, nepfijdou.

ZAVER
Shrime tedy vysledky vyse prezentovaného vyzkumu. Fakta objevend s pomoci
uvahy studenta byla témér dvakrat castéjsi nez fakta objevend ndhodné. Lze tedy
konstatovat, ze zpusob, kdy subjekt pouziva nastroje ndhodné, bez vhodného planu
a se spoléhanim na prosté vizualni vnimani, je neefektivni.
Polozme si v8ak jesté jednu otdzku, totiz: Jaké byly duvody, pro¢ student objevil
domneénku snéze se softwarem nez bez néj?
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Kdyz nebudeme uvazovat ndhodné objevend fakta, kterd ze zfejmych duvodu
nemohla byt objevena bez softwaru, u fakttu objevenych konstruktivné a s podporou
softwaru hraly roli dva faktory:

(1) Student zjistil hledanou mnozinu (,trividlni fakt“). Dostal se tak do nové
situace.

(2) Software nahrazoval nedostateéné zkusenosti studentt. Ti si v mnoha pii-
padech nebyli jisti, zda je jejich ivaha korektni. Software jim tuto jistotu
poskytnul, tim ziskali sebedtuvéru pokracovat v feseni dal.

Vyzkum [3] mél urcité limity, zde uvedeme jeden. Argumentace, kterd predchézela
objevu domnénky, byla zjisfovdna retrospektivné (v rozhovoru na konci vyzkumu,
piipadné z nahrdvek obrazovky). To vSak muze byt hodné nepiesné (napt. [4]).
Pokud bychom chtéli ziskat piesnd a detailni data, mél by vyzkumnik studenta
pozorovat a tato pozorovani néjakym vhodnym zpusobem interpretovat, piipadné
by mél student komentovat vSechny své akce.

Zminme dva sméry dalsiho vyzkumu. Tento vyzkum se zaméfoval na argumen-
taci, kterda predchazi objevu relevantni domnénky. To je vSak jenom c¢éast vSech
akci studenta v softwaru. Bylo by zajimavé stejné tak zaznamenat argumentaci,
kterd predchazi vsem akcim studenta v prostredi softwaru, tedy vcetné téch, které
nevedou k formulaci relevantniho tvrzeni.

Nakonec, v ramci tohoto vyzkumu studenti fesSili problémy, které obsahovaly
vzdy jeden trividlni fakt — tedy takovy fakt, ktery s podporou softwaru vzdy ziskaji,
aniz by bylo potieba néjakého duvtipu ¢i rozhodovani. Vzniké zde otézka, jak by se
pozmeénily zavéry vyzkumu v piipadé, ze by uloha tento trividlni fakt neobsahovala.
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