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SYNTETICKE RESENi V GEOMETRII A MOZNOSTI SOUCASNEHO SOFTWARU

JIRI BLAZEK

ABSTRAKT. Clanek se zabyva vztahem syntetického feSeni v geometrii a moznostmi,
které nabizi soucasné programy typu DGS (,,Dynamic Geometry Software). Autor
se nejdiive pokousi o obecny popis postupu hledani syntetického feSeni
geometrického problému. Ten nasledné ilustruje na konkrétnim piikladu, na kterém
rovnéz ukazuje piekazky, které jsou nejcastéj$imi pti¢inami neuspéchu v dosaZeni
feSeni. Na tomto pozadi se pak autor snazi identifikovat moznou pomoc, ktery
moderni software, jako GeoGebra, nabizi.

Uvob

Tento ¢lanek je rozdélen do tfech hlavnich sekci. Prvni s ndzvem ,,Syntetické feSeni
V geometrii“ se na obecné urovni snazi o formalni popis, jak proces hledani syntetického feseni
vypada. V druhé sekei ,,[lustrativni pfiklad a mozné prekazky*, je uvedena uloha z matematické
olympiady a postup a rozbor jejiho feseni. Nasleduje zamysleni, jaké mohou byt hlavni divody
studentova netspéchu pii hledani toho feseni. V posledni sekei ,,Syntetické feSeni a moderni
software® se pak diskutuje, jak se miize zménit ptistup k hledani feseni, pokud mame k dispozici
software typu GeoGebry [9]: v ¢em programy typu DGS mohou pomoct a v ¢em spiSe ne. V
»Zavéru® je pak shrnuti klicovych bodu.

1. SYNTETICKE RESENI V GEOMETRII

Na proces dokazovani néjakého teorému muze byt nahlizeno, jako na sled deduktivnich
krokti od premis pies pfechodna tvrzeni k tvrzeni, které chceme dokézat [1]. Tato ,,pfechodna
tvrzeni® maji obvykle zpocatku podobu hypotézy. Nez vezme néjaké ,tvrzeni“ do Gvahy, musi
nas na néj ,,néco” navést, néco, co naznacuje jeho pravdivost. V takzvaném ,,zjednoduseném
Toulminové modelu® (obrazek 1) tuto roli hraje takzvany ,,Warrant™ [2]. V ¢lanku budeme
pouzivat Cesky ekvivalent ,,Odivodnéni®. Dalsi faktory, které v tomto modelu vystupuji, jsou
»Data® (v matematickém kontextu empiricka nebo matematicka fakta, na jejichz zakladé lze
formulovat hypotézy nebo verifikovat jejich pravdivost), ,,Backing™ (v piekladu ,,podpirné
argumenty (tvrzeni)“, v naSem kontextu je to exaktni matematické zdtivodnéni) a jiz zminéné
»tvrzeni® neboli ,,Claim* (zdiraznéme, Ze tato hypoteticka tvrzeni nemusi byt nutné pravdiva).

Pro nase potieby budeme rozliSovat mezi tfemi hlavnimi podobami ,,odtivodnéni‘:

l. Deduktivni odiivodnéni.
Z premis geometrického problému vydedukujeme tvrzeni. Pokud jsou platné
premisy, je jisté platné i nase tvrzeni.
Ptiklad: 4 body lezi na kruznici = aplikace véty o obvodovych thlech = spojnice
dvou bodu je ze zbyvajicich dvou vidét pod stejnym orientovanym uhlem.
1. Heuristické odtivodnéni.
Tvrzeni dosazené heuristicky je takové, pro které existuji logické naznaky, které ale
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samy o sob¢ nejsou v dané chvili dostatecné.
Tii ptiklady:
e Jisté dva trojuhelniky maji shodny thel = tyto trojuhelniky jsou podobné.
o Uvazujme Ctyii vyroky:
(A) Vsechny fazole svéta jsou bilé nebo ¢erné
(B) Muj bratr dnes koupil bilé fazole
(C) Na svém talite mam bilé fazole
(D) Zavér: tyto fazole tedy koupil mij bratr
Je zfejmé, ze vyrok (D) nevyhnutelné neplyne z prvnich tiech vyroku. Je
to hypotéza, o jejiz pravdivosti nemizeme v daném okamziku s jistotou
rozhodnout.
eV pribcéhu feSeni problému mutzeme intuitivné hadat, jak toto feSeni
vypada. Na tomto zéklad¢ se ho pak snazime zdavodnit a tak potvrdit jeho
spravnost. Tento ,heuristicky” postup je v jisttm smyslu opacny
k deduktivnimu postupu.
1. Odtivodnéni tvrzeni na zaklad¢ empiricky nebo vizualn€ zjisténého faktu.
Pro takto zjisténa tvrzeni vét§inou nejsou v dané chvili zadné logické naznaky. Je to
fakt vypozorovany na konkrétnich ptikladech bud’ s pomoci pocitaéového programu
(typu DGS nebo CAS), s pomoci konstrukce studenta nebo diky jeho (pfesnému)
nacrtku. Pfikladem mutze byt konstrukce né&jakého problému pocitaovym
softwarem a vizualni zji$téni, ze jisté dvé pfimky jsou pravdépodobné rovnobézné.
Pokud takto zjisténa tvrzeni hraji roli v dikazu problému, musi je student ovéfit a
nasledné exaktn¢ matematicky zddvodnit.
Moderni software je vybaven vyjimeéné silnymi nastroji pro produkci
hypotetickych tvrzeni, at’ uz na zakladé vizualniho pohledu nebo empirickych dat,
ktera subjektu zpfistupnuje.

DATA CLAIM

since

WARRANT

OBRAZEK 1: "Zjednoduseny Toulmintiv model® (pievzato z [4])

Na zavér kapitoly podotknéme, ze ,,Heuristické odivodnéni (tvrzeni)“ a ,,Odivodnéni
(tvrzeni) na zakladé¢ vizualné zjisténého faktu* se pfi feSeni problému mohou dopliovat nebo
prolinat. Pokud vsak takto zjistény poznatek hraje v feSeni problému roli, musi byt nasledné
exaktné (deduktivné) zdtivodnén (v Toulminové modelu faktor ,,Backing*).
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2. ILUSTRATIVNI PRIKLAD A MOZNE PREKAZKY

Nasledujici priklad je z krajského kola matematické olympiady kategorie B [3]. Po ném
postupné nasleduje autortiv subjektivni popis feseni problému, rozbor tohoto feseni z hlediska
vyse uvedeného Toulminova modelu a kapitola se uzavira nastinénim hlavnich prekazek, které
mohou byt pfi¢inou selhani pokust vyfesit problém. Uvedené feSeni se (matematicky) zcela
shoduje s feSenim oficidlnim.

Zadani:

Necht' M, N jsou po fad¢ vnitini body stran AB, BC rovnostranného trojthelniku ABC, pro
néz plati |AM|: |MB| = |BN|: |[NC| = 2: 1. Ozna¢me P prusecik piimek AN a CM. Dokazte, Ze
ptimky BP a AN jsou navzajem kolmé.

Postup:

Nejdiive si problém nacrtneme:

OBRAZEK 2: Nacrt problému

Nasledujici ,,introspekéni zaznam* ukazuje autorovy postupné uvahy az k samotnému feseni:
,Zpocatku jsem nevédél, ceho se chytit a jak postupovat. Uvédomil jsem si, zZe se v zadani
mluvi o ,,rovnostranném trojuhelniku®, takze jsem se ve svych tvahach pokousel n&jak vyuzit
vlastnosti, které takovy trojihelnik ma. Kratce na to jsem objevil jisté ,tvrzeni®, které zcela
zaviselo na definici rovnostranného trojihelnika: Jelikoz jsou vSechny strany a thly trojuhelnika
shodné, jsou podle véty sus shodné i trojuhelniky ABN a CAM. Disledkem je, ze velikosti tthla
<BNA a <CMA jsou také shodné, v nacrtku jsem si vyznacil prvni tvrzeni:
1. Tvrzeni: «<BNA = <CMA
Je vsak toto tvrzeni ve vztahu k cili viibec k né€emu? Tim jsem si zpocatku nebyl jisty.
Polozil jsem si otazku: ma toto tvrzeni néjaky disledek? Kratce na to jsem jeden objevil: Jelikoz
soucet ACMB + <ANB = 180° 1ze ctyithelniku PMBN opsat kruznici.
2. Tvrzeni: Ctyfuhelnik PMBN je tétivovy
Prestoze jsem si uvédomoval, Ze na tétivové Ctyfuhelniky l1ze aplikovat vétu o obvodovych
uhlech, stale mi nebylo jasné, jaka je souvislost mezi timto Ctyithelnikem a thlem b APB. Dival
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jsem se do nacrtku a bez néjakého védomého zaméru jsem naértnul usecku NM. Mij nacértek
byl dostate¢n¢ ptesny na to, abych vyslovil hypotézu, ze tisecka NM svira pravy uhel se stranou
AB.
3. Tvrzeni: «NMB = 90°
Jak souvisi toto tvrzeni s cilem ulohy? To uz bylo jednoduché, podle véty o obvodovych
uhlech plati rovnost ¥NMB = «NPB. Pokud je tedy ,,3. Tvrzeni® pravdivé, je problém vyfeSen.

Cc

OBRAZEK 3: Zdivodnéni "3. Tvrzeni"

Ozna¢me K patu vysky z bodu C na stranu AB, pak ziejmé % = 175 = % Pro use¢ky NB a
CB podle zadani plati: % = % Z toho plyne, Ze pfimky CK a MN jsou rovnobézné a tedy piimka

MN svira se stranou AB pravy uhel.” m

Provedeme nyni rozbor feseni z hlediska Toulminova modelu. ,,1. Tvrzeni* bylo vysloveno
na zakladé deduktivnich Givah, jeho odivodnéni bylo tedy ,,deduktivni®. Hlavni vyhoda takto
ziskaného tvrzeni je jistota nebo znalost podminek jeho pravdivosti. ,,2. Tvrzeni® mélo rovnéz
»deduktivni odivodnéni®, bylo ale zavislé na predchazejicim tvrzeni. Pokud bychom prvni
»3. Tvrzeni® pak mélo ,,odivodnéni na zakladé¢ empiricky nebo vizualné zjisténého faktu.
Takto ziskané tvrzeni nemusi byt nutn¢ pravdivé, a pokud hraje kli¢ovou roli v dikazu, musi
byt poté precizné matematicky zdiivodnéno. V modelu se jedna o faktor ,,Backing™ a jeho
provedeni je ilustrovano ve vySe uvedeném piikladu. Schéma feSeni tilohy tedy muZeme

znazornit nasledovneé:

4. Tvrzeni

ZAVER
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OBRAZEK 4: Schéma feSeni problému

Jaké tedy jsou hlavni piekazky, které stoji pfed feSitelem problému? Tou nejziejméejsi

e . . A . c .,
ptekazkou jsou znalosti studenta. Pokud student nevi, Zze z rovnosti % = N—I; vyplyva

rovnobéznost piimek CK a MN, problém bud’ nevyfesi, nebo bude muset objevit nékolik dalsich
(Casto netrividlnich) ,,tvrzeni®. MiZe se stat, ze student vSechny potfebné znalosti méa — ve vyse
uvedeném piikladu to jsou: podminky shodnosti trojuhelnikl, podminky, které urcuji tétivovy
¢tyfuhelnik a podminky, které urcuji rovnobéznost pfimek — a ptesto problém nevytesi. Co je
tedy témi hlavnimi pfekazkami? Podle autorova nazoru jsou dve.

1) Student miZe mit potiebné znalosti, ale nedokaze je v daném piipadé aplikovat nebo si
uvédomit jejich dasledky. V ilustrativnim pifikladu mtize znat podminky shodnosti
trojuhelnikd, a pfesto viilbec nemusi vzit do uvahy, Ze thly «BNA a <CMA jsou shodné.
Student v takovém piipadé neodvodi tvrzeni deduktivné a musi mu pomoct empirie —
napfiiklad pohled na vizualni konstrukci nebo néjaké métreni

2) Student se nedokaze rozhodnout, kterym smérem se pii feSeni vydat, nedokaze ,,vycitit*,
kterd ,tvrzeni* jsou vzhledem k feSeni problému relevantni a ktera nikoli. Tohle je
pravdépodobné nejveétsi problém v praci matematika obecné. Pii feSeni slozitych
problémil neni jasné, které cesty vedou k cili a které jsou slepé. Zde se nejvice uplatiiuje
matematikova zkuSenost (analogické tlohy a jejich kli¢ové myslenky), intuice a talent.
Tyto faktory jsou doménou kognitivni psychologie.

3.  SYNTETICKE RESENi A MODERN{ SOFTWARE

Tato kapitola na piechazejicim pfikladu ilustruje, v ¢em mutze software (v pfipadé tohoto
¢lanku GeoGebra) pomoct a v ¢em spise ne.

V prvni kapitole jsme mluvili o tfech druzich ,,odGvodnéni pro to, abychom tvrzeni v
pribéhu feSeni problému vzali do Gvahy a zdiraznili jsme, ze pocitacové programy jsou
schopny poskytnout vyjime¢né silnd empiricka a vizualni data pro formulaci hypotetického
tvrzeni. Tato data, které programy typu GeoGebry zpfistupfiuji, maji rozliénou podobu v
zavislosti na druhu otazky studenta a funkcich programu.

Rozdélme je do tiech skupin.

e  Staticka data. Ve statickém nacrtku muzeme zjistit, ze jsou jisté geometrické veliciny
shodné (délky dvou usecek, velikosti dvou thli, obsahy dvou ttvart), nebo mizeme
zjistit vztah mezi geometrickymi objekty (body lezici na kruznici nebo na pfimce,
rovnobéznost pfimek atd.)

e Dynamicka data. To, co je na programech typu DGS nejvice oceniovano, je jejich
dynamicky aspekt. Pohybujeme nezavislymi objekty (obvykle se jedna o body, ale
mizeme se jednat o velikost poloméru kruznice nebo jiné parametry geometrickych
objektt) a sledujeme, jak se méni objekty na nich zavislé. Pfi takové transformaci
geometrické konstrukce si miizeme vS§imnout vztaht, které jsou n€jakym zptisobem
invariantni. Napfiklad: ,,jisty bod se pohybuje po kuzeloseéce®, ,jisty uhel je stale
stejny*, ,,soucin délek dvou useCek je konstantni Cislo“. Pfisné vzato jsou tyto
minvariantni vztahy* obsazené uz ve statickém nacrtku, ale v ném je obtizné ne-li
nemozné postiehnout.

e  Analyticka data. VétSina soucasnych programd, ptivodné typu DGS, zatazuje do svého
repertoaru nastroje, které byly az do nedavna doménou programi spadajicich pod
souhrnné oznaceni CAS (Computer Algebra Systems). Hlavni vyhoda softwaru CAS
je jeho symbolicka obecnost a z toho plynouci schopnost poskytnout nejen analytické
feseni konkrétniho problému ale také analyticky dokazat teorém v celé své obecnosti.
Rovnici mnoziny  bodd  vprogramu = GeoGebra  urime piikazem
,RovniceMnozinyBodu“ (,,LocusEquation®) [5] a teorém dokazujeme piikazem
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»Dokazat“ (,,Prove”) [6]. Tyto nové moznosti ale zatim trpi ,,porodnimi bolestmi* a
Vv soucasnosti zvladnou jenom jednodussi problémy.

Ve vztahu k Toulminové modelu mtizeme rovnéz rozdélit data poskytnutd softwarem do
dvou skupin, a to z hlediska jejich tcelu:

e Data, ktera subjektu slouzi k objeveni hypotetického tvrzeni
e Data, ktera subjektu slouzi k verifikaci hypotetického tvrzeni

Uvedeme maly piiklad z autorovy praxe: pii zkoumani konstrukce jistého ,,specialniho®
objektu v DGS byla na zaklad¢ vizualniho vnimani vyslovena domnénka, Ze jisty bod je vzdy
obrazem jiného bodu konstrukce v uréité kruhové inverzi. Tato domnénka byla nasledné
empiricky potvrzena. Poté byla induktivné (v kontextu tohoto ¢lanku ,,heuristicky*) zobecnéna:
,»Lento bod je obrazem druhého bodu pro jakykoli objekt dané tfidy, nikoli pouze pro ten, ktery
oznacujeme jako specidlni®. I tato domnénka byla empiricky ovéfena a az poté exaktné
dokézana. Stru¢né bychom tuto sekvenci mohli zaznamenat: 1) objev domnénky (,,Tvrzeni), s
pomoci softwaru, data: dynamicka 2) verifikace domnénky, s pomoci softwaru, data: dynamicka
3) zobecnéni domnénky subjektem 4) verifikace zobecnéné domnénky, s pomoci softwaru, data:
dynamicka 5) matematicky exaktni dikaz domnénky (,,Backing®).

Vratme se k ptikladu z olympiady. Jeho ur€itou nevyhodou je, Ze je statického charakteru,
nemuzeme na ném tedy ilustrovat ,,dynamicka data® GeoGebry at’ uz ve vztahu k objeveni
domnénky nebo jeji verifikace. Soustied'me se tedy na statickd data: jak ndm software muiize
pomoct K nalezeni domnénky?

Odpoveéd’ je prosta: je to pouze presnost nacrtku, kterd je mnohem vétsi nez pii klasické
konstrukeci s pravitkem a tuzkou. V tomto ptipadé jsou ,,1. a 2. Tvrzeni® (viz pfedchozi kapitola)
obsazena v nacrtku. Pokud je student neobjevi ,,deduktivné* nebo ,.heuristicky* musi ho upoutat
vizualni vnimani.

Jakmile tato (zatim hypotetickd) tvrzeni objevi, muze je s pomoci softwaru okamzité
verifikovat. Pokud se ukdzou jako pravdiva, student musi odhadnout, zda v dikazu hraji roli
nebo ne. Za predpokladu, ze ano, je nutné je logicky zduvodnit, tedy urcit, jak souviseji s tim,
co je ze zadani znamo. V pripadé¢ téchto dvou tvrzeni jsou 3 moznosti:

a) Z,,1. Tvrzeni“ vyplyva (n&akym zpusobem) ,,2. Tvrzeni®
b) Z.2. Tvrzeni® vyplyva,,1. Tvrzeni®
¢) ,1.a2. Tvrzeni“jsou na sobé& nezavisla (jsou disledkem riiznych premis)

V nasem ptipadé (vzhledem k zadani tilohy) je spravna pouze prvni moznost.

I,3. Tvrzeni“ lze vizualné objevit, ale neni to tak jednoduché, nebot’ body M, N nejsou
spojené. Ukol by byl jesté t&zsi, pokud by (nespojenych) bodii bylo v naértku vic a pokud by
uhel, ktery primky sviraji, nebyl pravy, ale tfeba 60°. Mlzeme fict, Ze s rostouci slozitosti
nacrtku pravdépodobnost objeveni ,tvrzeni“ na zakladé pouhého vizualniho pohledu
»exponencialné* klesa. Problémy jsou nasledujici:

I Student nevi, co pfesné ma hledat (ihly, délky usecek, rovnobéznost...)

1. Kandidatt na to, co zmé&fit nebo co miize byt shodné, mize byt ptilis mnoho

Il. Student nevi, zda v daném (statickém) nacrtku je viibec néco, co s klicovou myslenkou
dikazu souvisi

Vénujme se nejdiive prvnim dvéma bodiim. Praci studenta se softwarem mtizeme chapat jako
dialog. Student musi v feci softwaru formulovat otazku, a ten mu ji (ve vétsiné ptipadt) zodpovi.
Pokud vsak bude student otazky klast nahodné, jen ziidka se docka odpovédi, ktera by byla k
néCemu. Smysluplna je takova otazka, o které si myslime, Ze odpovéd’ na ni nam miZze pomoct.
Experimentovani bez ziejmého ucelu ziidka vede k cili. Pokud se student dostane do situace,
kterou lze charakterizovat témito body, musi se nechat vést logickymi naznaky a intuici.

Jsou pokusy piekonat problémy nastinéné v bodech 1. a II. tzv. automatickym pozorovanim
[1]. Program OK Geometry [7, 8] se snazi z konstrukce ,,vypozorovat™“ vSechny invariantni
vztahy a vypsat je feSiteli. Nebudeme se zde tomuto programu detailné vénovat, ale jedna
z tézkosti, ktera tyto pokusy provazi, je velké mnozstvi ziskanych ,tvrzeni a obtiZznost
rozhodnout, ktera tvrzeni jsou vzhledem k feSeni relevantni.
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Posledni, treti bod, je nejvétsi prekazkou, kterou nepiekond ani ,,automatické pozorovani‘.
Abychom v naSem ilustrativnim pfikladu exaktné zdGvodnili ,,3. Tvrzeni®, museli jsme
v nacrtku zkonstruovat novy bod K. Jakmile je tento bod zkonstruovan, jsou ve statickém
nadrtku obsazena vSechna data, ktera k feSeni potiebujeme. Budeme fikat, Ze takovy nacrtek je
»vycerpavajici. Co vsak délat, pokud ndm k feSeni néco chybi a my nevime co? Opét neni jiné
moznosti nez se spolehnout na ,,dedukci® nebo ,heuristiku®“ (ve smyslu uvedeném v prvni
kapitole) nebo na vhodnou pomoc ucitele, ktery feseni problému zna.

ZAVER

Shriime tedy pfedchozi uvahy:

Pokud se jedna o produkci hypotetickych tvrzeni, je silnou strankou GeoGebry moznost
transformovat konstrukci a sledovat invarianty, at’ uz se jedna o stopu pohybujiciho se objektu
nebo velikost uréité geometrické veli¢iny. Ve statickém naértku mize byt pomoc GeoGebry
také znacnd, ale srostouci slozitosti nacrtku Sance na to, Ze relevantni tvrzeni objevime
,»vizualné“, prudce klesa.

Nezastupitelnou roli hraje GeoGebra ve verifikaci tvrzeni. Pokud problém neni slozity, mtize
student intuitivn¢ ,,chrlit“ hypotézu za hypotézou s tim, ze nékterd bude tfeba pravdiva.
dopad, pokud je hypotéza pravdiva, utvrdi nas to, ze jsme na spravné cesté. V opacném piipadé
si miizeme usetfit spoustu casu.

Pokud mame ,,vyCerpavajici” nacrtek problému, stoji pfed studentem nékolik problém:

e experimentdln€ nebo intuitivné objevit hypoteticka tvrzeni

e urcit, ktera tvrzeni jsou vzhledem k feSeni problému relevantni

e matematicky tato tvrzeni ,,pospojovat”: jejich vzajemnou navaznost na sebe a na
premisy

Pokud ,,vyCerpavajici“ nacrtek nemame, nestaci se nechat vést experimentalné zjisténymi
fakty. Student musi v takovém ptipadé mobilizovat své znalosti a intuici.

Software jako GeoGebra nepochybné napomaha k nalezeni feSeni. Zodpovi nam vétSinu
otazek, které¢ jsme schopni v feci tohoto programu formulovat. Pokud se jedna o konstrukci
neznamého objektu s pozadovanymi vlastnostmi, je GeoGebra s implementovanym softwarem
CAS schopna v nékterych piipadech tento objekt zkonstruovat a je ziejmé, Ze rozsah a naro¢nost
téchto ptipadti bude jen nardstat. Syntetické feSeni nAm GeoGebra sice sdélit nedokaze, ale diky
jejim rysim je snadnéjsi ziskat klicova data. Tento ¢lanek mél za cil uvést Ctenafe do
problematiky, jaké ptekazky pted subjektem stoji, pokud bude fesit problém s pomoci tohoto
programu.
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