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POCITACOVA SIMULACIA VO VYUCOVANI NAHODNYCH
JAVOV

ZOLTAN FEHER

ABSTRAKT. V prispevku sa zaoberdme poznamkami k vyu¢ovaniu ndhodnych
javov vyuzitim pocitacovej simulacie. Budeme sa zaoberat zakladnymi pri-
padmi nadhodnych javov vyu¢ovanych v Skolskej matematike. VySetrime prob-
lém potrebného pocétu opakovania ndhodného pokusu, aby pozorované vy-
sledky boli v stulade s teoretickymi vysledkami s danou pravdepodobnostou.
Na zéklade vypoétov zdoéraznime potrebu vykonania dostatoéne velkého po-
¢tu opakovani, ¢o uz vyzaduje vyuzitie vypoctovej techniky. Dalsim ciefom
prispevku je ukazka vyuzitia GeoGebry pre vytvorenie simulécii, predstavime
niekol'ko ilustra¢nych prikladov.

Uvop

Vo vyuéovani ndhodnych javov ziaci ziskaji sktsenosti z pozorovania tychto ja-
vov. Na tieto dcely vyuzivame experimentovanie. Je dolezité, aby pozorovania a
z nich vyplyvajice zévery boli spravne interpretované v sulade s teoretickymi za-
konmi. V 8kolskej matematike sa zaoberame len so zékladnymi pripadmi nahodnych
javov, ktoré suvisia s ¢iselnymi hazardnymi hrami, vyberom prvkov alebo javmi z re-
alneho Zivota. Niektoré javy mozeme pozorovat aj v Skolskych podmienkach, napr.
hédzanie mincou, kockami, a tak vytvorit pravdepodobnostné modely tychto javov.
V ¢lanku [5) Stépénkové poukazuje na problémy vyucovania pravdepodobnosti na
7S a SS a na niektoré nedostatky v chapani pravdepodobnosti, ktoré su désledkom
nespravneho pochopenia a zlej interpretacie zakladnych pojmov.

V ramci vyucovacej hodiny vieme uskuto¢nit redlne experimenty aj simuldcie
pokusov vyuzitim vypoctovej techniky. Reédlne experimenty poniikaji moznost ak-
tivneho pristupu Ziakov, ale neumoznia vykonat vacsi pocet opakovani. V zavislosti
od nédhodného javu sa d&4 odhadnit pocet opakovani na radovo niekol’ko sto. Poé&ita-
¢ova simulacia umozni vykonat radovo aj milion opakovani v zavislosti od pouZitého
softvéru. Prave vacsi podet opakovani umozni spravne demonstrovat dany ndhodny
jav a tak dospiet k spravnym zaverom. V tomto pripade sa Ziaci nachadzaju len
v tlohe pasivneho pozorovatela.

V tomto ¢lanku vySetrime niekol'’ko pripadov ndhodnych javov a uréime potrebny
pocet opakovani, aby sme mohli — na zaklade pozorovanych vysledkov — spravne
interpretovat jednotlivé javy. UkaZeme, Ze len v jednoduchsich pripadoch méze sta-
¢it niekol'ko sto opakovani, v ostatnych pripadoch uz potrebujeme vykonat viac
opakovani a preto je potrebné udalosti simulovat pocitacom.

Key words and phrases. ndhodny jav, simulécia, GeoGebra.
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Pocitacové simulécie, ktoré pouzivame na demonstraciu nadhodnych javov v tomto
prispevku sme vytvorili v GeoGebre [I], ¢o je v sti¢asnosti uz vieobecne rozgireny a
pouzivany softvér vo vyucovani matematiky. V prispevku chceme ukézat, ze v Geo-
Gebre mozeme vytvorit aj simulacie a tym sa naskytnt d'alsie moznosti jej vyuzitia,
v tomto pripade vo vyucovani ndhodnych javov. Vytvorené aplety pre niektoré
nédhodné javy vyucované v Skolskej matematike sme zverejnili v. GeoGebraBook:
Simulations [2].

1. POZOROVANIE NAHODNYCH JAVOV

Ak chceme pozorovat nahodnu udalost, ktora nastane s pravdepodobnostou 0 <
p < 1, potrebujeme vykonat ndhodny pokus. Aby sme udalost pozorovali so 100%-
nou urditostou (t.j. pravdepodobnost toho, Ze udalost nastane aspon raz, bude
g = 1), teoreticky potrebujeme vykonat nekone¢ne vela opakovani pokusu. Ale ak
znizime urcitost na hodnotu 0 < ¢ < 1, tak pocet opakovani bude koneéné ¢islo,
ktoré vieme vypocitat.

Pocet opakovani pokusu potrebnych k tomu, aby sme udalost s pravdepodob-
nostou p (0 < p < 1) pozorovali aspon raz s uréitostou najmenej ¢ (0 < ¢ < 1)
je

S log(l—q)

~ log(1 —p)
Napriklad s uréitostou ¢ = 0,95 budeme pozorovat udalost aspon jedenkrat, ak
pocet opakovani je

n>5 pre p=1/2

n>17 prep=1/6

n >299 pre p=1/100
Tabulka 1.

Na obrazku[ll sme znazornili zavislost po¢tu opakovani od hodnoty ¢ s paramet-
rom p.

OBR. 1. Zavislost po¢tu opakovani n od hodnoty ¢
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2. POZOROVANIE RELATIVNEJ POCETNOSTI

Ak uskuto¢nime pokus na demonstrovanie nadhodného javu a udalost chceme po-
zorovat viackrat, potom v opakovanom experimente zaznamename pocet vyskytnu-
tia udalosti, z ¢oho uréime relativnu pocetnost. Pravdepodobnost toho, Ze odchylka
relativnej pocetnosti k/n pozorovanej udalosti a pravdepodobnosti p je mensie, ako
éislo € > 0 uréime podla vztahu

rllil =)= o ()

Funkcia ®(z) oznaduje distribuént funkciu §tandardného normalneho rozdelenia,
ktorej inverzna funkcia je ®~1(2). Pri danej urcitosti 0 < ¢ < 1 bude

z ¢oho pre pocet opakovani n dostaneme

st o (5]

Na zéaklade tohto vztahu uréime, kol'ko opakovani potrebujeme vykonat v po-
kuse s jednou mincou, aby relativna pocetnost padnutia hlavy mala odchylku od
pravdepodobnosti p = 0,5 mensiu ako € > 0 s uréitostou najmenej ¢q. V tabulke 2.
uvadzame pocet opakovani n.

Minca Odchylka ¢ - 100%
ur¢itost ¢ - 100% 10% 5% 2% 1%
95% 97 385 2401 9604
97% 118 471 2944 11774
99% 166 664 4 147 16 587
Tabulka 2.

Ak hadZeme jednou kockou, tak pravdepodobnost padnutia Iubovolnej strany
je 1/6. V tabulke 3. sme vypocitali potrebny pocet opakovani, kolkokrat musime
hadzat kockou, aby s urcitostou najmenej ¢ bol rozdiel relativnej pocetnosti a prav-
depodobnosti p = 1/6 mensie ako ¢.

Kocka Odchylka ¢ - 100%
urcitost ¢ - 100% 10% 5% 2% 1%
95% 54 214 1334 5336
97% 66 262 1636 6 541
99% 93 369 2304 9216
Tabul'ka 3.

Podl'a tabulky 3. pre n = 214 opakovani pokusu relativna pocetnost padnutia
Tubovolnej strany kocky bude s 95%-nou uréitostou v intervale od 11,7% do 21,7%,
teda udalost by sme mali pozorovat najmenej 25-krat a najviac 46-krat. Aby sme
zniZili tato 5%-nt odchylku na 2% alebo 1%, podet opakovani treba zvysit najmenej
na 1 334 resp. 5 336.
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v v — 0 v v . .
0 1 2 3 4 5 6 0 1 2 3 4 5

value 1 2 3 4 5 6  total value 1 2 3 4 5 6 total
freq 15 11 21 23 17 13 100 freq 81 88 84 79 82 86 500
rel freq 0.15 0.11 0.21 023 0.17 0.13 rel freq 0.162 0.176 0.168 0.158 0.164 0.172

OBR. 2. Porovnanie vysledkov pri po¢te opakovani 100 a 500

Na obrazku 2l ilustrujeme pripad, ked mensi po¢et opakovani pokusu neumozni
overit hodnotu pravdepodobnosti na zaklade pozorovania. Ziskané vysledky nie st
v stlade s tvrdenim, Ze pravdepodobnost padnutia l'ubovolnej strany je 1/6, tato
skutoc¢nost pozorujeme az pri dostatocne velkom pocte opakovani pokusu.

3. SUCET BODOV NA 2 ALEBO 3 KOCKACH

Ulohy stvisiace s hadzanim dvoma alebo tromi kockami patria tiez k zakladnym
pripadom vyucovania pravdepodobnosti. V siivislosti s pokusom s 2 alebo 3 kockami
sa najCastejSie venujeme otazke suctu bodov 9 a 10. Nedostato¢né znalosti ziakov
Casto vedu k predpokladu, Ze siucet 9 aj 10 nastane rovnako dvomi spésobmi, lebo

9=3+6=4+5
10=4+6="5+5.

Ako poukazat na nespravnost tohto predpokladu? Pri rieSeni moZeme zvolit te-
oreticky postup vysvetlenia, ale vihodné je aj demonstrovat pokus, aby Ziaci ziskali
sktisenosti aj z vysledkov pozorovania. Naskytéa sa otézka: kolko opakovani treba
uskutocnit?

Ak hadZeme 2 kockami, tak pre pravdepodobnosti, Ze sucet padnutych bodov je
9 alebo 10 plati

P(sactet =9 1 P(sacet = 10 5
(stiet =9) = %6 (sacet = 10) = 36"

Ak hadzeme 3 kockami, tak stucet 10 bude mat vicsiu pravdepodobnost ako 9,

lebo . o7
P(studet =9) = 516 < P(sucet = 10) = 516"

V jednotlivych pripadoch je rozdiel medzi pravdepodobnostami 1/36 resp. 2/216,
preto pri mensom pocte opakovani predpokladany rozdiel vo vysledkoch pokusu
nemusi nastat. Problematike stu¢tu bodov na 3 kockach sa venoval aj Galileo Galilei,
jeho rieSenie najdeme v ¢lanku [3], anglicky preklad v [4]. Zostava otvorena otazka, ¢i
Galilei robil pokusy s 3 kockami, ak 4no, potom kolko opakovani vykonal? VySetrime
teda otazku, kol'ko opakovani potrebujeme uskutoénit v pokuse s 2 resp. 3 kockami,
aby sme vo vysledkoch pozorovali predpokladany rozdiel medzi hodnotami 9 a 10
s ur¢itostou najmenej ¢?
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Sucet rovnakych nezavislych nahodnych premennych ma podla Centralnej limit-
nej vety priblizne normalne rozdelenie so strednou hodnotou M = nm a disperziou
D = /n-o. V pripade dostato¢ne velkého poctu pokusov stucet bodov na kockach
mé priblizne normélne rozdelenie. Potom pravdepodobnost toho, Ze medzi suc¢tami
9 a 10 nastane predpokladany rozdiel je

—nm
P~1-90® .
(x/ﬁ-0>

Hodnotu poétu opakovani n pri ktorej uréitost ¢ je vopred dané &slo uréime
vztahom

n>[Z a1 -g)

V pripade 2 kociek bude my = 1/36 a 09 = 0,44, v pokuse s 3 kockami dosadime
ms = 2/216 a o5 = 0,49.
V tabulke 4. uvadzame niektoré hodnoty poétu opakovani n.

q-100% 2 kocky 3 kocky

95% 680 7 596

97% 888 9 932

99% 1359 11194
Tabulka 4.

Teda v pokuse s 3 kockami (obr. B aspoii s 95%-nou urcitostou budeme pozo-
rovat, Ze sucet 10 nastane viackrat ako sucet 9 (v sulade s teoriou), ak vykoname
najmenej 7 596 opakovani. Aj pri tomto velkom pocte je 5%-né riziko, Ze ocakavany
rozdiel medzi pocetnostou hodnot 9 a 10 nenastane.
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OBR. 3. Pozorovanie suc¢tu bodov na 3 kockéach

4. VYUZITIE SIMULACIE PRI RIESENI ULOHY

V predchadzajacich pripadoch sme pouzili simulacie predovSetkym na demon-
straciu nahodnych javov. Vo vyuovani moézeme vyuzit pocitacové simulacie aj
v roznych inych pripadoch, napr. na overenie teoretického vztahu, na znazorne-
nie pojmov, suvislosti alebo aj ako pomdcku pri rieSeni tloh. Budeme to ilustrovat
na nasledujicej ulohe: HddzZeme jednou hracou kockou kym siucet bodov nedosiahne
vopred dané c¢islo. Hladdme pravdepodobnostné rozdelenie poctu potrebnijch opako-
vand.
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Teoreticky vysledok na vypocet pravdepodobnosti po¢tu potrebnych opakovani
pokusu je dany rekurentnym vztahom

P =95)= 'ZP('ft—1=S—i),

1

1S
6 4
i=
kde ¢ je pocet pokusov potrebnych na dosiahnutie ¢isla S (cielova suma). Pre nie-
ktoré mensie hodnoty ¢isla S pomocou rekurentného vztahu moézeme urcit pravde-
podobnostné rozdelenie po¢tu potrebnych pokusov. Napriklad suc¢et S = 6 mozeme
dosiahnut hned na prvy pokus s pravdepodobnostou 1/6, najviac méZeme potre-
bovat ¢ = 6 pokusov. Nastane to v pripade, ak patkrat hiadzeme 1 a na Siesty pokus
Tubovol'né ¢islo. Pravdepodobnostné rozdelenie P(§; = 6) uvadzame v tabulke 5.

t

1 t=2 t=3 t=4 t=5 t=6
20 50 95 29 1

62 6 6 65 6
Tabulka 5.

=

Pre ¢islo S = 36 pravdepodobnostné rozdelenie ma uz 31 hodnoét. Aby sme ich
vypoditali podla rekurentného vztahu, potrebujeme uréit hodnoty pravdepodob-
nostného rozdelenia pre &isla S — 1, S — 2 az S — 6. Urdit pravdepodobnosti pre
tieto hodnoty bez vyuzitia poéitaca je velmi zdlhavé. Preto v tychto pripadoch,
ked priamy vypocet je naro¢ny, ¢asovo prilis zdlhavy, alebo vyzaduje pre ziakov
nezname teoretické vedomosti je vyhodné vyuZit poéitacovi simuléciu na pozoro-
vanie rozdelenia pravdepodobnosti (obr. [).

Enter the sum to reach 36

Enter the sum to reach 120

p—
Speee [speccup.

5 4 & & 7 8 9 1o 11 12 13 14 15 1 1118

% 27 28 29 30 3 %@ 8 84 3 9 3 38 39 40 41 42 43 4

rolls 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 total
freq 4 42 85 106 124 83 37 11 5 3 500 ws 25 2 % 31 3 3 3 35 36 3 % 3 4 4l 42 a3
2

frg 6 6 17 25 4 5 7 62 63 49 M 27 1 12 4
rel.freq 0.008 0.084 0.7 0.212 0.248 0.166 0074 0.022 0.01 0.006 wfreq 0012 0012 0034 005 0092 0114 01% 0.124 012 0098 006 0054 0024 0024 0.008 0004

OBR. 4. Simulécia tdlohy pre S =36 a .S = 120

Poditacova simulacia ndm umoZni pozorovat pravdepodobnostné rozdelenie po-
&tu potrebnych pokusov pre rézne hodnoty S. Tiez moZeme vyuzit na overenie
Centralnej limitnej vety, podla ktorej sicet padnutych bodov méa priblizne nor-
mélne rozdelenie, ak S je dostatoéne velké ¢islo. Zistenim, Ze pravdepodobnostné
rozdelenie pre véacgie hodnoty S mé priblizne normélne rozdelenie ndm dava moz-
nost vykonat vypo¢ty pomocou distribu¢nej funkcie ®(z) normalneho rozdelenia.

7ZAVER

V ¢lanku sme vySetrili potrebny pocet opakovani ndhodného pokusu v niekto-
rych zakladnych pripadoch skolskej matematiky. Potreba vécsieho poctu opakovani
pokusu je jeden z hlavnych dévodov vyuzitia pocitacovej simuldcie vo vyucovani
néahodnych javov.
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