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POCITACOVA DEKOMPOZICE POLYNOMU NA SOUCET CTVERCU
V HISTORICKYCH SOUVISLOSTECH

JAN FRANK

ABSTRAKT. Jednim ze zakladnich problémti matematiky je dokazat, Ze jisty polynom
f je pozitivné semidefinitni, tedy Ze pro v§echny realné hodnoty neur¢itych X nabyva
tento polynom pouze nezapornych hodnot. Jednou z metod dikazu je rozlozit
polynom f na souet <Ctvercll. Tento zpisob dikazu tzce souvisi
S tzv. 17. Hilbertovym problémem piednesenym na mezindrodnim kongresu
matematikd v roce 1900. V jednodussich pfipadech (polynomy jedné neurcité) se

(polynomy vice neurcitych) se miize jednat o ulohy velmi naroéné a rozsahlé, kdy
jejich feseni radéji prenechame pocita¢ovému softwaru.

Uvob

Z historie matematiky zname celou fadu problémt, které vice ¢i mén¢ fascinovaly filosofy,
matematiky i dal$i védce z riznych oborti. Mizeme kupiikladu zminit hledani pfesné hodnoty
Ludolfova ¢isla 7, které v moderni dobé vyustilo doslova v zdvod ve zpfesiiovani hodnoty
této matematické konstanty s vyuZzitim pocitacti a matematického softwaru. Pochopitelné by
takovych problémi bylo mozné uvést celou fadu, ne kazdy je vSak tak vSeobecné znamy jako
vyse uvedeny piiklad.

Jednim ztakovych zakladnich matematickych problémt je dokazat, ze jisty redlny
polynom f je pozitivné semidefinitni, v ¢estiné lze téz uzivat oznaceni, Ze je polynom f
nezaporny. UZijeme-li terminologii znamou z uréovani druhii kvadratickych forem, mizeme
pomoci definice vymezit nasledujici ptipady.

Definice 1: Polynom f (X, X,,..., X, ) Se nazyva:

a) pozitivné definitni = VX el " (X, %y, %) >0
b) pozitivn& semidefinitni < VX el f (X, %y, %, )20
¢) negativné definitni =3 VX el f (X, %y, %, ) <0
d) negativné semidefinitni < Vx el " f (X, %y, X, ) <0

Z definice 1 je zfejmé, ze polynom f je pozitivné semidefinitni pravé tehdy, kdyz pro
vSechny realné hodnoty neurcitych X nabyva pouze nezapornych hodnot. V piipad¢ ostré
nerovnosti pak polynom f nabyva pouze kladnych hodnot a stava se pozitivné definitnim. [1]

Jednou z metod, kterou lze pii diikazu, ze dany polynom f je pozitivné (semi)definitni,
vyuzit, je rozklad polynomu na soucet ¢tverct (téz druhych mocnin). Tento zptisob dikazu
uzce souvisi s tzv. Hilbertovymi problémy, konkrétné pak se znénim 17. Hilbertova problému,
a v ptipad¢é polynomu vice neurcitych se mize jednat o velmi rozsahlé a naro¢né ulohy, pri
jejichz feseni se dnes neobejdeme bez pocitacového softwaru.

Key words and phrases. pozitivné semidefinitni polynom, rozklad na souéet ¢tverct (SOS),
17. Hilbertiv problém, MotzkinGv polynom, MATLAB, SOSTOOLS, Wolfram Mathematica
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1. HILBERTUV 17. PROBLEM

David Hilbert (obrazek 1) byl némecky matematik a lze ho
bezesporu povazovat za jednoho z nejvyznamnéjsich matematikti
20. stoleti. Narodil se vlednu roku 1862 ve Wehlau pobliz
Konigsbergu na tzemi Pruska (oblast dneSniho Kaliningradu,
Rusko). Zde také vystudoval gymnazium a nasledné byl pfijat na
univerzitu v Koénigsbergu, na které ziskal pod vedenim
Ferdinanda von Lindemanna v roce 1885 doktorat za svou praci
Uber invariante Eigenschafien specieller bindrer Formen,
insbesondere der Kugelfunctionen. V nasledujicich letech
pusobil na univerzité v Konigsbergu, kde byl také v roce 1893
jmenovan fadnym profesorem. V roce 1895 pak odchazi pisobit
na katedru matematiky na univerzité v némeckém Gottingenu,
kde setrval az do konce své kariéry. David Hilbert zemiel OBRAZEK 1. D. Hilbert
V inoru roku 1943. [7] (1912)

V prubéhu zivota se Hilbert vénoval celé fadé otazek
Vv oblasti matematiky a stal se uznavanym odbornikem. U¢inil napiiklad vyznamny pokrok
V teorii invariantt (r. 1888), v praci Zahlbericht se zabyval teorii ¢isel (r. 1897) a v publikaci
Grundlagen der Geometrie popsal vlastni axiomaticky ptistup ke geometrii (r. 1899). [13]

V roce 1900 na 2. mezinarodnim kongresu matematikti v Pafizi vystoupil Hilbert s dnes jiz
slavnou piednaskou Problemy matematiky. Hilbertova fe¢ o matematice 20. stoleti byla plna
optimismu, citil vSak, Ze existuje stale fada otazek, které je tfeba objasnit. Ve své feci vymezil
celkem 23 matematickych problémi, které mély pfedstavovat vyzvu pro matematiku
20. stoleti, aby zuistala moderni védou. Tyto problémy dnes zndme pod oznacenim Hilbertovy
problémy. [7] Cela tada téchto problému jiz byla vyfeSena, néktera Hilbertova tvrzeni byla
vyvracena a nékteré problémy jsou dodnes vyzvou pro matematiky i informatiky. Mezi
oteviené problémy patii kuptikladu ditkaz Riemannovy hypotézy nebo axiomatizace fyziky.

Pied vymezenim Hilbertova 17. problému zminme nejprve tzv. Bachetovu—Lagrangeovu
vétu znamou z teorie Cisel, kterd tvrdi, ze kazdé prirozené cislo Ize vyjadrit souctem ctyr
Ctvercii nezdpornych celych cisel. V souvislosti s tim miizeme téZ zminit, Ze existuji ptirozena
¢isla, ktera nelze vyjadfit jako soucet tii Ctvercli nezapornych celych ¢isel. Jedna se o ¢isla,
ktera lze vyjadfit ve tvaru 4° (8b+7), kde hodnoty a, b jsou nezaporna cela ¢isla. Hilbert

svym problémem tuto problematiku pfenesl na polynomy a racionalni funkce. Nebyl vsak
jediny, kdo se touto otazkou jiz pted rokem 1900 zabyval. V lednu roku 1885 prezentoval
Hermann Minkowski svou disertacni praci, ve které uvedl silnou domnénku, ze musi existovat
realny, homogenni, pozitivné semidefinitni polynom jakéhokoliv stupné vétsi dva ve vice nez
dvou neurcitych, ktery neni mozné vyjadfit jako soucet Ctverci homogennich, realnych
polynomt. Hilbert na tuto myslenku navazal a sam dokazal tvrzeni, ze jiz pro n =2 nemusi
rozklad polynomu f v soucet konecné¢ mnoha ¢tvercii polynomu existovat. Konkrétni piiklad
takového pozitivné semidefinitniho (nezaporného) polynomu vsak neuvedl. Snad i vzhledem
k témto poznatkiim formuloval Hilbert sviij 17. problém v obecnéj$im tvaru pro racionalni
funkce. [6], [12]

Znéni 17. Hilbertova problému:
Naleznéte zpusob, jak vyjadrit definitni raciondlni
funkci jako soucet c¢tvercit raciondlnich funkci.

Ke znéni 17. Hilbertova problému je nutné podotknout, ze Hilbert za definitni racionalni
funkci povazoval nezapornou, tj. pozitivné semidefinitni, racionalni funkci. [4]

Hilberttiv 17. problém byl pomérné brzy vyfesen Emilem Artinem (1898 — 1962), ktery
kompletni feSeni publikoval v svém &lanku Uber die Zerlegung definiter Funcktionen in
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Quadrate jiz v roce 1927. Jednalo se nicméné o nekonstruktivni ditkaz a jeho postupy nebyly
algoritmizovatelné. Algoritmické feSeni Hilbertova 17. problému nalezl az Charles Delzell
Vv roce 1984. [6]

V souvislosti s hledanim teSeni 17. Hilbertova problému je dale nutné zminit jméno
matematika Theodora S. Motzkina (1908 — 1970). Ten v roce 1967 nalezl prvni jednoduchy
priklad pozitivné semidefinitniho polynomu, ktery neni mozné rozlozit na soucet ¢tverca.
Dnes tento polynom bézné oznacujeme jako Motzkiniiv polynom. [10]

Motzkinuv polynom (1967):
f(x,y)=xy? (x2 +y? —3)+1
Nebudeme zde uvadét dikaz Motzkinova tvrzeni, ¢tenaf ho nalezne v [10], diky sestrojeni

grafu v programu Wolfram Mathematica® (obrazek 2) vSak miizeme snadno nahlédnout, Ze se
skutecné jedna o pozitivné semidefinitni polynom.

OBRAZEK 2. Graf Motzkinova polynomu

Dalsi ptiklady pozitivné semidefinitnich polynomti nerozlozitelnych na soucet Ctverci
uvedl v roce 1973 Raphael M. Robinson (1911 — 1995). [10] Tyto polynomy byly ve tvaru:

=x*(x* - l) ( 2—1)2—(xz—l)(yz—l)(x2+yz—l)
g(x Y,z ) X* (x— ) +y*(y- )2+22(z—1)2+2xyz(x+y+z—2)

Vrat'me se ovSem nyni k rozkladu samotnému.

2. ROzKLAD POLYNOMU NA SOUCET CTVERCU

Rozklad polynomu na soucet ¢tvercl polynomut (zkracené SOS z anglického sum of
squares) predstavuje jednu z metod, pomoci které lze dokazat, ze je urcity polynom f
pozitivné (semi)definitni. Rozklad samotny ovSem neni trivialni zalezitosti. V jednodussich
ptipadech (polynomy jedné neurcité) se muze sice jednat o ptiklady feSitelné i na stfednich
Skolach, v pfipadé polynomii vice neurcitych mohou vSak tyto ulohy pfedstavovat narocné
a rozsahlé problémy, pfi jejichz feSeni se neobejdeme bez hlubsich znalosti maticového poctu
a moderni vypocetni techniky. Uved’'me nyni struéné princip samotného rozkladu.

Princip rozkladu: Realny polynom f je pozitivné semidefinitni pokud existuji takové realné
polynomy r,..., I, , Ze:

1 lg s
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f =Zslri2
i=1

Na tomto misté by ovsem mohlo vyvstat nékolik otazek:
1. Lze kazdy pozitivne semidefinitni polynom rozlozit na soucet ctvercii?
2. Jakym zpusobem (jednoduse) nalézt pozadované polynomy ri?
3. Jerozklad polynomu na soucet ctvercu jedinecny?

Odpoveéd’ na prvni otazku nalez jiz Hilbert, ktery dokazal, Zze existuji takové pozitivné
semidefinitni polynomy, které nelze rozlozit na SOS. Pozdéji Motzkin a Robinson nalezli
konkrétni ptiklady takovy polynomt, jak jsme si jiz uvedli diive. Pokusme se nyni odpovedét
na zbyvajici otazky a nalézt zpiisob, jak (jednoduse) rozlozit zadany polynom na soucet
¢tverci. Zvolme zamérné jednoduchy priklad, ktery by bylo mozné zadat i studentim na
stfednich skolach a vyuzijme pfi jeho feSeni metodu rozkladu polynomu na soucet ¢tvercii.

Piiklad 1 (SS):

V oboru redlnych ¢isel rozhodnéte o fesitelnosti rovnice x* +2x° +2x? —6x+25=0.

Reseni:

Zadanim je pozadovano rozhodnout o feSitelnosti bez nutnosti hledat pfipadné konkrétni

feSeni. VyfeSme tento piiklad s pomoci metody rozkladu na soucet ¢tverct. V prvnim kroku
ozna¢me levou stranu nasledovne:

p(x)=x"+2x°+2x* —6x+25

Nyni za¢neme polynom p(X) upravovat. Z prvnich ti ¢len vytkneme X2 s tim, Ze ¢len 2x2
,roztrhneme** a ponechéme si X° pro dalsi upravy:

p(x)=x2 (x2 +2x+1)+ x> —6Xx+25
Zavorku upravime dle vzorce (a+ b)2 =a’+2ab+b”a rozdil x*—6x doplnime na &tverec
pomoci vzorce (a—b)2 =a?—2ab+b®. Nesmime zapomenout odeéist hodnotu 9, aby vyraz
zustal beze zmény.

p(x)=x* (x+1)2 +(x—3)2 -9+25
S vyuzitim vztahu (ab) =a'b",,vnotime* X? do zévorky a ziskdme po dalsi Giprave:

p(x)=(x"+ x)2 +(x—3)" +16

Odmocnénim ¢isla 16 ziskame finalni podobu rozkladu polynomu p ( X) na soucet ctvercu:

p(x)=(x2 +x)2 +(x—3)2 +42

Uvazime-li nyni, Ze hodnoty X jsou redlna ¢isla a jejich druhé mocniny musi byt vzdy cisla
kladna, zjistujeme, ze vysledny rozklad pfedstavuje soucet tii kladnych ¢isel. Na zaklade toho
dochazime k zavéru, ze polynom p(X) je pozitivn¢ definitni. Nikdy tudiz nenastane rovnost
nule a z toho vyplyva zavér, ze pivodni zadana rovnice nema v oboru realnych ¢isel feSeni.
Toto tvrzeni vyplyva téz zgrafu polynomu p(x) na obrazku 3. Zarovef jsme vyfeSenim
ptikladu 1 objevili vlastnost, Ze pro realné polynomy jedné neuréité pojmy byt pozitivné
definitni a byt souctem ctvercii splyvaji.
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OBRAZEK 3. Graf pozitivné definitniho polynomu p(x)

V piikladu 1 jsme tedy nalezli pomérné jednoduchy zptisob rozkladu polynomu na soucet
¢tverci a ziskali jsme jistou odpovéd’ na druhou otazku. Pracovali jsme ovSem pouze
S polynomem ¢tvrtého stupné o jedné neurcité a postup neni universalni. V pfipad€ polynomu
vyssich stupnti o vice neurcitych tato technika feSeni nestaci.

Ponechme si nicméné tento jednoduchy polynom p(X) ve stavajicim tvaru a naleznéme
nyni jeho rozklad na soucet ¢tverct pfi pouziti algoritmu pro hledani rozkladu polynomu na
soucet ¢tvercli uvedeném v [8] a s vyuZitim matematického softwaru. Konkrétné vyuzijeme
program MATLAB® v souginnosti s balicky SeDuMi a SOSTOOLS, které je mozné bezplatng
stahnout z internetu, a program Wolfram Mathematica®.

V prvnim kroku musime do programu MATLAB® zavést neuritou x a polynom p(X).
Nasledné zadame piikaz findsos v syntaxi, jak je uvedeno nize:
>> syms x;
>> p=x"4+42*x"34+2*x 2-6*x+25;
>> [Q,Z,D]=findsos(p, 'rational’)

Po spusténi piikazu program nalezne celo¢iselnou Gramovu matici Q, vektor z skladajici se
z monomu hledaného rozkladu a hodnotu D takovym zplsobem, Ze plati vztah:

2Q.z" =D.p(x)

Vystup z programu vypada nasledovne:

25 -3 -3 1 1
-3 8 1 b4
-3 1 1 x"2

Poznamenejme na tomto mist§, Ze i pfes zapis vektoru z v programu MATLAB® do
sloupce, budeme ho vnimat jako vektor fadkovy. Dosazenim vystupu do predchézejiciho
vztahu pak ziskame rovnost v podobé:
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25 -3 -3 1
(1,x,x2). -3 8 11||x :l.(x4+2x3+2x2—6x+25)
-3 1 1 x?

Snadno bychom roznasobenim zjistili, ze vyse uvedena rovnost plati. Pozastavme se nyni
Vv této fazi vypoctu a zamysleme se nad ziskanym vystupem. Vime, Ze obecné pro rozklad

S
polynomu f na soucet ¢tvercti plati vztah f = z > . Umocnénim polynomd ri tedy musime
i1

ziskat puvodni polynom f. V tomto konkrétnim piipadé polynomu p(X) tedy jiz snadno
nahlédneme, Ze hledané monomy musi byt pravé 1, X, x.

Odkazeme-li se na ¢lanek [8], musime pro vypocfet matice Q nyni uréit mnozinu
A, = { B ﬂk}, kde hodnoty /g, predstavuji hodnoty exponentii u jednotlivych monomu.
V nasem piipadé se jedna po fadé o hodnoty f, =0, B, =1, f; = 2. Hledana matice Q bude

symetricka, ¢tvercova matice typu 3x3 v obecném tvaru:

O: Gp O
Q =0y Oz O
O O O

Pro urCeni jednotlivych hodnot ¢;; budeme nyni opakovan€ vyuzivat vztahu

z q,; =a,, kde hodnota « piedstavuje exponenty a a, koeficienty pfislusnych ¢lent
BB =a

polynomu p ( X) . Rozepi$me podrobnéji vypocet nékolika prvnich prvka matice Q:

Oy =5 +5 =0 = Oy, =25
G, =B+B=p+p=1 = 20, =—6
Os=B+tBs=B+B=B+p5=2 = 201+ 0y, =2

Obdobné bychom postupovali u dalsich prvka matice. V§Simnéme si nyni problému, ktery
nastal u prvkll @, a (,,. Tyto prvky jsou spolu provazany a jsme nuceni zavést parametr.

2-
Polozme tedy kuptikladu g,, = 1. Prvek ¢, pak bude ve tvaru q,; = Tﬂ’ . Na zékladg¢ téchto

okolnosti bude mit vysledna matice Q tvar:

25 -3 2__/1
2
Q=| -3 A 1
ﬂ 1 1
2

Pokud bychom pokracovali dale timto ,,manualnim postupem®, museli bychom nyni ur¢it
charakteristicky polynom této matice a rozhodnout o hodnotach parametru A , pro které bude
matice Q pozitivné (semi)definitni. Je zfejmé, Ze pro hodnotu parametru A = 8 ziskame stejnou
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celo¢iselnou Gramovu matici Q jakou vydal program MATLAB®. Ukon&eme tedy na tomto
misté kratké zamysleni a vratme se k pocitacovému feseni zadaného problému.

V dal$im kroku pfevedeme matici Q S vyuzitim symetrickych tprav na diagonalni matici D
a zaroven nalezneme regularni matici A takovou, Ze plati vztah:

D=A"QA
Po tpravach tedy ziskavame matice ve tvaru:
Q E D AT
25 -3 -3]1 0 O 16 0 01 0 3
-3 8 1|0 1 OofU..0J0 9 0|0 0 3
-3 1 1|10 01 0 0 70 -1 1

V tomto jednoduchém ptipadé by nebylo tézké ptimo ziskat matici A, pro demonstraci
vyuziti matematického softwaru vSak pfenechame feSeni tohoto problému pocitaci.
V programu Wolfram Mathematica® zavedeme matici AT a s vyuZitim piikazu Transpose

v uvedené syntaxi ziskame pavodni matici A, kterou si nechame zobrazit pomoci piikazu
MatrixForm.

MaticeAT = ({1, o, 3}, {0, 0, 3}, {0, -1, 1}};
MaticeA = Transpose[MaticeAT];
MatrixForm[MaticeA]

10 o
A=]0 0 -1
33 1

Vysledny rozklad polynomu p(X)ziskdme ze vztahu V.z". Sloupcovy vektor z jiz mame
vypocteny a matice V je definovana nasledovne:

V =+D.A?

Vypodet matice V opét realizujeme v programu Wolfram Mathematica® Matici A mame
vV programu zavedenou jiz z pfedchazejiciho vypoctu, zbyva zavést matici D. Pro urceni
matice /D uZijeme ptikazu Sqrt a pro ziskani inverzni matice A~ zadame piikaz Inverse.
Obé matice si opét nechame zobrazit pomoci ptikazu MatrixForm.

MaticeD = { {16, ©, @}, {@, 9, 0}, {0, ©, 7}};
OdmocninaD = Sqrt[MaticeD];
MatrixForm[OdmocninaD]
InverzniA = Inverse[MaticeA];
MatrixForm[InverzniA]

40 o 1 0 o
Vp=(9 3 @ Al -1§§
0 0 V7 0 -1 0
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Matici V ziskdme vynasobenim vySe uvedenych matic. Zavedeme tedy do programu
zarovet také sloupcovy vektor z a uréime vysledny sou¢in V.z" :

MaticeV = OdmocninaD.InverzniA;
MatrixForm[MaticeV]

zZT = {{1}, {x}, {xX"2}};
MatrixForm[z]

SoucinVzT = MaticeV.zT;
MatrixForm[SoucinVzT]

4 o o 1 4
v=|-3 1 1 27 V.z'= | -3+ x+x?

o -\V7 o x2 7 x

1
X

Vysledny rozklad p(X) predstavuje soucet druhych mocnin jednotlivych fadkd matice
V.z". Ozna¢me tento vysledek SOS a nechme ho uréit v programu Wolfram Mathematica®

nasledujicim zptisobem:
SOS = SoucinVzT[[1, 1]]"2 + SoucinVzT[[2, 1]]"2 +
SoucinVzT[[3, 1]]"2

Program vrati vysledny rozklad ve tvaru:
2
16+ 7% +(—3+ X+ xz)
Tento vysledek ovSem neni v pozadovaném tvaru souctu ¢tvercti. Program pfi vypoctu totiz

automaticky umocnil jeho prvni dva Cleny, tj. prvni a tieti fadek matice V.z" . Finalni
vysledek ziskdme jednoduchou tpravou ve tvaru:

2
p(x)=(x* +x—3)2 +(ﬁx) + 4

Nyni jsme jiz ziskali vyjadieni zadaného polynomu p ( X) ve tvaru souctu ¢tverct. Na prvni
pohled je vsak zfejmé, Ze se jedna o jiny rozklad, nez jsme urcili sttedoskolskym zpisobem.
Tim jsme ziskali odpovéd’ i na tfeti otazku — tedy, ze rozklad polynomu na soucet étvercti neni
jedine¢ny. Tato odpoveéd byla jasna jiz dfive, konkrétné ve chvili, kdy ve vypoc¢tu Gramovy
matice zacal vystupovat parametr A . V piipadé, ze bychom neprovedli pevnou volbu 4 =8,
vystupoval by tento parametr i ve vysledném rozkladu a mél by piimy vliv na jeho podobu,
ktera by se odvijela od konkrétni volby hodnoty A .

Zavérem tohoto prikladu provedeme ovéteni, Ze vySe uvedeny rozklad ziskany pocitacovou
cestou skute¢né predstavuje zadany polynom p(X). Pro tuto zkousku vyuZzijeme opét
program Wolfram Mathematica®. Pifikaz Expand provede umocnéni jednotlivych ¢&lent
rozkladu.

Expand [SOS]
25-6x+2x2+2x>+x*
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V tomto jednoduchém piipad¢é snadno nahlédneme, Ze se jedna o pivodni polynom p(X).

Pokud bychom navic do programu zavedli polynom p(X) ze zadani, je mozné porovnat vyse
vypocteny polynom se zadanim pomoci ptikazu TrueQ.
P=Xx"4+2x"3+2x"2-6x+25;
TrueQ[Expand [SOS] == p]

True

Vystup True potvrzuje, ze rozklad vypocteny s vyuzitim pocitatového softwaru skutecné
predstavuje piivodni polynom p(X) ze zadani prikladu.

Vyftesenim piikladu 1 jsme piimo odpovédéli na otazky ¢. 2 a 3 — ukazali jsme dvé
moznosti, jak nalézt rozklad zadaného polynomu p(X) na soucet Ctvercll a zarovei jsme
zjistili, ze rozklad neni jedinecny. Vratme se nyni kratce k otazce ¢. 1. V piikladu 2 budeme
pozadovat rozklad Motzkinova polynomu na soucet ctvercl. Jiz vime, Ze tento polynom je
pozitivné semidefinitini (obrazek 2) a Motzkin sam ukazal, ze rozklad tohoto polynomu na

SOS neexistuje. Pokusime se toto tvrzeni potvrdit a pfi feSeni pifikladu opét vyuzijeme
program MATLAB® v soudinnosti s balicky SeDuMi a SOSTOOLS.

Piiklad 2 (Motzkiniv polynom):

Urgete rozklad polynomu P(X,y)=x*y? (X2 +y? —3) +1 na soucet &tvercli polynomi.
Reseni:

Obdobné jako jiz difve musime v prvnim kroku zavést do programu MATLAB® neurdité X, y
a polynom P. Nasledné se s vyuzitim piikazu findsos pokusime nalézt Gramovu matici Q.

>> syms x y;
>> P=xM2*yt2% (x"2+4y"2-3)+1;
>> [Q,Z]=findsos (P)

V ptipad¢, Ze neexistuje rozklad zadaného polynomu P na soucet ¢tverci, vrati program
MATLAB® po aktivaci ptikazu findsos(P) prazdnou matici Q a prazdny vektor z. Zarovet nas
automaticky upozorni, Ze rozklad neexistuje.

No sum of squares decomposition is found.
Q= z =
[1 [1

Vypoétem jsme potvrdili, Ze pozitiva¢ semidefinitni Motzkiniv polynom P neni mozné
rozlozit na soucéet ¢tvercli polynomut. Zaroven jsme tim ziskali odpovéd na otazku €. 1, Ze
kazdy pozitivné semidefinitni polynom neni mozné rozlozit na soucet ¢tverci.

ZAVER

Clanek se vénoval rozkladu (dekompozici) polynomu na soucet étverct polynomi (SOS)
s vyuzitim pog&itaového softwaru MATLAB® a Wolfram Mathematica® a dikazu, Ze je jisty
polynom f pozitivné semidefinitni. Nazorné bylo ukazano, Ze v piipadé¢ polynomul jedné
neurCité je nalezeni rozkladu na soucet ¢tverct pomérné snadnou zalezitosti a pii vypoctu
vystaéime se znalostmi stfedoSkolské matematiky. Problém nastdva u polynomt vice
neurcitych, kdy mize hledani rozkladu na SOS pfedstavovat naro¢nou a rozsahlou ulohu.
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Vypocet se zpravidla opira o komplexni znalosti matematického aparatu, konkrétné 1ze zminit
naptiklad maticovy pocet, prace s parametry, Descartovo znaménkové pravidlo ¢i Sylvestrovo
neobejde bez matematického softwaru.

Metoda rozkladu polynomu na soucet ¢tvercli piedstavuje vhodnou metodu dikazu, ze je
jisty polynom f pozitivné (semi)definitni a s vyuzitim moderniho poéitatového softwaru je
mozné zkoumat i polynomy vyssich stupiii o vice neuréitych, coz jist¢ nebylo mozné za
zivota Davida Hilberta a jeho souasnikii. Problém zistava ovSem stale stejny — rozklad
nemusi existovat. Ptiklad takového pozitivné semidefinitniho polynomu nalezl jiz Motzkin.
Dnes je diky vypocetni technice ovSem mozné rychle zjistit, Ze rozklad daného polynomu na
soucet Ctvercll neexistuje a lze pak vyuzit jinych metod pro rozhodnuti, zda je dany polynom
pozitivné semidefinitni. Pfi nejmenSim je mozné vyuzit matematického softwaru, jako je
napfiklad Wolfram Mathematica®, pro sestrojeni grafu, na zaklad& kterého Ize o vlastnostech
daného polynomu rozhodnout.
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