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RUZNE TYPY PROSTOROVYCH ULOH RESENYCH
V PROSTREDI PROGRAMU GEOGEBRA

SARKA GERGELITSOVA

ABSTRAKT. Cldnek se zabyvé tvorbou appletdt pro vyuku stereometrie, které

poméhaji pfi zkoumdni a objevovani prostorovych vztahu. Zaméfime se na
prostiedi, nastroje, funkce a ptikazy programu GeoGebra, které k tomu muzeme
¢i potfebujeme vyuzit. GeoGebra poskytuje intuitivni prostfedi pro zobra-
zeni geometrickych objekti a manipulaci s nimi v prostoru. Na konkrétnich
piikladech ukédzeme moznosti ilustrace , klasickych “ iloh a feseni konstrukénich
uloh ve 3D prostiedi, které zdurazni myslenku a algoritmus feSeni daného
problému.

UvoD

Pro demonstraci vyuziti didaktického 3D software k feseni vybranych dloh v pro-
storu jsme — zejména pro jeho snadnou dostupnost a intuitivni ovladani — zvolili
program GeoGebra [I].

V textu ukadzeme a okomentujeme vybrané postupy a pripravime applety ilu-
strujici vlastnosti mnohosténu a vytresime nékolik konstrukénich tloh.

1. ZAKLADN{ VLASTNOSTI TELES

strukci a polohu tézisté ctyrsténu a ukdzeme, ze vysky Ctyisténu mohou byt mi-
mobézné.
Konstrukce ¢étyisténu
V demonstra¢nim modelu nejprve sestrojime trojihelnik podstavy v zédkladni roviné
a2y (kterou pozdéji skryjeme) a bod D, ktery bude vrcholem mimo zdkladni rovinu.
Postup ilustruje obrazek [
Pouzité ndstroje a volby:
NovyYy BOD, MNOHOUHELNIK, JEHLAN, VLASTNOSTI, nastaveni pohledu ve 3D
GRAFICKEM NAHLEDU — skryti zakladni roviny
Téziste
Tezisté jehlanu je prusecikem téznic télesa, tj. spojnic vrcholu s tézistém protéjsi
stény. Pritom tézisté stény muzeme sestrojit klasickou rovinnou konstrukei jako
prusecik dseéek (téznic) nebo vyuzit piikaz TEZISTE[MNOHOUHELNIK] (postup uka-
zuje obrézek [2)).

Odhad polohy té&zisté télesa na téznici podpoiime bud porovnanim délek dvou

usecek, na néz téznici rozdéluje tézisté T, nebo néstrojem pro meétreni délek.

Key words and phrases. Stereometrie, polohové a metrické tlohy, konstrukéni tlohy, 3D,
GeoGebra.
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OBRAZEK 1. Konstrukce ¢tyfsténu a nastaveni vlastnosti jeho zobrazeni

Pouzité ndstroje:
USECKA, PRUSECIK, VZDALENOST.

[ PR S S e - T el
‘Soubor Upravy Zobrazit Nastaveni Nastroje Okno Napovéda Prihlasit...
k - g 2l ©
2l A% [dlel e 4 0] £]N]w]<] s
» Algebraické okno X [~ Graficky nahled 3D X

Iesl=]a]e] X]w[2)
¥ Graficky nahled 3D Vzdalenost
TR vy Doty s rootante

Trojdhelnk
® stenaABD = 12.26
® stenaACD =14
® stenaBCD =15.74
® trojaBC = 18.45

VetupiT_{BCDj<Tenlstefstenagco]

T menre] ||

OBRAZEK 2. T&zisté ¢tyisténu

Ortocentrum

Podobnym zpusobem sestrojime vysky sestrojeného ¢tyfsténu. Vrcholem vedeme
kolmici k protéjsi sténé. Abychom dokazali vybrat trojuhelnik stény ve 3D po-
hledu, nesmi byt zakryty ani zcela pruhledny. Muzeme ale zobrazit okno ALGEBRA
a vybirat objekty v ném. Poté, kdy zjistime, ze vysky jsou mimobézné (coz je velmi
pravdépodobné, pokud ¢tyTstén nesestrojime jako pravidelny, ale s volné zvolenymi
vrcholy), diskutujeme se studenty o podminkéch, které musi platit pro hrany or-
tocentrického ¢tytsténu (vsechny dvojice protilehlych hran jsou dvojicemi kolmic).
Upozornime také na ¢tyfstény s pravé jednou dvojici kolmych protilehlych hran (se
dvéma pruseciky vysek), viz [4]. TFi typy ctyisténu ilustruje obrazek [3

Pouzité ndstroje:

KoLMA ROVINA, KOLMICE, PRUSEC{K, PRUNIK DVOU PLOCH (priisecnice rovin),
PRIPOJIT/ODDELIT BOD.



10 SARKA GERGELITSOVA

Muzeme rovnou vytesit nékolik souvisejicich konstrukénich tloh, kdy ¢tyfstén
pozadovanych vlastnosti sestrojime.

OBRAZEK 3. Vysky étyfsténu. Nahoie Etyistén s mimobéznymi
vyskami, dole ¢tyfstén s jednou dvojici kolmych protilehlych hran
(dvema pruseciky vysek) a ortocentricky étyfstén

1.2. Objemy téles. V dalsi ukazce ilustrujeme Cavalieriho princip a vztah mezi
objemem jehlanu a hranolu téze podstavy a vysky. Pro zkrdceni ukazky jsme obé
vlastnosti sloucili do jednoho modelu.

Sestrojime mnohothelnik jedné podstavy a podstavu druhého ziskdme jeho po-
sunutim. Vrchol a horni podstavu téles pak sestrojime volné, ve spole¢né roviné
rovnobézné s rovinou podstav. Sestrojime ji tak, abychom mohli snadno (a kvuli
kontrole vysledné hodnoty objemu fizené, nejsndze pomoci posuvniku) ménit vysku
— vzdalenost téchto rovin.

Budeme-li chtit vyuzit zobrazeni hodnot objemu a obsahu v symbolickém tvaru
(nikoliv jako zaokrouhlené hodnoty vyjddiené desetinnym ¢islem), usnadnime si
tvorbu podstavy tim, ze sestrojime vrcholy podstavy v zdkladni roviné, kde je
muzeme prichytavat k vrcholiim zvolené miizky. Pro samotné zobrazeni vysledku
v symbolickém tvaru pak vyuzijeme textové piikazy GeoGebry. V nasi ukazce to je
piikaz ZLOMEK TEXT, zatimco v ukazce pro objemy rotac¢nich téles, kterou ilustru-
jeme v [5], byla vyuzita funkce IRACIONALNITEXT.

Sestrojeni tohoto modelu vyzaduje vétsi pocet krokt, uvedeme proto cely kon-
strukéni postup. Ten je ilustrovdn obrazkem [l

Postup konstrukce modelu

(1) Upravime rozvrzeni okna GeoGebry: zobrazime okno NAKRESNA a (opa-
trnym) tazenim za jeho horni okraj ho umistime pod okno ALGEBRA. Na
panelu pro nastaveni vlastnosti 3D GRAFICKEHO NAHLEDU zvolime zobra-
zeni miizky a pfichytdvdni bodlii ZAFTXOVAT SOURADNICOVOU SIT (ikonka
y,magnetu®). Zakladn{ rovinu muzeme naopak skryt.

(2) Do 2D NAKRESNY vlozime posuvnik v pro volbu vysky téles.

(3) V zékladn{ roviné (ve 3D NAHLEDU) sestrojime mnohothelnik (&tyfihelnik
ABCD). V nagem piipadé ma ndzev mnohothelnikl.
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OBRAZEK 4. Objemy mnohosténu
(4) V zdkladni roviné sestrojime vektor w.
(5) V posunuti o vektor w sestrojime obraz ¢tyfthelniku ABCD, v nasem

(6)

(7)

pripadé ma nazev mnohouhelnikl’.

Muzeme sestrojit také obrazy vrcholu podstavy v tomto posunuti. Chceme-
li, aby byly popsany stejné, volime pro jejich popis nikoliv nazev, ale popi-
sek, do néjz pozadované oznaceni napiseme (okno VLASTNOSTI OBJEKTU).
Vedeme rovinu m rovnobéznou s rovinou podstav, v niz bude lezet vrchol
jehlanu a horni podstava hranolu. Pozadovanou vzdalenost v obou rovin
mizeme zajistit rizné: bud’ rovinu povedeme bodem na kolmici k roviné zy
nebo zapiseme do vstupniho pole jeji rovnici (m : z = v) — to by bylo nej-
elegantnéjsi feseni... My jsme rovinu sestrojili ndstrojem KOLMA ROVINA
a vedli jsme ji bodem P, ktery jsme sestrojili ve vysce v tak, aby neptrekazel
v néhledu. Piikaz: P = (5,5, ).

V roviné m zvolime body V a A’ a ptikazy JEHLAN a HRANOL sestrojime
dva mnohostény — hranol o a jehlan p.

Do modelu doplnime popisky. Nastrojem TEXT vlozime popisek do pozado-
vaného mista 3D GRAFICKEHO NAHLEDU a do jeho edita¢niho pole zapiseme
vhodné texty. Do poli v textu, kam vkladame objekty, jejichz hodnoty
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(piipadné ndzvy) mé GeoGebra vyhodnotit a zobrazit, muzeme zapsat li-
bovolny (spravny) piikaz. V nasem piipadé to jsou piikazy ZLOMEKTEXT,
tj. ZLOMEKTEXT|[P], ZLOMEKTEXT[0], ZLOMEK TEXT|[MNOHOUHELNTK1].
Obklopime je pozadovanym prostym textem: j"3 znamend pozadavek na
vypsani j a hornfho indexu, tedy j3, \\ zalomi fddek (vSe pii zaskrtnuté
volbé IATEX vzorec).

2. POLOHOVE VZTAHY — REZY TELES ROVINOU

2.1. Rezy mnohosténti rovinou. Prostorovy nghled v GeoGebfe je idedlnim
néstrojem pro demonstraci konstrukce a vlastnosti rovinnych fezui mnohosténi.
Tlustra¢ni obrézky jsme uvedli v [5]. Pro konstrukei potfebujeme pouze zdkladni
nastroje, z nichz nejdulezitéjsi je jiz zminény nastroj PRUNIK DvOU PLOCH. Ukazme
si trochu jiny model, v némz rovinu fezu zadame tfemi body K, L, M a polohu
danych bodu budeme interaktivné meénit — viz obrdzek Bl

OBRAZEK 5. Rez krychle rovinou K LM

Krychli sestrojime pfislusnym néstrojem KRYCHLE a zaddme trojici bodu K, L,
M na jejich hrandch. Témito body prolozime rovinu (u nés je to rovina b).

Pozndmka: Uzitetnou pomuckou pti zméné pohledu a méritka zobrazeni je volba
ZOBRAZIT VSECHNY OBJEKTY z kontextového menu 3D GRAFICKEHO NAHLEDU
(3D NAKRESNY).

Po vybrani nastroje pruniku casto staci priblizit my$ k prunikové ¢afe a obrys
pruniku se vyznaci. V takovém piipadé staci kliknout mysi. Pokud prinik nevidime,
muzeme oba objekty — krychli a rovinu — vybrat v okné ALGEBRA.

Chceme-li vidét skutecnou velikost fezu, staci z jeho kontextového menu (tj.
z menu, které se otevie po kliknut{ pravym tlacitkem mysi) mnohoihelniku na-
zvaného mnohothelniki vybrat VYTVORIT 2D NAHLED Z MNOHOUHELNIK 1. Otevie
se okno s pomocnou 2D nékresnou v roviné fezu a zobrazenym fezem. Vse se po-
chopitelné aktualizuje se zménou polohy bodu K, L, M.

Chceme-li zménit hranu pro umisténi nékterého z bodu K, L, M, pouzijeme pro
néj dvakrat po sobé ndstroj PRIPOJIT / ODDELIT BOD, ¢imz bod pfemistime tam,
kam potiebujeme.
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2.2. Rezy koule, vilce a kuzele rovinou. Rovinné fezy rotacnich ploch se-
strojime pomoci analogického postupu a tychz nédstroju. Prunik dvou ploch vsak
nefunguje (zatim?) pro jiné plochy nez mnohostény a roviny a plochy rotaé¢ni, se-
strojené dostupnymi néstroji, nikoliv pro parametrické plochy.

3. KONSTRUKCNI ULOHY
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OBRAZEK 6. Dvé konstrukce dudlniho ¢tyfsténu

3.1. Pravidelné mnohostény — konstrukce dualnich pravidelnych mno-
hosténu. Pro ilustraci sestrojime dualni ¢tyfstén k danému ¢tyisténu. Konstrukce
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duélnich dvojic osmistén—krychle a dvanactistén—dvacetistén jsou v principu stejné,
jsou v8ak delsi (maji vice kroku), a proto pracnéjsi.

Sestrojeni ,,vepsaného“ dudlniho ¢tyfsténu studenti provedou snadno, zejména
thelniku). Dudlni ¢tyfstén mé vrcholy v tézistich (stfedech) stén — rovnostrannych
trojihelnikt — ¢tyfsténu daného. Staci proto pouze vyzkouset, v jakém poradi volit
vrcholy prvé stény vytvareného mnohosténu, aby se sestrojil v pozadované poloze
(dodrzet smér proti pohybu hodinovych rucicek pii pohledu na rovinu podstavy
smérem od pozadovaného vrcholu).

Konstrukce ,,opsaného “ dualniho ¢tyisténu vypada obtiznéji. Staci si vsak uvédo-
mit, ze stény dudlnich ¢tyfsténu jsou rovnobézné, pricemz kazdéd prochézi tim vr-
cholem, ktery nelezi v oné rovnobézné sténé. Hrany dudlniho ¢tyfsténu jsou proto
prusecnice dvojic takovych rovin, vrcholy jsou pruseciky prusecnic. Zacatek kon-
strukce je na obréazku [6] nahote.

Druhé konstrukce vychéazi z toho, ze dualni ¢tyrstény jsou stejnolehlé. Ke kon-
strukei vsak sta¢i uvédomit si, ze piimka vedend odpovidajicimi si vrcholy navzajem
duédlnich ¢tyfstént prochédzi spoleénym sttedem (tézistém) obou Ctyfstént.

Druhy postup je na druhych dvou fadcich obrazku[6l Pfi konstrukei jsme navic
vyuzili ,analyticky “ vypocet tézisté ¢tyfsténu (v tomto piipade tedy sttedu), jehoz
zapis ma tvar S = (A + B + C' + D)/4. Ke konstrukei dalsich pravidelnych mno-
hostént slouzi piikazy OSMISTEN, DVANACTISTEN A DVACETISTEN. Nejsou pro né
ikony v panelu néstroju.

Pouzité ndstroje a prikazy:
ROVNOBEZNA ROVINA, PRUNIK DVOU PLOCH (prusecnice rovin), PRUSECIK, PRiM-

3.2. Konstrukce téles z danych prvku. Vhodnymi ulohami mohou byt kon-
strukce ¢tyfsténu, krychle (jednu krychli sestrojime v ukézce) a rotaénich téles.

) Zépis konstrukce - krychle_konstrggh - =300
SIS =
C.|Nazev | Definice | Hodnota | Popisek
1Pfimka p Pfimka vedena P1, P2 p: X = (-8.39, -0.01, -5.6... zadani ulohy
2 Pfimka o Pfimka v prostoru 0: X =(1.81.0,0) + A (0.... kolmice o bodem Sk p
| prochazejici S, kolmakp | |
3Bod 52 obraz S1 v soumérnosti  |S2 =(1.92, 2.64, 1.37) konstrukce stredl stén
podle S
5Usetka r Usetka [S, S1] r=2.98 uréeni delky hrany
6 Pfimka q Pfimka prochazejici 1 q: X = (1.7, -2.65, -1.37) ... pfimka uhlopficky BD
| kolma k p a rovnobézna s
7 Kruznice ¢ Kruznice se stfedem S1.a c: X =(1.7, -2.65, -1.37) ... kruZnice o poloméru rsqrt(2)
pclomérem r sqrt(2)
8Bod B Prasetik c, g B = (3.58, -0.98, -4.75) Body A,B.C,D

[ Lol [ (e

| bPrehrat | 2s

OBRAZEK 7. Zkriceny zapis konstrukce v GeoGebie



PROSTOROVE ULOHY V GEOGEBRE 15

Konstrukce ortocentrického ¢tyisténu

O konstrukci ortocentrického ¢tyfsténu jsme se zminili jiz v prvé ¢asti tohoto textu.
Pii konstrukeich zadani muze byt potieba sestrojit navzdjem kolmé primky, k cemuz
poslouzi kolma rovina k dané ptimce.
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OBRAZEK 8. Konstrukce krychle z danych prvki

Konstrukce krychle

Pro teseni konstrukénich tloh byvaji nejjednodussi konstrukce bodu, piimky, ro-
viny a konstrukce mnohosténu (krychle, ¢ty¥stén), piipadné rotacnich téles. Zadéni
a feSeni jedné snadné tlohy jsme zaradili jako posledni ukazku.

Zadani: Sestrojte krychli ABCDEFGH, je-li dan jeji stted S a pfimka p, na niz
lezi sténova uhlopricka AC.
Rozbor: Ze stiedové soumeérnosti krychle podle sttedu S plyne, ze zndme a umime
sestrojit polohu piimky p’, na niz lezi sténové tihlopticka FG.

Vzdélenost stfedu S od dané piimky p je polovina délky hrany krychle. Kolmice o
k pifmce p v roviné (S, p) vedend bodem S protind piimky p,p’ ve sttedech S1, S2
stéen ABCD, EFGH. Tyto stény jsou na ni kolmé.

Sténové thlopficky jsou navzdjem kolmé.
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Postup konstrukce:
Zapis konstrukee vytvaii GeoGebra pii provddéni konstrukce sama (obrézek [7).
Muzeme v ném navic sloucit nékteré kroky tak, aby se pfi krokovani provedly
v jednom slou¢eném kroku.

Zapis konstrukce popiseme slovy, abychom mohli jednotlivé kroky komentovat.
GeoGebra umoziuje kombinovat prostorové a rovinné konstrukéni kroky, jak si dale
ukdzeme. Celd konstrukee je ilustrovdna obrizkem [

Konstrukce:
Prostorovad édst:
(1) Sestrojime zadané prvky tilohy — zvolime bod S a piimku p.
(2) Bodem S vedeme kolmici o k pfimce p (ndstroj KOLMICE) — takovy néstroj
GeoGebra opravdu mé, vysledkem je kolmé riuznobézka k dané ptimce.
(3) Sestrojime prusecik S1 ptimek o, p a jeho obraz S2 ve stiedové soumeérnosti
se stfedem S.
(4) Sestrojime rovinu b kolmou k o bodem S1 — rovinu stény ABCD.
(5) Délka tsecky r s krajnimi body S, S1, je rovna poloviné délky hrany
krychle; sestrojime ji.

Nésleduji konstrukce v roviné b. Modelujeme ale ve 3D okné, kde mame nastroje
pro konstrukee v prostoru (nékteré z nich, pravda, rovinné jsou). Pokud rovinné
kroky nahradime prostorovymi konstrukcemi, které déavaji v roviné b tyz vysledek,
bude konstrukce méné pirehlednd. Napiiklad konstrukei kolmice v bodé dané primky
v roviné budeme nahrazovat konstrukci kolmé roviny a néasledné konstrukei jeji
prusecnice s danou rovinou...GeoGebra ale pfechod do rovinného konstruovani
umozinuje. V kontextovém menu rovinného objektu najdeme nabidku VYTVORIT
2D NAHLED % ..., ktery otevie novy, rovinny pohled, okno s pracovni rovinou
v roviné tohoto objektu, véetné panelu nastroju pro rovinné konstrukce. Muzeme
tedy pokracovat v konstrukci v tomto nahledu:

Rovinnd c¢dst konstrukce v roviné b:

(6) Bodem S1 vedeme kolmici ¢ k pfimce p.

(7) Sestrojime kruznici k se stiedem S1 a polomérem /2 (odpovidajici pifkaz
je KRUZNICE[Sy, r sqrt(2), b]).

(8) Sestrojime body A, B, C, D jako pruseciky piimek p, ¢ s kruznici k.

Dokoncent konstrukce ve 3D ndhledu:

(9) Vrcholy E, F, G, H muZzeme sestrojit mnoha zptisoby, napiiklad posunutim
bodu A, B, C, D o vektor S152.
V naSem postupu jsme sestrojili pimo krychli se sténou v ABC'D piikazem
KRYCHLE.

ZAVER

Reseni tloh v prostoru vyzaduje a zaroven rozviji schopnost zaki orientovat se ve
virtualni scéné a propojuje tvorbu a uziti prostorovych predstav s jejich potvrzenim
v interaktivnim modelu, v némz je snadné zménit smér pohledu i typ promitani, ¢i
ototit objekty a scénou. Piiprava appletu ve 3D prostiedi je ale také naro¢néjsi na
préaci ucitele.

Abychom ucitelim tuto préaci usnadnili, zafadili jsme 3D prostiedi a pfipravili
prostorové tlohy do systému GeoTest [2], 0 némz se zmiftujeme mimo jiné v [5].
Pokud ucitel systém vyuzije, ilohy nesestavuje ani nepfipravuje jejich zadani, pouze
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v prostiedi systému pro své zaky ulohy vybira a sleduje, zda a jak Gspésné je zaci
resi.

Reseni tiloh v prostoru je naroéné kvili neobvyklosti problémii a nérocnosti pro-
storovych tivah, nemusi vsak byt ndrocné na piipravu a grafické provedeni. Cas difve
potfebny na rysovani tak muzeme vénovat rozvijeni predstavivosti a podnécovani
prostorovych tuvah.
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