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RŮZNÉ TYPY PROSTOROVÝCH ÚLOH ŘEŠENÝCH

V PROSTŘEDÍ PROGRAMU GEOGEBRA

ŠÁRKA GERGELITSOVÁ

Abstrakt. Článek se zabývá tvorbou applet̊u pro výuku stereometrie, které
pomáhaj́ı při zkoumáńı a objevováńı prostorových vztah̊u. Zaměř́ıme se na
prosťred́ı, nástroje, funkce a př́ıkazy programu GeoGebra, které k tomu můžeme
či poťrebujeme využ́ıt. GeoGebra poskytuje intuitivńı prosťred́ı pro zobra-
zeńı geometrických objekt̊u a manipulaci s nimi v prostoru. Na konkrétńıch
př́ıkladech ukážeme možnosti ilustrace

”
klasických“ úloh a řešeńı konstrukčńıch

úloh ve 3D prosťred́ı, které zd̊urazńı myšlenku a algoritmus řešeńı daného
problému.

Úvod

Pro demonstraci využit́ı didaktického 3D software k řešeńı vybraných úloh v pro-
storu jsme – zejména pro jeho snadnou dostupnost a intuitivńı ovládáńı – zvolili
program GeoGebra [1].

V textu ukážeme a okomentujeme vybrané postupy a připrav́ıme applety ilu-
struj́ıćı vlastnosti mnohostěn̊u a vyřeš́ıme několik konstrukčńıch úloh.

1. Základńı vlastnosti těles

1.1. Čtyřstěn – těžǐstě a ortocentrum. V prvńım modelu ilustrujeme kon-
strukci a polohu těžǐstě čtyřstěnu a ukážeme, že výšky čtyřstěnu mohou být mi-
moběžné.

Konstrukce čtyřstěnu

V demonstračńımmodelu nejprve sestroj́ıme trojúhelńık podstavy v základńı rovině
xy (kterou později skryjeme) a bod D, který bude vrcholem mimo základńı rovinu.
Postup ilustruje obrázek 1.
Použité nástroje a volby:

Nový bod, Mnohoúhelńık, Jehlan, Vlastnosti, nastaveńı pohledu ve 3D
Grafickém náhledu – skryt́ı základńı roviny

Těžǐstě

Těžǐstě jehlanu je pr̊useč́ıkem těžnic tělesa, tj. spojnic vrcholu s těžǐstěm protěǰśı
stěny. Přitom těžǐstě stěny můžeme sestrojit klasickou rovinnou konstrukćı jako
pr̊useč́ık úseček (těžnic) nebo využ́ıt př́ıkazTeziste[mnohouhelnik] (postup uka-
zuje obrázek 2).

Odhad polohy těžǐstě tělesa na těžnici podpoř́ıme bud’ porovnáńım délek dvou
úseček, na něž těžnici rozděluje těžǐstě T, nebo nástrojem pro měřeńı délek.

Key words and phrases. Stereometrie, polohové a metrické úlohy, konstrukčńı úlohy, 3D,
GeoGebra.
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Obrázek 1. Konstrukce čtyřstěnu a nastaveńı vlastnost́ı jeho zobrazeńı

Použité nástroje:

Úsečka, Pr̊useč́ık, Vzdálenost.

Obrázek 2. Těžǐstě čtyřstěnu

Ortocentrum

Podobným zp̊usobem sestroj́ıme výšky sestrojeného čtyřstěnu. Vrcholem vedeme
kolmici k protěǰśı stěně. Abychom dokázali vybrat trojúhelńık stěny ve 3D po-
hledu, nesmı́ být zakrytý ani zcela pr̊uhledný. Můžeme ale zobrazit okno Algebra
a vyb́ırat objekty v něm. Poté, kdy zjist́ıme, že výšky jsou mimoběžné (což je velmi
pravděpodobné, pokud čtyřstěn nesestroj́ıme jako pravidelný, ale s volně zvolenými
vrcholy), diskutujeme se studenty o podmı́nkách, které muśı platit pro hrany or-
tocentrického čtyřstěnu (všechny dvojice protilehlých hran jsou dvojicemi kolmic).
Upozorńıme také na čtyřstěny s právě jednou dvojićı kolmých protilehlých hran (se
dvěma pr̊useč́ıky výšek), viz [4]. Tři typy čtyřstěn̊u ilustruje obrázek 3.
Použité nástroje:

Kolmá rovina, Kolmice, Pr̊useč́ık, Pr̊unik dvou ploch (pr̊usečnice rovin),
Připojit/Oddělit bod.
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Můžeme rovnou vyřešit několik souvisej́ıćıch konstrukčńıch úloh, kdy čtyřstěn
požadovaných vlastnost́ı sestroj́ıme.

Obrázek 3. Výšky čtyřstěnu. Nahoře čtyřstěn s mimoběžnými
výškami, dole čtyřstěn s jednou dvojićı kolmých protilehlých hran
(dvěma pr̊useč́ıky výšek) a ortocentrický čtyřstěn

1.2. Objemy těles. V daľśı ukázce ilustrujeme Cavalieriho princip a vztah mezi
objemem jehlanu a hranolu téže podstavy a výšky. Pro zkráceńı ukázky jsme obě
vlastnosti sloučili do jednoho modelu.

Sestroj́ıme mnohoúhelńık jedné podstavy a podstavu druhého źıskáme jeho po-
sunut́ım. Vrchol a horńı podstavu těles pak sestroj́ıme volně, ve společné rovině
rovnoběžné s rovinou podstav. Sestroj́ıme ji tak, abychom mohli snadno (a kv̊uli
kontrole výsledné hodnoty objemu ř́ızeně, nejsnáze pomoćı posuvńıku) měnit výšku
– vzdálenost těchto rovin.

Budeme-li cht́ıt využ́ıt zobrazeńı hodnot objemu a obsahu v symbolickém tvaru
(nikoliv jako zaokrouhlené hodnoty vyjádřené desetinným č́ıslem), usnadńıme si
tvorbu podstavy t́ım, že sestroj́ıme vrcholy podstavy v základńı rovině, kde je
můžeme přichytávat k vrchol̊um zvolené mř́ıžky. Pro samotné zobrazeńı výsledku
v symbolickém tvaru pak využijeme textové př́ıkazy GeoGebry. V naš́ı ukázce to je
př́ıkaz ZlomekText, zat́ımco v ukázce pro objemy rotačńıch těles, kterou ilustru-
jeme v [5], byla využita funkce IracionalniText.

Sestrojeńı tohoto modelu vyžaduje větš́ı počet krok̊u, uvedeme proto celý kon-
strukčńı postup. Ten je ilustrován obrázkem 4.

Postup konstrukce modelu

(1) Uprav́ıme rozvržeńı okna GeoGebry: zobraźıme okno Nákresna a (opa-
trným) tažeńım za jeho horńı okraj ho umı́st́ıme pod okno Algebra. Na
panelu pro nastaveńı vlastnost́ı 3D Grafického náhledu zvoĺıme zobra-
zeńı mř́ıžky a přichytáváńı bod̊u Zafixovat souřadnicovou śıt’ (ikonka

”
magnetu“). Základńı rovinu můžeme naopak skrýt.

(2) Do 2D Nákresny vlož́ıme posuvńık v pro volbu výšky těles.
(3) V základńı rovině (ve 3D náhledu) sestroj́ıme mnohoúhelńık (čtyřúhelńık

ABCD). V našem př́ıpadě má název mnohoúhelńık1.
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Obrázek 4. Objemy mnohostěn̊u

(4) V základńı rovině sestroj́ıme vektor u.
(5) V posunut́ı o vektor u sestroj́ıme obraz čtyřúhelńıku ABCD, v našem

př́ıpadě má název mnohoúhelńık1’.
(6) Můžeme sestrojit také obrazy vrchol̊u podstavy v tomto posunut́ı. Chceme-

li, aby byly popsány stejně, voĺıme pro jejich popis nikoliv název, ale popi-
sek, do nějž požadované označeńı naṕı̌seme (okno Vlastnosti objektu).

(7) Vedeme rovinu m rovnoběžnou s rovinou podstav, v ńıž bude ležet vrchol
jehlanu a horńı podstava hranolu. Požadovanou vzdálenost v obou rovin
můžeme zajistit r̊uzně: bud’ rovinu povedeme bodem na kolmici k rovině xy
nebo zaṕı̌seme do vstupńıho pole jej́ı rovnici (m : z = v) – to by bylo nej-
elegantněǰśı řešeńı. . . My jsme rovinu sestrojili nástrojem Kolmá rovina
a vedli jsme ji bodem P , který jsme sestrojili ve výšce v tak, aby nepřekážel
v náhledu. Př́ıkaz: P = (5, 5, v).

(8) V rovině m zvoĺıme body V a A′ a př́ıkazy Jehlan a Hranol sestroj́ıme
dva mnohostěny – hranol o a jehlan p.

(9) Do modelu doplńıme popisky. Nástrojem Text vlož́ıme popisek do požado-
vaného mı́sta 3D Grafického náhledu a do jeho editačńıho pole zaṕı̌seme
vhodné texty. Do poĺı v textu, kam vkládáme objekty, jejichž hodnoty
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(př́ıpadně názvy) má GeoGebra vyhodnotit a zobrazit, můžeme zapsat li-
bovolný (správný) př́ıkaz. V našem př́ıpadě to jsou př́ıkazy ZlomekText,
tj. ZlomekText[p], ZlomekText[o], ZlomekText[mnohoúhelńık1].
Obkloṕıme je požadovaným prostým textem: jˆ3 znamená požadavek na
vypsáńı j a horńıho indexu, tedy j3, \\ zalomı́ řádek (vše při zaškrtnuté
volbě LATEX vzorec).

2. Polohové vztahy – řezy těles rovinou

2.1. Řezy mnohostěn̊u rovinou. Prostorový náhled v GeoGebře je ideálńım
nástrojem pro demonstraci konstrukce a vlastnost́ı rovinných řez̊u mnohostěn̊u.
Ilustračńı obrázky jsme uvedli v [5]. Pro konstrukci potřebujeme pouze základńı
nástroje, z nichž nejd̊uležitěǰśı je již zmı́něný nástroj Pr̊unik dvou ploch. Ukažme
si trochu jiný model, v němž rovinu řezu zadáme třemi body K, L, M a polohu
daných bod̊u budeme interaktivně měnit – viz obrázek 5.

Obrázek 5. Řez krychle rovinou KLM

Krychli sestroj́ıme př́ıslušným nástrojem Krychle a zadáme trojici bod̊u K, L,
M na jej́ıch hranách. Těmito body prolož́ıme rovinu (u nás je to rovina b).

Poznámka: Užitečnou pomůckou při změně pohledu a měř́ıtka zobrazeńı je volba
Zobrazit všechny objekty z kontextového menu 3D Grafického náhledu
(3D Nákresny).

Po vybráńı nástroje pr̊uniku často stač́ı přibĺıžit myš k pr̊unikové čáře a obrys
pr̊uniku se vyznač́ı. V takovém př́ıpadě stač́ı kliknout myš́ı. Pokud pr̊unik nevid́ıme,
můžeme oba objekty – krychli a rovinu – vybrat v okně Algebra.

Chceme-li vidět skutečnou velikost řezu, stač́ı z jeho kontextového menu (tj.
z menu, které se otevře po kliknut́ı pravým tlač́ıtkem myši) mnohoúhelńıku na-
zvanéhomnohoúhelńık1 vybratVytvořit 2D náhled z mnohoúhelńık1. Otevře
se okno s pomocnou 2D nákresnou v rovině řezu a zobrazeným řezem. Vše se po-
chopitelně aktualizuje se změnou polohy bod̊u K, L, M .

Chceme-li změnit hranu pro umı́stěńı některého z bod̊u K, L, M , použijeme pro
něj dvakrát po sobě nástroj Připojit / Oddělit bod, č́ımž bod přemı́st́ıme tam,
kam potřebujeme.
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2.2. Řezy koule, válce a kužele rovinou. Rovinné řezy rotačńıch ploch se-
stroj́ıme pomoćı analogického postupu a týchž nástroj̊u. Pr̊unik dvou ploch však
nefunguje (zat́ım?) pro jiné plochy než mnohostěny a roviny a plochy rotačńı, se-
strojené dostupnými nástroji, nikoliv pro parametrické plochy.

3. Konstrukčńı úlohy

Obrázek 6. Dvě konstrukce duálńıho čtyřstěnu

3.1. Pravidelné mnohostěny – konstrukce duálńıch pravidelných mno-

hostěn̊u. Pro ilustraci sestroj́ıme duálńı čtyřstěn k danému čtyřstěnu. Konstrukce



14 ŠÁRKA GERGELITSOVÁ

duálńıch dvojic osmistěn–krychle a dvanáctistěn–dvacetistěn jsou v principu stejné,
jsou však deľśı (maj́ı v́ıce krok̊u), a proto pracněǰśı.

Sestrojeńı
”
vepsaného“ duálńıho čtyřstěnu studenti provedou snadno, zejména

pokud znaj́ı př́ıkaz Teziste (viz výše) pro konstrukci těžǐstě mnohoúhelńıku (troj-
úhelńıku). Duálńı čtyřstěn má vrcholy v těžǐst́ıch (středech) stěn – rovnostranných
trojúhelńık̊u – čtyřstěnu daného. Stač́ı proto pouze vyzkoušet, v jakém pořad́ı volit
vrcholy prvé stěny vytvářeného mnohostěnu, aby se sestrojil v požadované poloze
(dodržet směr proti pohybu hodinových ručiček při pohledu na rovinu podstavy
směrem od požadovaného vrcholu).

Konstrukce
”
opsaného“ duálńıho čtyřstěnu vypadá obt́ıžněji. Stač́ı si však uvědo-

mit, že stěny duálńıch čtyřstěn̊u jsou rovnoběžné, přičemž každá procháźı t́ım vr-
cholem, který nelež́ı v oné rovnoběžné stěně. Hrany duálńıho čtyřstěnu jsou proto
pr̊usečnice dvojic takových rovin, vrcholy jsou pr̊useč́ıky pr̊usečnic. Začátek kon-
strukce je na obrázku 6 nahoře.

Druhá konstrukce vycháźı z toho, že duálńı čtyřstěny jsou stejnolehlé. Ke kon-
strukci však stač́ı uvědomit si, že př́ımka vedená odpov́ıdaj́ıćımi si vrcholy navzájem
duálńıch čtyřstěn̊u procháźı společným středem (těžǐstěm) obou čtyřstěn̊u.

Druhý postup je na druhých dvou řádćıch obrázku 6. Při konstrukci jsme nav́ıc
využili

”
analytický“ výpočet těžǐstě čtyřstěnu (v tomto př́ıpadě tedy středu), jehož

zápis má tvar S = (A + B + C + D)/4. Ke konstrukci daľśıch pravidelných mno-
hostěn̊u slouž́ı př́ıkazy Osmisten, Dvanactisten a Dvacetisten. Nejsou pro ně
ikony v panelu nástroj̊u.
Použité nástroje a př́ıkazy:

Rovnoběžná rovina, Pr̊unik dvou ploch (pr̊usečnice rovin),Pr̊useč́ık, Př́ım-
ka, analytický výpočet těžǐstě, Ctyrsten.

3.2. Konstrukce těles z daných prvk̊u. Vhodnými úlohami mohou být kon-
strukce čtyřstěnu, krychle (jednu krychli sestroj́ıme v ukázce) a rotačńıch těles.

Obrázek 7. Zkrácený zápis konstrukce v GeoGebře
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Konstrukce ortocentrického čtyřstěnu

O konstrukci ortocentrického čtyřstěnu jsme se zmı́nili již v prvé části tohoto textu.
Při konstrukćıch zadáńı může být potřeba sestrojit navzájem kolmé př́ımky, k čemuž
poslouž́ı kolmá rovina k dané př́ımce.

Obrázek 8. Konstrukce krychle z daných prvk̊u

Konstrukce krychle

Pro řešeńı konstrukčńıch úloh bývaj́ı nejjednodušš́ı konstrukce bodu, př́ımky, ro-
viny a konstrukce mnohostěn̊u (krychle, čtyřstěn), př́ıpadně rotačńıch těles. Zadáńı
a řešeńı jedné snadné úlohy jsme zařadili jako posledńı ukázku.

Zadáńı: Sestrojte krychli ABCDEFGH , je-li dán jej́ı střed S a př́ımka p, na ńıž
lež́ı stěnová úhlopř́ıčka AC.
Rozbor: Ze středové souměrnosti krychle podle středu S plyne, že známe a umı́me
sestrojit polohu př́ımky p′, na niž lež́ı stěnová úhlopř́ıčka EG.

Vzdálenost středu S od dané př́ımky p je polovina délky hrany krychle. Kolmice o
k př́ımce p v rovině (S, p) vedená bodem S prot́ıná př́ımky p, p′ ve středech S1, S2
stěn ABCD, EFGH . Tyto stěny jsou na ni kolmé.

Stěnové úhlopř́ıčky jsou navzájem kolmé.
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Postup konstrukce:

Zápis konstrukce vytvář́ı GeoGebra při prováděńı konstrukce sama (obrázek 7).
Můžeme v něm nav́ıc sloučit některé kroky tak, aby se při krokováńı provedly
v jednom sloučeném kroku.

Zápis konstrukce poṕı̌seme slovy, abychom mohli jednotlivé kroky komentovat.
GeoGebra umožňuje kombinovat prostorové a rovinné konstrukčńı kroky, jak si dále
ukážeme. Celá konstrukce je ilustrována obrázkem 8.

Konstrukce:

Prostorová část:

(1) Sestroj́ıme zadané prvky úlohy – zvoĺıme bod S a př́ımku p.
(2) Bodem S vedeme kolmici o k př́ımce p (nástroj Kolmice) – takový nástroj

GeoGebra opravdu má, výsledkem je kolmá r̊uznoběžka k dané př́ımce.
(3) Sestroj́ıme pr̊useč́ık S1 př́ımek o, p a jeho obraz S2 ve středové souměrnosti

se středem S.
(4) Sestroj́ıme rovinu b kolmou k o bodem S1 – rovinu stěny ABCD.
(5) Délka úsečky r s krajńımi body S, S1, je rovna polovině délky hrany

krychle; sestroj́ıme ji.

Následuj́ı konstrukce v rovině b. Modelujeme ale ve 3D okně, kde máme nástroje
pro konstrukce v prostoru (některé z nich, pravda, rovinné jsou). Pokud rovinné
kroky nahrad́ıme prostorovými konstrukcemi, které dávaj́ı v rovině b týž výsledek,
bude konstrukce méně přehledná. Např́ıklad konstrukci kolmice v bodě dané př́ımky
v rovině budeme nahrazovat konstrukćı kolmé roviny a následně konstrukćı jej́ı
pr̊usečnice s danou rovinou. . . GeoGebra ale přechod do rovinného konstruováńı
umožňuje. V kontextovém menu rovinného objektu najdeme nab́ıdku Vytvořit
2D náhled z . . . , který otevře nový, rovinný pohled, okno s pracovńı rovinou
v rovině tohoto objektu, včetně panelu nástroj̊u pro rovinné konstrukce. Můžeme
tedy pokračovat v konstrukci v tomto náhledu:
Rovinná část konstrukce v rovině b:

(6) Bodem S1 vedeme kolmici q k př́ımce p.

(7) Sestroj́ıme kružnici k se středem S1 a poloměrem r
√
2 (odpov́ıdaj́ıćı př́ıkaz

je Kruznice[S1, r sqrt(2), b]).
(8) Sestroj́ıme body A, B, C, D jako pr̊useč́ıky př́ımek p, q s kružnićı k.

Dokončeńı konstrukce ve 3D náhledu:

(9) Vrcholy E, F , G, H můžeme sestrojit mnoha zp̊usoby, např́ıklad posunut́ım
bod̊u A, B, C, D o vektor S1S2.
V našem postupu jsme sestrojili př́ımo krychli se stěnou v ABCD př́ıkazem
Krychle.

Závěr

Řešeńı úloh v prostoru vyžaduje a zároveň rozv́ıj́ı schopnost žák̊u orientovat se ve
virtuálńı scéně a propojuje tvorbu a užit́ı prostorových představ s jejich potvrzeńım
v interaktivńım modelu, v němž je snadné změnit směr pohledu i typ promı́táńı, či
otočit objekty a scénou. Př́ıprava applet̊u ve 3D prostřed́ı je ale také náročněǰśı na
práci učitele.

Abychom učitel̊um tuto práci usnadnili, zařadili jsme 3D prostřed́ı a připravili
prostorové úlohy do systému GeoTest [2], o němž se zmiňujeme mimo jiné v [5].
Pokud učitel systém využije, úlohy nesestavuje ani nepřipravuje jejich zadáńı, pouze
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v prostřed́ı systému pro své žáky úlohy vyb́ırá a sleduje, zda a jak úspěšně je žáci
řeš́ı.

Řešeńı úloh v prostoru je náročné kv̊uli neobvyklosti problémů a náročnosti pro-
storových úvah, nemuśı však být náročné na př́ıpravu a grafické provedeńı. Čas dř́ıve
potřebný na rýsováńı tak můžeme věnovat rozv́ıjeńı představivosti a podněcováńı
prostorových úvah.
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