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KŘIVKY V PROGRAMU GEOGEBRA

ROMAN HAŠEK

Abstrakt. Článek se věnuje vyšeťrováńı rovinných křivek zadaných jako mno-

žiny bod̊u daných vlastnost́ı v prosťred́ı programu GeoGebra. Geometrické
konstrukce použité k źıskáńı křivek a jejich rovnic odkazuj́ı k rovinným me-
chanismům, s jejichž pomoćı lze tyto křivky kreslit. Je ukázáno, že téma me-
chanického kresleńı křivek, at’ už s využit́ım konkrétńıch mechanismů nebo
jejich model̊u v dynamickém geometrickém programu, může být uplatněno ve
výuce matematiky r̊uzných úrovńı.

Úvod

Cı́lem článku je prostřednictv́ım konkrétńıch př́ıklad̊u představit program Geo-
Gebra [14] jako vhodný nástroj pro vyšetřováńı křivek a modelováńı jejich vzniku,
který je pro tento účel efektivně použitelný na r̊uzných úrovńıch matematického
vzděláváńı.

Křivky zde představené budou zadány jako množiny bod̊u daných vlastnosti,
které lze kreslit pomoćı rovinných mechanismů. Mechanismem rozumı́me soustavu
pohyblivě spojených pevných člen̊u (úseček), jejichž vzájemný pohyb je těmito spo-
jeńımi spřažen tak, že vynucený pohyb jednoho členu vyvolá jednoznačné pohyby
člen̊u ostatńıch; bod některého z těchto člen̊u potom vykresluje křivku. Každá ta-
kováto křivka je křivkou algebraickou, tj. lze ji zapsat rovnićı f(x, y) = 0, kde
f(x, y) =

∑m

i=0

∑n

j=0
aijx

iyj; m,n ∈ N je mnohočlen proměnných x, y s reálnými
koeficienty aij . Doplňme, že křivky, které nejsou algebraické, např. řetězovka nebo
cykloida, nazýváme křivkami transcendentńımi.

Zaměř́ıme se na zobrazeńı uvedených křivek v GeoGebře a na možnosti využit́ı
algebraického systému tohoto programu jak pro automatické odvozeńı jejich rov-
nic na základě dynamické geometrické konstrukce provedené v Nákresně, tak i pro
ručńı odvozeńı postupnými kroky. Křivku zobraźıme prostřednictv́ım funkce Mno-
zinaBodu, k výpočtu jej́ı rovnice jako množiny bod̊u dané vlastnosti pak použijeme
funkci RovniceMnozinyBodu, za kterou se skrývaj́ı postupy automatického odvo-
zováńı a dokazováńı geometrických vlastnost́ı. Funkce poč́ıtačové algebry programu
GeoGebra jsou založeny na jádru volně šǐritelného systému poč́ıtačové algebry Giac
[12], které je součást́ı instalace stávaj́ıćı verze GeoGebry 5.0. Pro exterńı výpočty
je v př́ıpadě připojeńı k internetu využ́ıván robustněǰśı systém Singular [7].

1. Rovnice křivky

Výše uvedené využit́ı GeoGebry si budeme ilustrovat na př́ıkladu algebraické
křivky 3. stupně zvané Dioklova kisoida. Diokles, řecký matematik a geometr žij́ıćı
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KŘIVKY V PROGRAMU GEOGEBRA 29

v letech 240 př. n. l.–180 př. n. l., použil tuto křivku k řešeńı problému zdvojeńı
krychle [8], [19].

Dioklova kisoida je určena kružnićı, jej́ı tečnou a bodem souměrným podle jej́ıho
středu s bodem dotyku tečny takto: Je dána kružnice q s pr̊uměrem AB a jej́ı tečna
p sestrojená v bodě B. Z bodu A vedeme polopř́ımku prot́ınaj́ıćı kružnici q v bodě
Q a tečnu p v bodě P. Potom bod X polopř́ımky, pro který plat́ı |AX | = |PQ|, je
bodem kisoidy, viz Obr. 1, [24]. Kisoidy obecně jsou křivky určené dvěma křivkami a

Obrázek 1. Dioklova kisoida

bodem [5]. Dioklova kisoida je tak kisoidou kružnice q a př́ımky p vzhledem k bodu
A. Nyńı ji dle uvedené definice sestroj́ıme v Nákresně GeoGebry, viz Obr. 2.

Obrázek 2. Konstrukce Dioklovy kisoidy dle definice – vlevo
použit́ı stopy bodu X , vpravo použit́ı nástroje Množina bod̊u

Nejprve sestroj́ıme kružnici q se středem O = (1
2
, 0) procházej́ıćı bodem B =

[1, 0], jej́ım druhým pr̊useč́ıkem s osou x je bod A = (0, 0), a př́ımku p jako
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kolmici k ose x procházej́ıćı bodem B. Potom na př́ımku p umı́st́ıme pohyblivý
bod P , sestroj́ıme polopř́ımku AP a urč́ıme jej́ı pr̊useč́ık Q s kružnićı q. Bod X ,
který nálež́ı př́ıslušné kisoidě, sestroj́ıme jako pr̊useč́ık polopř́ımky AP s kružnićı l
o poloměru |PQ| se středem A (použijeme nástroj Kružnice daná středem a po-
loměrem, kde jako poloměr zadáme Usecka[P,Q]). Pro prvotńı ohledáńı tvaru
hledané křivky použijeme nástroj Stopa zapnuta, který aktivujeme pro bod X ,
výsledek vid́ıme na Obr. 2, vlevo. Numericky vypoč́ıtanou podobu křivky źıskáme
aplikaćı nástroje Množina bod̊u, jehož vstupńımi údaji jsou dva body, nejprve bod
vytvářej́ıćı množinu (tj. bod X), potom bod, jehož pohybem množinu vytvář́ıme
(tj. bod P ), viz Obr. 2, vpravo. Stejného výsledku dosáhneme zadáńım př́ıkazu
MnozinaBodu[X,P] do vstupńıho řádku nebo v prostřed́ı CAS.

Vedle zmı́něných nástroj̊u pro empirické zkoumáńı množiny bod̊u dané vlast-
nosti je v programu GeoGebra uživateli dostupná funkce RovniceMnozinyBodu pro
automatické odvozeńı rovnice množiny bod̊u dané vlastnosti z př́ıslušné konstrukce
v Nákresně. Tuto funkci aplikujeme na provedenou konstrukci prostřednictv́ım
prostřed́ıCAS (použit́ıCAS neńı nutné, funkci lze zadat i prostřednictv́ım vstupńıho
řádku), výsledek vid́ıme na Obr. 3. Pro úplnost zadáme nejprve funkciMnozinaBodu
př́ıkazem MnozinaBodu[X,P]. Již v́ıme, že jej́ım výsledkem je numericky spoč́ıtaná
křivka vyšetřované množiny, na obrázku zobrazená modrou čarou v Nákresně.

Obrázek 3. Konstrukce Dioklovy kisoidy dle definice – automa-
tický výpočet rovnice užit́ım funkce RovniceMnozinyBodu

Stejným zp̊usobem zadáme i př́ıkaz RovniceMnozinyBodu[X,P]. Jak je patrné
z prázdného výstupńıho pole na řádku č. 2 okna CAS na Obr. 3, nedostaneme na
něj žádnou odpověd’.

Znamená to snad, že v programu GeoGebra nelze automaticky určit rovnici kiso-
idy? Nikoliv, tuto rovnici určit lze, muśıme však použ́ıt vhodnou konstrukci. Algo-
ritmus symbolického odvozeńı rovnice množiny bod̊u dané vlastnosti, který je skryt
za funkćı RovniceMnozinyBodu, je založený na řešeńı soustavy algebraických rovnic
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eliminaćı proměnných použit́ım metody Gröbnerových báźı. Rovnice jsou přitom
odvozeny z konstrukce úlohy v Nákresně. Z této nutnosti algebraické reprezentace
geometrické konstrukce potom prameńı ony nečekané situace, v nichž jako výsledek
funkce RovniceMnozinyBodu bud’ nedostaneme žádnou rovnici, nebo dostaneme
rovnici, která popisuje množinu složitěǰśı, než je ta, kterou zkoumáme. Stač́ı třeba,
abychom konstrukci provedli s použit́ım nástroj̊uNákresny tak, že ji nelze převést na
soustavu algebraických rovnic (např́ıklad je v ńı skryt nějaký numerický výpočet).
Tomu lze předej́ıt tak, že provád́ıme pouze konstrukce Eukleidovské, tj. konstrukce
podle prvńıch tř́ı Eukleidových postulát̊u (viz [10]): (1) Vytvořit úsečku, která spo-
juje dva dané r̊uzné body. (2)Danou úsečku na jedné i druhé straně prodloužit tak
daleko, jak potřebujeme. (3) Vytvořit kruh o daném středu, na jehož obvodě lež́ı
daný bod. Tyto konstrukce, které jsou známé též jako konstrukce pomoćı prav́ıtka
(bez měř́ıtka) a kruž́ıtka, lze vždy zapsat algebraickými rovnicemi, [6]. Ani Euklei-
dovská konstrukce nám ale automaticky nezaruč́ı správný výsledek. Určeńı rovnice
dané množiny bod̊u komplikuj́ı také takové vztahy mezi prvky konstrukce, které
nelze rovnicemi reprezentovat jednoznačně. Např́ıklad nelze rozlǐsit mezi dvěma
pr̊useč́ıky př́ımky s kružnićı.

Hledáme tedy konstrukci kisoidy, která co nejv́ıce splňuje uvedené požadavky.
Pro inspiraci se zaměř́ıme na zař́ızeńı pro mechanické kresleńı Dioklovy kisoidy.
Použijeme např́ıklad to, které uvád́ı Sturm v [22] (Fig.111.n.2), viz Obr. 4. V Nákres-

Obrázek 4. Mechanismus pro kresleńı Dioklovy kisoidy, převzato
z [22]. Pozn.: Prvky v levém horńım rohu nálež́ı jinému zař́ızeńı.
Obrázek je výřezem ze stránky s v́ıce ilustracemi.

něGeoGebry sestroj́ıme dynamický model tohoto mechanismu, pro zachováńı návaz-
nosti na předchoźı konstrukce oproti originálu zrcadlové převrácený, tak, aby byl
hrot př́ıslušné kisoidy v počátku soustavy souřadnic, viz Obr. 5. Nejprve sestroj́ıme
body C = (1, 0), D = (0, 0) a kružnici k se středem L = (1

2
, 0) a pr̊uměrem CD.

Potom v bodě L sestroj́ıme kolmici l na osu x a pohyblivě na ni umı́st́ıme bod
O. Bodem O vedeme př́ımky e, f , prvńı jdoućı bodem C, druhou jdoućı bodem
D. V následuj́ıćım kroku urč́ıme pr̊useč́ık E př́ımky e a kružnice k. Nakonec bo-
dem E vedeme kolmici k ose x. Jej́ı pr̊useč́ık s př́ımkou f , bod H je bodem Di-
oklovy kisoidy kružnice k a př́ımky x = 1 vzhledem k bodu D. Tı́m je model
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Obrázek 5. Konstrukce Dioklovy kisoidy dle Sturma – automa-
tický výpočet rovnice užit́ım funkce RovniceMnozinyBodu

mechanismu z Obr. 4 hotov. Pohybujeme-li bodem O, bod H opisuje Dioklovu ki-
soidu. Oprávněnost tohoto tvrzeńı, tj. to, že bod H splňuje výše uvedenou definici
této křivky, je zřejmá. Doplńıme-li si do konstrukce v Nákresně na Obr. 5 pr̊useč́ık
př́ımky e s osou y, ř́ıkejme mu třeba R, stač́ı dokázat, že |DH | = |RE| pro všechny
polohy bodu O na př́ımce l. Detailńı provedeńı d̊ukazu přenechávám čtenáři. Nás
v tuto chv́ıli zaj́ımá, jaká bude reakce programu GeoGebra na zadáńı př́ıkazu
RovniceMnozinyBodu[H,O]. Výsledkem je algebraická rovnice čtvrtého stupně

(1.1) x4 − x3 + x2y2 − 2xy2 + y2 = 0,

kterou vid́ıme v druhém řádku okna CAS na Obr. 5. Z jej́ıho grafického znázorněńı,
které je v Nákresně provedeno červenými čarami, stejně jako z rozkladu mnohočlenu
na jej́ı levé straně, viz třet́ı řádek CAS, po němž se dá (1.1) přepsat do tvaru

(1.2) (x− 1)(x3 + xy2 − y2) = 0,

je zřejmé, že kromě vlastńı kisoidy o rovnici

(1.3) x3 + xy2 − y2 = 0

algebraický systém programu GeoGebra mylně vyhodnotil jako řešeńı naš́ı úlohy
také body př́ımky x − 1 = 0. Př́ıčinou je pravděpodobně nemožnost algebraicky
rozlǐsit mezi dvěma pr̊useč́ıky př́ımky e s kružnićı k. Po přepsáńı do rovnic se ztráćı
jejich odlǐsnost a algoritmus s nimi nakládá stejně. To, co v obrázku provád́ıme
pouze s bodem E, pak

”
provede“ i s bodem C.

Pokud si uvědomı́me popsané limity poč́ıtačového odvozeńı rovnice hledané mno-
žiny a výslednou rovnici konfrontujeme s geometrickou podstatou problému, aby-
chom odebrali nežádoućı řešeńı (tj. nežádoućı činitele výsledného polynomu), je
pro nás funkce RovniceMnozinyBodu bezesporu efektivńım nástrojem pro řešeńı
těchto úloh. Rovnici Dioklovy kisoidy (1.3) jsme nakonec źıskali. Přesto se pokuśıme
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naj́ıt takovou konstrukci, která by vedla k opravdu jednoznačnému řešeńı daného
problému.

Opět se necháme inspirovat mechanickým kresleńım kisoidy. Tentokrát použijeme
mechanismus, který představil Artobolevskij v [1] (str. 178, mechanismus č. 1130)
a který je též uveden na webové stránce [2]. Konstrukci, jej́ıž výsledek vid́ıme
v Nákresně na Obr. 6, zaháj́ıme stejně jako tu předchoźı. Sestroj́ıme body body

Obrázek 6. Konstrukce Dioklovy kisoidy dle Artobolevského –
automatický výpočet rovnice užit́ım funkce RovniceMnozinyBodu

C = (1, 0), D = (0, 0) a kružnici k se středem L = (1
2
, 0) a pr̊uměrem CD. V bodě

L sestroj́ıme kolmici na osu x a pohyblivě na ni umı́st́ıme bod O, kterým vedeme
kolmici n na l (tj. rovnoběžku s osou x). V bodě C sestroj́ıme daľśı kolmici na osu
x, označ́ıme ji c a urč́ıme pr̊useč́ıky př́ımky n s osou y a s př́ımkou c a v uvedeném
pořad́ı je označ́ıme E a F . Nakonec sestroj́ıme př́ımku e procházej́ıćı body D a F

a z bodu E k ńı vedeme kolmici. Jej́ı pata, kterou označ́ıme H , při pohybu bodu
O podél l opisuje Dioklovu kisoidu kružnice k a př́ımky c vzhledem k bodu D.
Pro d̊ukaz tohoto tvrzeńı stač́ı určit pr̊useč́ık př́ımky e s kružnićı k, nazvěme ho
třeba K, a t́ımto bodem vést př́ımku z bodu C. Potom už se snadno ukáže, že plat́ı
|DH | = |KF |. Detailńı provedeńı tohoto geometrického d̊ukazu opět přenechávám
čtenáři. Zde se zaměř́ıme na automatický výpočet rovnice př́ıslušné kisoidy. V CAS
zadáme př́ıkaz RovniceMnozinyBodu[H,O] (také jsme ho mohli zadat do vstupńıho
řádku, použit́ı CAS neńı nutnost́ı). Jak vid́ıme na Obr. 6, tentokrát je výsledkem
čistá algebraická rovnice (1.3) vyšetřované Dioklovy kisoidy. V souladu s poznatkem
źıskaným z předchoźı konstrukce je to d̊usledek toho, že se nám tentokrát podařilo
naj́ıt konstrukci množiny bod̊u daných vlastnost́ı, která je Eukleidovská a zároveň
neobsahuje pr̊useč́ıky př́ımky s kružnićı.
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2. Rovinné mechanismy

Při hledáńı konstrukćı vhodných pro automatické odvozeńı rovnice uvažované
množiny bod̊u dané vlastnosti se nám osvědčilo nechat se inspirovat zař́ızeńımi
pro mechanické kresleńı křivek. Tyto rovinné mechanismy jsou v dnešńı době pro
výuku matematiky téměř zapomenuty. Přitom v historii zkoumáńı rovinných křivek
sehrály významnou úlohu, [18], [19]. René Descartes (1596–1650) v [8] mimo jiné po-
jednává o křivkách vykreslovaných rovinnými mechanismy a je zřejmé, že pokládal
za samozřejmé, že všechny z dnešńıho pohledu algebraické křivky se daj́ı t́ımto
zp̊usobem vytvořit. Přitom d̊ukaz tohoto tvrzeńı provedl anglický matematik Kempe
až v roce 1876, [15].

V roce 1877 vydal Kempe útlou popularizačńı knihu
”
How to draw a straight

line; A lecture on linkages“ [16], kterou lze pro srozumitelnost poskytnutého výkladu
a množstv́ı ilustračńıch obrázk̊u i dnes doporučit jako vhodný úvod do rovinných
mechanismů. Text vznikl sepsáńım Kempeho přednášky pro učitele př́ırodńıch věd,
věnované jedné pozoruhodné kapitole z historie rovinných mechanismů: hledáńı
mechanismu pro převod otáčivého pohybu na pohyb př́ımočarý. Toto zadáńı ne-
bylo rozhodně samoúčelné. Naopak, řešeńı bylo velice žádoućı v technické praxi.
Přinášelo předevš́ım zefektivněńı chodu parńıch stroj̊u, také však zlepšeńı fungováńı
obráběćıch stroj̊u nebo d̊ulńıch těžebńıch mechanismů. Přes zdánlivou triviálnost
požadované funkce nebylo v̊ubec snadné takový mechanismus vymyslet. Jako prvńı
předložil řešeńı této úlohy James Watt v roce 1784. Jeho mechanismus (tzv. Watt̊uv
mechanismus) [25], však mı́sto př́ımočarého pohybu realizuje pouze jeho aproxi-
maci. Prvńım mechanismem, který uskutečňoval skutečný př́ımočarý pohyb, byl až
Peaucellier̊uv–Lipkin̊uv mechanismus [21] představený o 80 let později v roce 1864.

Poutavým zp̊usobem, s detailńım rozborem řady mechanismů, podává př́ıběh
o hledáńı mechanismu pro kresleńı př́ımky také Jǐŕı Fiala v článku

”
Jak přij́ıt úsečce

na kloub“ [11]. Jeho studium je vhodné absolvovat s otevřeným GeoGebraBookem
[23], v němž jsou vytvořeny opravdu vydařené dynamické modely všech v článku
uvedených mechanismů. Oba tyto materiály odhaluj́ı potenciál, jaký maj́ı rovinné
mechanismy pro výuku matematiky. Jak naznačuje Fiala v úvodu ke svému článku,
nab́ızej́ı nám vnést do př́ıslušných pasáž́ı matematického učiva př́ıběh, který tam
často chyb́ı. Připomeňme jenom, že těch př́ıběh̊u spojených s mechanismy je celá
řada, ne jenom ten o

”
hledáńı př́ımky“. Se zař́ızeńımi, která maj́ı geometrickou

strukturu rovinných mechanismů, se přece setkáváme každou chv́ıli, aniž bychom
tomu věnovali nějakou pozornost. Přitom je snadné je s pomoćı poč́ıtače modelovat
a na rozličných úrovńıch matematického př́ıstupu odhalovat jejich geometrickou
podstatu, a t́ım dávat učivu geometrie viditelný praktický smysl. Ilustrujme si tyto
myšlenky na konkrétńım př́ıkladu tzv. ellipticalu.

Elliptical [9], též eliptický trenažér je stacionárńı cvičebńı zař́ızeńı, jehož princip
je schematicky znázorněn na Obr. 7. Uživatel stoj́ı (v bodech L, P , pro levou a pra-
vou nohu, v uvedeném pořad́ı) na dvou dlouhých šlapadlech (úsečky MlNl,MpNp),
z nichž každé je jedńım svým koncem otočně připevněno k obvodu setrvačńıku (body
Nl, Np na obvodu kruhu k), zat́ımco jeho druhý konec je volně posuvný ve vodo-
rovném směru (body Ml,Mp na ose x). Cı́lem je roztočit setrvačńık. Cvičencovy
nohy se při tom pohybuj́ı po křivce vypadaj́ıćı jako elipsa (odtud název zař́ızeńı),
viz červená křivka na Obr. 7. Je to ale elipsa? Pojd’me se pokusit naj́ıt odpověd’ na
tuto otázku.
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Obrázek 7. Princip ellipticalu

Obrázek 8. Křivka ellipticalu

Nejprve využijeme konstrukci na Obr. 7, kde jsou body L a P zadány př́ıkazy
do př́ıkazového řádku ve tvaru L = Ml + q(Nl − Ml) a P = Mp + q(Np − Mp) v daném
pořad́ı, kde hodnota proměnné q je ovládána posuvńıkem. Množina je zobrazena
pomoćı př́ıkazu MnozinaBodu[L, Nl], jak vid́ıme v okně CAS na Obr. 8. Rovnici
sice nedostaneme, můžeme ale pomoćı nástroje Kuželosečka daná pěti body alespoň
ověřit, že zobrazená křivka neńı elipsou. Tuto skutečnost nám program GeoGebra
potvrd́ı automatickým výpočtem rovnice křivky alespoň v př́ıpadě, kdy jej́ı tvoř́ıćı
bod sestroj́ıme pomoćı nástroje Střed, jak vid́ıme pro body ve středu a ve čtvrtině
úsečky MlNl na Obr. 9. Jedná se o algebraickou křivku čtvrtého stupně.

Při hledáńı rovnice této křivky pro obecnou polohu tvoř́ıćıho bodu ale naštěst́ı
nejsme závisĺı na jej́ım automatickém výpočtu programem. Algebraický systém Ge-
oGebry můžeme výhodně použ́ıt také jako prostřed́ı pro samostatné odvozeńı rov-
nice křivky, jak si nyńı ještě ukážeme. Podle Obr. 10 přǐrad́ıme potřebným bod̊um
M,P,R obecné souřadnice, poloměr kružnice k označ́ıme r a polohu bodu R na
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Obrázek 9. Křivky ellipticalu pro střed a čtvrtinu úsečky MlNl

Obrázek 10. Schéma ellipticalu v soustavě souřadnic x, y

úsečce MP zadáme dělićım poměrem (M,P ;R) = q. Zadáńı úlohy je potom ekvi-
valentńı se soustavou čtyř rovnic, které vid́ıme na prvńıch čtyřech řádćıch ńıže
uvedeného zápisu řešeńı v CAS programu GeoGebra. Prvńı dvě rovnice jsou zápisy
dvou pevných vzdálenost́ı |MS| = r a |MP | = l, které jsou pro mechanismus cha-
rakteristické. Zbývaj́ıćı dvě rovnice popisuj́ı polohu bodu R na úsečceMP a vznikly
přepsáńım vztah̊u

(2.1) (M,P ;R) =
R−M

R− P
=

x−m

x− p
=

y − n

y
= q.

Tuto soustavu čtyř algebraických rovnic řeš́ıme eliminaćı neznámýchm,n, p. Výsled-
ný mnohočlen s parametrem q je bohužel natolik rozsáhlý, že z něho v zazname-
naném kódu vid́ıme jenom malou část (viz řádek č. 5). Po dosazeńı konkrétńı hod-
noty za q, např́ıklad q = −3, dostaneme rovnici křivky

(2.2) 256 x4 + 12544 y4 + 12800 x2 y2 − 3104 x2 + 14560 y2 + 4225 = 0,



KŘIVKY V PROGRAMU GEOGEBRA 37

která odpov́ıdá př́ıslušné poloze bodu R, viz Obr. 11. Tı́m je úloha vyřešena. Své
zkoumáńı můžeme uzavř́ıt konstatováńım, že výsledná křivka neńı elipsou. Jedná
se o algebraickou křivku čtvrtého stupně.

Obrázek 11. Křivka ellipticalu pro (M,P ;R) = −3
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Závěr

Článek se věnoval možnostem využit́ı programu GeoGebra při zkoumáńı alge-
braických křivek. Zvláštńı pozornost byla věnována aplikaci algebraického systému
GeoGebry k automatickému výpočtu rovnice křivky z dané konstrukce. Bylo ukázá-
no, jaká omezeńı implementace této metody v programu GeoGebra má a jak je
vhodné postupovat pro dosažeńı správného výsledku. Zde je nutno poznamenat, že
zdokonalováńı schopnost́ı programu GeoGebra na poli automatického dokazováńı a
odvozováńı geometrických vět je předmětem soustavné pozornosti špičkových od-
borńık̊u v tomto oboru, viz např. [3, 4]. Cı́lem jejich snah je vytvořit inteligentńı
algebraický systém interpretuj́ıćı geometrické konstrukce tak, že uvedená omezeńı
budou redukována na minimum.

V článku bylo též poukázáno na ne př́ılǐs využitý potenciál rovinných mecha-
nismů pro výuku matematiky. Mohlo by se zdát, že tato zař́ızeńı či jejich modely
současné školáky uvyklé na poč́ıtače a jiné sofistikované hračky neoslov́ı. Členové
Katedry matematiky Pedagogické fakulty JU však maj́ı opačnou zkušenost. Během
dvou ročńık̊u popularizačńı akce Věda pro každého v Géčku, kterou v jednom
českobudějovickém nákupńım centru realizovaly fakulty Jihočeské univerzity (viz
https://www.jcu.cz/o-univerzite/udalosti/veda-pro-kazdeho-v-gecku),
měla katedra na svém stanovǐsti mimo řady jiných aktivit zaměřených na matema-
tiku vystaven pantograf, na němž si zájemci mohli zmenšovat připravené obrázky,
viz Obr. 12. Zájem byl nečekaný. Při setkáńı se skutečným pantografem nav́ıc děti

Obrázek 12. Pantograf na akci Věda pro každého v Géčku, n. c.
Géčko, České Budějovice, 28. 2. 2015 (foto: autor článku)

začaly zcela přirozeně klást otázky, které se dotýkaly učiva geometrie, např.:
”
Lze

pantograf použ́ıt tak, aby zvětšoval?“,
”
Lze pantografem vytvářet kopie stejně velké

jako originál?“,
”
Jak mohu změnit poměr zmenšeńı/zvětšeńı?“.

https://www.jcu.cz/o-univerzite/udalosti/veda-pro-kazdeho-v-gecku
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