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POLLARDUYV p — ALGORITMUS PRO FAKTORIZACI PRIROZENYCH CIiSEL

JAROSLAV HORA

ABSTRAKT. S rozvojem modernich §ifrovacich metod jde ruku v ruce i zvySeny zajem
o moderni algoritmy pro hledani rozkladu slozeného ¢isla v soucin prvocisel.
Faktoriza¢ni metoda, navrzena J. M. Pollardem v r. 1975, byla svého ¢asu nejlepSim
znamym algoritmem pro rozklad slozenych pfirozenych ¢isel. Jde o metodu
vyuzivajici pravdépodobnost a lze ji vysvétlit i studentim stiednich Skol.

Uvob

Je dobfe znamo, Ze v poslednich desetiletich velmi vzrostl zajem o problematiku rozkladu
(faktorizace) ptirozenych Cisel a o dalsi otazky z oblasti teorie ¢isel, a to zejména v souvislosti
s modernim Sifrovanim zprav (RSA Sifrovaci metoda). Bézna metoda pokusného déleni (trial
division) vyzaduje pfi hledani pfipadnych vlastnich délitelti pfirozeného cisla N zkouset
(prvo)ciselné délitele od 2 az do [«/W J . Nejsou —li zadni, je N prvocislem, jinak jsme nalezli

vlastni délitel slozeného ¢isla N.

Metoda pokusného déleni je tedy zaroven testem prvociselnosti i technikou pro nalezeni
vlastniho délitele pfirozen¢ho ¢isla N. Pro tcely bézné Skolni vyuky, kdy volime ,,mala*
ptirozena cisla N, je dobfe vyuzitelnd: zname ,seznam* né€kolika malych prvocisel a
poZadovanych pokusnych déleni nebyva mnoho. Je — li ale N ,,velké* pfirozené ¢islo, vyjevi se
nevyhody metody — my lidé (ale ani pocitace) nemame v paméti dostateéné velky seznam
prvocisel, a hlavné je ziejmé, Ze testovacich déleni bude muset probéhnout velice mnoho.
Ukazuje se, Ze metoda opakovaného déleni je pomala a pro velka N ji nelze nechat v tplnosti
probéhnout.

Seznamme se tedy s jinou faktoriza¢ni metodou, kterou navrhl John Pollard jiz v roce 1975,
tedy pied nastupem pocitacové techniky. Jde o metodu Monte Carlo, tj. postup vyuZzivajici
pravdépodobnosti. Idea metody je dostupna stiedoskolskym studenttim.

1. NAROZENINOVY PARADOX

Piiklad 1.: Sesla se skupina n 0sob, n > 2. Vypoctéte pravdépodobnost, Ze alespoti dva z
nich budou mit narozeniny stejny den v roce. (Pro jednoduchost pfedpokladejme, Ze rok ma 365
dni, tj. nebereme v uvahu piestupné roky).

ReSeni: Uréeme pravdépodobnost komplementarniho jevu A, Ze 7adné dvé osoby z n
zucastnénych nebudou mit narozeniny tyz den v roce.

Spoétéme nejprve, kolik je v§ech moznych ptipadl pro data narozeni téchto n osob. Pro den
narozeni prvni osoby je 365 moznosti, pro dvé& osoby je tedy 3652 moZnosti, pro n osob 365"
moznosti.

Vypoctéme dale, kolik z téchto ptipadu je priznivych. Prvni osoba se mize narodit kterykoli
den v roce. Je -li ale jiZ znamo jeji datum narozeni a nema -li druha osoba mit narozeniny tyz
den, ,,zbyva“ pro jeji datum narozeni jiz jen 365 — 1 = 364 moznosti. Nema -li datum narozeni

Key words and phrases. Faktorizace pfirozenych &isel, metoda opakovaného déleni, narozeninovy
paradox, Pollardav p — algoritmus.

34



POLLARDUV RHO ALGORITMUS 35

zadnych dvou osob z n zucastnénych pripadnout na stejny den v roce, je 365.364. .... (365 —n
+ 1) ptiznivych ptipadd. Proto

365.(365-1).(365-2)....(365—n+1) 1
365" @)
je pravdépodobnost jevu, Ze zddné dve€ osoby z n zicastnénych nebudou mit narozeniny tyz
den v roce.
Vypocet numerické hodnoty P(A) pro jednotlivé hodnoty n je vhodné pfenechat néjakému
pomocniku. V devadesatych letech minulého stoleti jsme s oblibou pouzivali grafické
kalkulatory tfidy TI 92 ¢i program Derive, nyni je k dispozici fada dalSich programti.

P(A) =

=zBt nF'l-' SRR

o o | utmD
el 10 .5z0Al
) 0 .CHACE
) 21 .Egﬁgi
- Boa | 5533
zY YELGE
A ZE 4y
=2 e LTS MEZFOERT L n=235

OBR.1 OBR. 2

Pro n =23 je P(A) = 0,49270, tj. pravdépodobnost jevu, ze mezi 23 osobami nemaji zadné
dvé narozeniny tyz den v roce, je jiz mensi nez 50 %. Je tedy ,,pravdépodobnéjsi, Ze nastane
jev komplementarni, tj. ze aspon dva lidé z této skupiny slavi narozeniny tyz den v roce. Déle
je mozné si nechat nékolik hodnot vypsat do tabulky. Obr. 3 zachycuje displej kalkulatoru, na
némz je uvedeno nékolik hodnot P(A) z (1) pro n =19, 20, ..., 25.

Proc¢ se mluvi o ,,narozeninovém paradoxu‘, kdyz vypocet je korektni a nic paradoxniho na
ném neni? Kdybychom o pfedpovéd vysledku pozadali nematematika, Hilbertova OMZU,
obycejného muze z ulice, dockali bychom se asi o hodné vyssiho odhadu ¢isla n. Celou véc si
muizeme piedstavit jesté jednim zptsobem. Kdybychom hézeli nikoli béznou hraci kostkou, ale
pravidelnym mnohosténem o 365 sténach, pak jsme urcili pravdépodobnost, ze dojde
k opakovani jiz hozeného ¢isla. K opakovani dojde ,,brzy* a praveé tato skute¢nost se s vyhodou
vyuzije v Pollardové p — algoritmu. K jeho popisu ted’ pfistoupime.

2. VSAD — VYHRAJES SNAD!

Podle vypravéni mych rodict byl tento slogan prvorepublikovym reklamnim heslem jisté
loterie. (Heslo bylo veelku korektni, v dnesni dobé¢ je tieba vzbudit zajem publika enormnimi
vyhrami pro ndhodného jednotlivce a dosahnout dojmu, Ze takova vyhra ¢eka na kazdého). Ale
1 kdyz je Pollardlv p — algoritmus metodou Monte Carlo, tedy pravdépodobnostni, je vymyS$len
korektné a vyhrajeme ,,skoro vzdy*.

Mame faktorizovat slozené pfirozené Cislo N, které neni mocninou prvocisla. (Posledni
podminka se ziejmé snadno otestuje a rovnéz existuji testy na sloZenost pfirozen¢ho Cisla).

Zkonstruujeme jistou posloupnost {x,} pfirozenych &isel takto. Bud' Xo libovolné pfirozené

¢islo. Dalsi ¢leny posloupnosti pocitejme z kongruence Xi+1 = Xi2 +1 (mod N).
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Jak se uvadi v [2]: ,,The choice of this iteration function is black magic, but linear
polynomials do not work, and higher degree polynomials are more costly to evaluate, and one
cannot prove more about them than about x? + 1.

Nyni jiz mizeme piistoupit k formulaci Pollardovy p — metody. Necht' N je pfirozené Cislo,
které chceme faktorizovat. Zvolme prirozené Cislo Xg a vypoétéme jisty pocet lenti posloupnosti
nezapornych celych ¢isel {Xi}, definovanych nasledovné:

Xi+1 = Xi2 +1 (mod N).

Predpokladejme, ze prvocislo p je nejmensim prvociselnym délitelem cisla N. Dale
predpokladejme, Ze {Xi} je posloupnosti pseudonahodnych ¢isel modulo p. Dale, necht’ pro jisté
dva ¢leny Xn, Xm, N > M této posloupnosti plati, Ze X, = Xm (Mod p). (Ptiklad 1 nam dava nadéji,
ze na vyskyt takovychto ¢lenti posloupnosti {Xi} nebudeme muset ¢ekat dlouho). Plati tedy p|(Xn
— Xm), P | N, tedy nejvétsi spoleény délitel DX, — Xm, N) > 1. Pokud zaroven
Xn # Xm (Mod N), je D(Xn— Xm, N) < N a nalezli jsme netrivialni vlastni délitel ¢isla N. Navic je
vyhodné, ze tento délitel 1ze nalézt Eukleidovym algoritmem, coz je velice efektivni metoda.

Krajné neuspokojivé by ale bylo, kdybychom vskutku museli poc¢itat D(Xn — Xm, N) pro
vSechny dvojice n, m € N, n > m. Objem vypo¢ti by narostl tak, ze by to zcela znehodnotilo
praktické vyuziti navrhované metody. Nastésti lze velkou Cast t€chto propoct usettit. Postaci
totiz testovat jen dvojice Xai, Xi , i € N, jak posléze ukazeme. Nyni zapi$me nastin algoritmu pro
Pollardovu p — metodu a pro maly kalkulator:

Je déano pfirozené ¢islo N, které chceme rozlozit.

1. Zvolme pfirozené ¢islo Xo.

2. Vypodtéme Xis1 = Xi2 +1(modN),i=0,1,...

3. Pro jisty pocet i € N vypoétéme D(Xzi — Xi, N).

4. Opakujme to do té doby, nez D(Xz2i — Xi, N) je netrivialnim délitelem ¢isla N— uspéch.
Pokud proces bézi pres dany ¢asovy limit — neudspéch.

Piiklad 2: Rozlozme ¢islo N = 527 pomoci Pollardovy p — metody.

ReSeni: Volme kupi. Xo = 3 a vypoétéme dalsich deset &lend posloupnosti {xi}. Mame
X1 =10, X, = 101, x3 = 189, x4 = 413, x5 = 349, Xg = 65, X7 = 10, xg = 101, X9 = 189, X310 = 413.
Dale

D(x2 — x1, N) = D(101 - 10, 527) = 1,

D(x4 — x2, N) = D(413 - 101, 527) = 1,

D(xs — x3, N) = D(65 — 189, 527) = 31.

Nalezli jsme netrivialni délitel ¢isla N =527, je 527 =31 . 17.

Ted také vidime, odkud se vzalo pismeno p Vnazvu metody. Prvni ¢len Xo = 3 tvofi
ptredperiodu, pak dochazi k zacykleni, nebot’ X; = X7 = 10. Kdybychom si ziskanou posloupnost
zakreslili na papir ve tvaru uzlového grafu, dostali bychom ziejmé¢ obrazek, ktery pfipomina
tecké pismeno p. (Jindy miize byt piedperioda delsi a podobnost grafického znazornéni ¢lent
posloupnosti s pismenem p vyrazngjsi).

Pro uspéch metody je rozhodujici sniZzeni vypocetni narocnosti, kdy nemusime testovat
pocitat D(Xn — Xm, N) pro vSechny dvojice n, m € N, n > m, ale jen pro dvojice tvaru Xz, X;,
i € N. To souvisi stzv. Floydovym trikem pro hledani cyklu, ktery se v posloupnosti
{Xi} mod p objevi.

Véta: Necht' p je prvocCislo délici ¢islo N a necht Xo je dané pfirozené c¢islo. Necht
v posloupnosti  {xi}, kde Xi«1 = Xi2 (mod p), i =0, 1, ..., existuji takova m,n € N, m < n, ze

Xn = Xm (Mod p). Potom pro jisté t € N plati Xt = X (mod p).
Néavod k dtikazu: Postupujme podle tohoto schématu:
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1. PiSme n =m + d, d > 1. Ukazme, Ze Xm+1 = Xm+d +1 (Mod p) a dale indukci, Ze
Xm+r = Xm+d+r (Mod p) pro vSechna r € N.

2. Mexzi ¢isly m,m+ 1, ..., m+d — 1 je pravé jedno nasobkem ¢isla d. Pfedpokladejme, Ze k
je ten index z mnoziny {0, 1, ..., d =1}, pro ktery dlm+k Potomm+k=d.e pro jisté
e € N, Xed = Xm+k = Xmek +d = Xed +d ( mod p).

3. Dokazme, Ze obdobné plati Xeq = Xed + 20 (MO P), Xed = Xed + 3d (MO p), ...,
Xed = Xed + ed = X2€d (Mod p). PoloZime -li nyni t = ed, mame Xz = X (mod p), coZ bylo dokazati.

Jak jsme naznadili, existuji piipady, kdy Pollardova p — metoda selze.

Priklad 3: Pokusme se rozlozit N = 1241 s tim, Ze Xo = 6.

Reseni: Napisme nekolik prvnich ¢lent posloupnosti {Xi}: Xo = 6, X1 = 37, Xo = 129, X3 = 509,
Xq = 954, X5 = 464, X6 = 604, X7 = 1204, Xg = 129, X9 = 509, X10 = 954, X11 = 464, X12 = 604, X13 =
1204, x14 = 129, x15 = 509, X165 = 954 atd.

Dale D(X; — X1, 1241) = D(129 — 37, 1241) = 1, D(X4 — X,, 1241) = D(954 — 129, 1241) = 1,
D(Xe — Xs, 1241) = D(604 — 509, 1241) = 1, D(Xs — Xs, 1241) = D(129 — 954, 1241) = 1,
D(X10 — Xs, 1241) = D(954 — 464, 1241) = 1. Poté ale D(X12 — Xe, 1241) = D(145 — 145, 1241) =
1241. Nasleduje D(x14 — X7, 1241) = D(129 — 1204, 1241) = 1, D(x1s6 — Xs, 1241) =
D(954 — 129, 1241) = 1, D(X18 — X9, 1241) = D(604 — 509, 1241) = 1, D(X20 — X10, 1241) = D(129
— 954, 1241) = 1, D(Xz2 — xu1, 1241) = D(954 - 464, 1241) = 1. Poté opét
D(X24 — X12, 1241) = D(604 — 604, 1241) = 1241 a zaéina byt patrné, ze existuji (vcelku vzacné)
ptipady, kdy Pollardova p — metoda neposkytne vysledek.

Kdybychom ale volili xo = 7, dostali bychom x; = 50, xo = 19, x3 = 362, Xxa = 740,
X5 = 320, Xg = 639, X7 = 33, Xg = 1090, X9 = 464, X10 = 604, X11 = 1204, X12 = 129, X13 = 509,
X14 = 954,

Poté mame D(X, — X1, 1241) = D(19 — 50, 1241) = 1, D(Xs — X,, 1241) = D(740 — 19, 1241)
=1, D(Xs — Xs, 1241) = D(639 — 362, 1241) = 1, D(Xs — X4, 1241) = D(1090 — 740, 1241) = 1,
D(X10 — Xs, 1241) = D(604 — 320, 1241) = 1, D(X12 — Xs, 1241) = D(129 — 639, 1241) = 17.

Snadno se zjisti, ze 1241 = 17.73 je hledany rozklad. Zména ¢&isla Xo tedy pomohla.

Pollardova p — metoda by mohla byt v piipadé malych N dostupna i pro zaky ZS, protoze
vyzaduje provadéni operaci s piirozenymi &isly, které jsou zakam znamy. Studentim SS se
zajmem o vypocetni techniku a programovani by mohla poskytnout pokro€ilejsi podnéty.

Zavérem poznamenejme, ze za¢atkem osmdesatych let minulého stoleti byla Pollardova
p — metoda nejlepsim dostupnym algoritmem pro faktorizaci ptirozenych ¢isel. V roce 1981 se
napi. Brentovi a Pollardovi zdafilo pomoci této metody rozlozit osmé Fermatovo ¢islo

8
Fs = 22 + 1 = pis.pez, tedy v soudin dvou prvocisel, majicich 16, resp. 62 cifer. Je znamo
(viz [1]) i porovnani ¢asové naro¢nosti metody opakovaného déleni a Pollardovy p — metody:
je —li n (zhruba) pocet cifer Cisla N, je ¢asova naro¢nost metody opakovaného déleni timérna

2%, kdezto u Pollardova postupu 2% ato je pro velka n vyznamny rozdil.

ZAVER
Dnes jsou k dispozici lepsi faktorizaéni metody — jenze jsou slozité a asi je nebudeme moci
vysvétlit naSim zaktm.
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