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Abstrakt. Článek je věnován aktuálńım problémům využ́ıváńı digitálńıch
technologíı ve výuce matematiky, a to zejména na sťredoškolské úrovni. Prvńı
část je zaměřena na roli učitele ve výuce podporované technologiemi a na jeho
znalosti, které jsou nezbytné pro rozv́ıjeńı dovednost́ı a vědomost́ı žák̊u v di-
gitálńım prosťred́ı. Druhá část se zabývá integraćı technologíı z pohledu žákova
učeńı s d̊urazem na rozv́ıjeńı žákovských vědomost́ı a kompetenćı poťrebných
pro účelné využ́ıváńı technologíı v matematice. Součást́ı článku jsou konkrétńı
př́ıklady integrace programu GeoGebra ilustruj́ıćı uváděné jevy a problémy.

Úvod

Digitálńı technologie se staly ned́ılnou součást́ı vzděláváńı ve školách, využ́ıvaj́ı
se ve výuce řady školských předmět̊u včetně matematiky. Nepoč́ıtáme-li kapesńı
kalkulátory, pak nejčastěji se na základńıch a středńıch školách jedná o klasické
poč́ıtače vybavené vhodným software, ke kterým patř́ı zejména program dynamické
geometrie GeoGebra, př́ıpadně Excel, dále to jsou interaktivńı tabule, tablety a také
r̊uzné internetové online zdroje.

Současná vybavenost českých základńıch i středńıch škol poč́ıtači se bĺıž́ı ev-
ropskému pr̊uměru [1], [2]. Většina škol je vybavena jednou až třemi učebnami
(dle velikosti školy), které jsou předevš́ım určeny pro výuku ICT předmět̊u a které
umožňuj́ı aktivńı práci žák̊u s technologiemi, přičemž necelá třetina škol má k dis-
pozici mobilńı učebny, ve kterých žáci pracuj́ı s notebooky či tablety. I když se
situace jev́ı z hlediska vybavenosti škol jako uspokojivá, stále patř́ı k faktor̊um,
které nejv́ıce bráńı intenzivněǰśımu využ́ıváńı technologíı ve výuce, nedostatečné
poč́ıtačové vybaveńı [3], [5]. To je zřejmě dáno jednak zastaráváńım hardware, jed-
nak t́ım, že v posledńıch letech se zvyšuj́ı nároky žák̊u i učitel̊u na dostupnost a
kvalitu poč́ıtačového vybaveńı.

K základńım předpoklad̊um efektivńıho využ́ıváńı technologíı ve školách patř́ı
nejen dobrá vybavenost škol technologiemi, ale zejména znalosti a dovednosti učitel̊u
z hlediska integrace digitálńıch technologíı.

Podle šetřeńı České školské inspekce se ICT dovednosti učitel̊u postupně zlepšuj́ı.
Dobré znalosti učitel̊u z této oblasti se však při praktickém využit́ı technologíı ve
vzděláváńı žák̊u projevuj́ı v menš́ı mı́̌re, nebot’ prostředky ICT nebývaj́ı využity
bud’ v̊ubec, nebo slouž́ı většinou k demonstraćım předkládaného učiva, jak ukazuj́ı
tabulky na obr. 1 a obr. 2.

Z hlediska jednotlivých školských předmět̊u, kromě předmět̊u ICT, se digitálńı
technologie využ́ıvaj́ı nejčastěji v př́ırodovědných předmětech [1]. Zařazováńı tech-
nologíı do výuky matematiky neńı tak běžné, jakou tomu je u př́ırodovědných
předmět̊u, což ukázalo i mezinárodńı šetřeńı poč́ıtačové a informačńı gramotnosti
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Obrázek 1. Využit́ı ICT ve výuce na ZŠ; zdroj [1].

Obrázek 2. Využit́ı ICT ve výuce na SŠ; zdroj ČŠI; zdroj [1].

ICILS 2013. Podle jeho výsledk̊u se digitálńı technologie ve výuce matematiky v
osmých ročńıćıch využ́ıvaly nejméně ze zkoumaných předmět̊u [2].

Na výuku matematiky s podporou technologíı můžeme nahĺıžet z r̊uzných úhl̊u
pohledu, např́ıklad jaký hardware a software je nejčastěji použ́ıván, jaké vyučovaćı
metody se uplatňuj́ı a které typy úloh se řeš́ı. V daľśı části se však zaměř́ıme na
roli učitele matematiky ve výuce podporované technologiemi a také na rozv́ıjeńı
vědomost́ı a dovednost́ı žák̊u v prostřed́ı technologíı.

1. Role učitele ve výuce podporované technologiemi

V pr̊uběhu stalet́ı prošla role učitele matematiky řadou změn. Zjednodušeně
můžeme ř́ıci, že v obdob́ı starověku a částečně i středověku byl učitel matema-
tiky předevš́ım sám matematikem, který se zabýval matematikou jako vědou a
který předával matematické poznatky svým žák̊um. Postupem času byly na učitele
kladeny daľśı požadavky, a to zejména pod vlivem rozvoje teoríı vzděláváńı a v
souvislosti se školskými reformami; docházelo tak k profesionalizaci role učitele.

V současné době je odbornou mezinárodńı komunitou uznáváno členěńı pro-
fesńıch znalost́ı učitele na znalosti oboru, tj. matematiky (content knowledge, CK,
resp. mathematical content knowledge), a na didaktické znalosti obsahu (pedagogi-
cal content knowledge, PCK), jak uvád́ı Vondrová et al. [19]. Didaktické znalosti
obsahu zahrnuj́ı vědomosti a dovednosti učitele souvisej́ıćı s reprezentacemi učiva
matematiky a s porozuměńım učebńım obt́ıž́ım žák̊um v konkrétńıch oblastech
školské matematiky.

Integrace digitálńıch technologíı klade na učitele daľśı nároky z hlediska znalost́ı
samotných technologíı (technological knowledge, TK) a možnost́ı jejich využit́ı ve
výuce konkrétńıho předmětu (technological content knowledge, TCK). Vznikl tak
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model technologických didaktických znalost́ı obsahu (technological pedagogical con-
tent knowledge, TPCK; nověǰśı značeńı TPACK), který zavedl Mishra a Koehler
v roce 2006 (obr. 3).

Obrázek 3. Schéma technologických didaktických znalost́ı obsahu.

Jak technologické znalosti obsahu (TCK) souvisej́ı s výukou si představ́ıme na
konkrétńım př́ıkladu hledáńı nulových bod̊u, který řešili budoućı učitelé matema-
tiky pomoćı programu GeoGebra [16]. S využit́ım programu zkoumali nulové body

funkce f : y =
√

3x− x3, (obr. 4 vlevo). Vzhledem k vlastnostem funkce f však
nástroj GeoGebry Pr̊useč́ık a ani př́ıkaz NuloveBody

”
nefungoval“; v algebraickém

okně programu se student̊um zobrazily pouze názvy tř́ı bod̊u doplněné textem
”
ne-

definovaný“. Někteř́ı studenti situaci vyřešili t́ım, že využili polynomickou funkci
g : y = 3x − x3 (obr. 4 vpravo), nebot’ si uvědomili, že obě funkce maj́ı stejné
nulové body, přitom polynomické funkce maj́ı z hlediska výpočetńıch algoritmů

”
pěkné vlastnosti“. Tı́m v dané situaci prokázali dobrou úroveň svých technolo-
gických znalost́ı obsahu.

Obrázek 4. Nalezeńı nulových bod̊u s využit́ım pomocné funkce.

Technologické didaktické znalosti obsahu (TPACK) tedy zahrnuj́ı znalosti a do-
vednosti učitele, které jsou předpokladem úspěšného začleněńı technologíı do výuky.
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Z pohledu výuky matematiky sem patř́ı zejména porozuměńı grafické, symbolické
i č́ıselné reprezentaci matematických pojmů a vztah̊u v prostřed́ı technologíı, dále
uvědoměńı si, ve kterých úlohách a situaćıch mohou technologie podpořit či usnad-
nit proces učeńı žák̊u [14].

Rozv́ıjeńım technologických didaktických znalost́ı obsahu u budoućıch učitel̊u se
zabývala řada výzkumných šetřeńı [9]. Jedńım z nich je výzkum, který prob́ıhal
v letech 2013-2016 na UK v Praze a ve kterém byly zkoumány možnosti rozv́ıjeńı
TPACK u budoućıch učitel̊u matematiky v navazuj́ıćım magisterském studiu [16].
Tento výzkum měl formu design experimentu, ve kterém byla modifikována část jed-
noho z kurz̊u didaktiky matematiky s ćılem seznámit studenty s možnostmi využit́ı
programu GeoGebra ve školské matematice. Student̊um nebyly př́ımo předkládány
konkrétńı zp̊usoby efektivńıho využ́ıváńı této technologie, ale řešili předem připrave-
né soubory vhodných úloh z oblasti funkćı a z planimetrie, jejichž prostřednictv́ım
si měli postupně uvědomovat výhody i úskaĺı integrace GeoGebry včetně speci-
fických dovednost́ı potřebných k úspěšnému řešeńı matematických úloh; kromě
řešeńı problémů během prezenčńı výuky studenti dostávali také domáćı úkoly (úlohy
z pracovńıch list̊u a odbornou četbu zaměřenou na integraci technologíı). Součást́ı
design experimentu byl závěrečný úkol, ve kterém studenti připravovali návrh jedné
či v́ıce vyučovaćıch hodin s podporou GeoGebry; projekty si studenti v druhé fázi
výzkumu také vzájemně hodnotili.

Výukové projekty byly ve výzkumy dále využity k hodnoceńı technologických di-
daktických znalost́ı obsahu budoućıch učitel̊u matematiky zapojených ve výzkumu.
Analýza studentských projekt̊u v prvńıch dvou letech výzkumu ukázala, že jen
menš́ı část student̊u využila dynamické vlastnosti GeoGebry a vytvořené soubory
úloh bylo možné řešit bez podpory technologíı, GeoGebra zde sloužila jen k urych-
leńı řešeńı. Většina projekt̊u byla hodnocena úrovńı TCK, nebot’ studenti nezařadili
v projektech postupy a úlohy, kterými by GeoGebra podpořila učeńı žák̊u či které
by vedly žáky k argumentováńı a zd̊uvodňováńı. Také vzájemná hodnoceńı projekt̊u
ze strany student̊u byla do značné mı́ry povrchńı a př́ılǐs obecná [17].

V daľśıch letech experimentu byl proto kladen větš́ı d̊uraz na společné diskuze se
studenty během prezenčńı výuky, diskuze se týkaly zp̊usob̊u řešeńı úloh i možnost́ı
využ́ıváńı GeoGebry ve výuce; pro studenty byly dále připraveny explicitńı pokyny
pro vypracováńı i pro vzájemná hodnoceńı jejich projekt̊u. Závěrečná kvalitativńı
analýza studentských projekt̊u ukázala, že studenti se již v́ıce zaměřili na konstruk-
tivistické př́ıstupy k integraci GeoGebry včetně využ́ıváńı jej́ıch dynamických vlast-
nost́ı a na aktivńı zapojeńı žák̊u do výuky. Na druhou stranu se však v plánované
výuce soustředili na obsahové ćıle výuky, tj. na učivo, méně již na žákovské kompe-
tence. Také kvalita vzájemného hodnoceńı projekt̊u se zlepšila, studenti byli schopni
v některých projektech rozpoznat nevyužité učebńı př́ıležitosti [18].

Př́ıstup učitele k integraci technologíı souviśı rovněž s jeho pedagogickým přesvěd-
čeńım. Toto přesvědčeńı podle [10] tvoř́ı soubor individuálńıch porozuměńı, pocit̊u,
postoj̊u, názor̊u a domněnek, které vedou k určitému typu chováńı, je to základ
učitelova myšleńı a jednáńı. Učitel si nemuśı explicitně uvědomovat všechny složky
svého pedagogického přesvědčeńı, nebot’ většinou se nejedná o ucelený a logický
systém. Pedagogické přesvědčeńı vzniká na základě zkušenost́ı jedince a při jeho
formováńı se uplatňuje i vliv prostřed́ı. Vyv́ıj́ı se již tedy v obdob́ı školńı docházky
a nejv́ıce se formuje na začátku pedagogické praxe, v pozděǰśıch letech se měńı jen
málo.

Řada výzkumných šetřeńı ukázala, že přesvědčeńı učitele hraje významnou roli
při integraci technologíı zejména ve vztahu ke konstruktivistickým metodám vyučo-
váńı a že na počátku pedagogické dráhy učitele může být toto přesvědčeńı v ne-
souladu s jeho postupy při integraci technologíı [11]. To do určité mı́ry ukázalo i již
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výše zmı́něné výzkumné šetřeńı, ve kterém budoućı učitelé matematiky připravovali
projekt jedné či v́ıce vyučovaćıch hodin matematiky s podporou programu GeoGe-
bra. Někteř́ı z nich však naplánovali transmisivńı výuku, ačkoliv v didaktické části
studia byli seznamováni s konstruktivistickým př́ıstupem k výuce matematiky [16].

Jak již bylo uvedeno, integraci technologíı ovlivňuj́ı vněǰśı faktory (dostupnost
poč́ıtač̊u a výukového software) a vnitřńı faktory. K těm patř́ı zejména učitelovo
porozuměńı princip̊um konstruktivistického vyučováńı a rovněž jeho pedagogické
přesvědčeńı. Je-li např́ıklad učitel přesvědčen o nezbytnosti probráńı určitého ob-
jemu učiva, může to vést k tomu, že z d̊uvod̊u nedostatku času omeźı či vynechá
prostor pro vlastńı objevováńı žák̊u [11]. Přesvědčeńı učitele tedy ovlivńı jeho roz-
hodováńı v konkrétńıch výukových situaćıch, ve vyv́ıjeńı konkrétńıch výukových
aktivit i ve volbě vyučovaćıch metod a materiál̊u.

Pedagogické přesvědčeńı učitele matematiky má smysl zkoumat prostřednictv́ım
tř́ı kategoríı, a to jak učitel naźırá na podstatu matematiky, jak vńımá podstatu
vyučováńı matematice a jak se žáci uč́ı matematice (Ernest, 1989, cit. v [20]). Tyto
základńı kategorie jsou v odborné literatuře dále členěny do daľśıch subkategoríı,
např́ıklad, jaké je učitelovo náźıráńı na krásu a význam matematiky či na efektivitu
matematického zd̊uvodňováńı aj. [20].

Na základě rozhovor̊u s učiteli z praxe, kteř́ı se zúčastnili kurz̊u zaměřených na
využ́ıváńı dynamického programu GeoGebra ve výuce středoškolské matematiky
v letech 2014-2017, můžeme konstatovat, že d̊uvodem vedoućı tyto učitele k inte-
graci technologíı bylo jejich přesvědčeńı, že technologie nenaruš́ı a naopak podpoř́ı
dosažeńı ćıl̊u vzděláváńı v matematice; tito učitelé měli na svých školách podporu
z hlediska integrace technologíı, ke které patřila i dobrá vybavenost škol.

Z výše uvedených d̊uvod̊u je zřejmé, že kĺıčovou roli při integraci technologíı má
učitel, nebot’ na něm zálež́ı, jak prob́ıhá výuka v konkrétńıch hodinách matematiky.

2. Vědomosti a dovednosti žáků v prostřed́ı technologíı

Již od sedmdesátých let dvacátého stolet́ı, kdy technologie ve formě kapesńıch
kalkulátor̊u pronikly do škol, se odborńıci začali zaj́ımat o jejich vliv na vědomosti
a dovednosti žák̊u v matematice.

Výsledky celé řady šetřeńı a výzkumů ukazuj́ı, že technologie maj́ı potenciál
mı́t kladný vliv na vzdělávaćı proces [6], [15]. Pozitiva integrace technologiíı se
však porojevuj́ı sṕı̌se při jejich doplňkovém využ́ıváńı než v rámci komplexńıch
e-learningových prostřed́ı či při poč́ıtačem ř́ızené výuce. To rovněž dokládá meta-
analýza výzkumných šetřeńı zaměřených na vliv technologíı na výsledky žák̊u v ma-
tematice na středńı škole [12]. Výuka s podporou technologíı tedy nemuśı být vždy
efektivněǰśı než klasické vyučováńı.

Integrace technologíı, zejména programů dynamické geometrie, ovlivňuje v sou-
časné době předevš́ım pojmotvorný proces žák̊u, přičemž významnou roli hraj́ı
zařazené aktivity a úlohy [13]. To je dáno t́ım, že tyto technologie, ke kterým patř́ı
i GeoGebra, umožňuj́ı vizualizaci abstraktńıch matematických pojmů i vztah̊u,
a t́ım docháźı ke zvýšeńı názornosti vyučováńı.

V prostřed́ı GeoGebry můžeme např́ıklad pro žáky připravit vizualizaci pojmů
definičńı obor a obor hodnot funkce, jak ukazuje obr. 5. Na nákresně je zobrazen
graf funkce f : y =

√

2x+ 4 a na grafu je umı́stěn bod A. Stopy pat xA, yA kolmic
spuštěných z bodu A na souřadnicové osy pak při pohybu bodu A po grafu funkce
vykresluj́ı část definičńıho oboru a oboru hodnot.

Vědomosti žák̊u jsou výsledkem jejich poznáváńı, myšleńı i praktického expe-
rimentováńı a také jsou výsledkem řešeńı problémů. Zařazeńı uvedených postup̊u
za podpory dynamické geometrie či jiných technologíı posouvá výuku matematiky
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Obrázek 5. Vizualizace pojmů Df , Hf v GeoGebře.

v́ıce k experimentováńı, kdy žáci prostřednictv́ım dynamických vlastnost́ı techno-
logíı objevuj́ı nové poznatky. Můžeme tak pozorovat ve využ́ıváńı technologíı ve
školách posun směrem k podpoře učeńı žák̊u prostřednictv́ım matematických dis-
kuźı, které poskytuj́ı žák̊um př́ıležitost k formulováńı hypotéz i k jejich aktivńımu
prověřováńı [9].

Dynamické vlastnosti GeoGebry a daľśıch př́ıbuzných programů pomáhaj́ı žák̊um
objevovat i prověřovat hypotézy o vlastnostech matematických objekt̊u [7]. Některé
výzkumy dospěly k závěru, že žáci v dynamickém prostřed́ı formuluj́ı v́ıce rele-
vantńıch hypotéz, avšak nepocit’uj́ı potřebu objevené vztahy zd̊uvodňovat, nebot’

jsou d́ıky výkonnosti programu přesvědčeni o jejich platnosti [8]. Otázkou je, zda

”
autorita“ poč́ıtače nevede některé žáky k odporu k dokazováńı, či zda vhodně
prezentované problémy naopak podporuj́ı u žák̊u potřebu zd̊uvodněńı, jak také
dokládaj́ı daľśı výzkumy [13].

Obrázek 6. Objevováńı množiny bod̊u dané vlastnosti v
prostřed́ı GeoGebry.

Výkonné nástroje dynamické geometrie usnadňuj́ı žák̊um nalezeńı řešeńı problémů
a to i v př́ıpadě, kdy by k němu ve statickém prostřed́ı dospěli jen těžko. Uvažujme
úlohu o nalezeńı množiny všech bod̊u v rovině, která jsou těžǐsti pravoúhlých
trojúhelńık̊u se společnou přeponouAB. Pro úspěšné řešeńı si stač́ı žák̊um uvědomit,
že potřebuj́ı sestrojit pravoúhlý trojúhelńıkABC s přeponouAB, nalézt jeho těžǐstě
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a pomoćı nástroje Stopa zkoumat polohy těžǐstě při pohybu vrcholu C po Thaletově
kružnici nad pr̊uměremAB. Následně jim stopy bodu T vykresĺı kružnici se středem
ve středu přepony a procházej́ıćı těžǐstěm (obr. 6). Co však žáci z rysu př́ımo nezjist́ı,
pokud danou situaci nezkoumaj́ı podrobněji, je, že hledaná množina nezahrnuje ty
body z červeně vykreslené kružnice, které lež́ı na přeponě AB. Zkušenosti z reálné
výuky ukazuj́ı, že i když žáci dospěj́ı k objeveńı hledané množiny bod̊u jako v této
úloze, obvykle nejsou schopni nalezené řešeńı samostatně zd̊uvodnit.

Nelze tedy předpokládat, že častěǰśı využ́ıváńı technologíı automaticky vede
k lepš́ım výsledk̊um vzděláváńı. To dokládaj́ı i závěry analýz mezinárodńıch šetřeńı
matematické a informačńı gramotnosti PISA 2012 a ICILS 2013 v rámci České
republiky [4]. Výsledky těchto šetřeńı totiž ukázaly, že češt́ı žáci nadpr̊uměrně
využ́ıvaj́ı poč́ıtače k volnočasovým účel̊um ve srovnáńı s ostatńımi zeměmi. Při
porovnáńı mı́ry použ́ıváńı technologíı dle úspěšnosti základńıch škol a v́ıceletých
gymnázíıch v matematickém testu PISA bylo dále zjǐstěno, že na méně úspěšných
školách žáci použ́ıvaj́ı poč́ıtače k r̊uzným aktivitám v́ıce než žáci z velmi úspěšných
škol. V př́ıpadě použ́ıváńı poč́ıtače žáky doma se ukazuje, že žáci z velmi úspěšných
v́ıceletých gymnázíı využ́ıvaj́ı poč́ıtače v́ıce k př́ıpravě do školy či čteńı zpráv.
Přitom nižš́ı mı́ra použ́ıváńı poč́ıtače žáky ve škole na velmi úspěšných v́ıceletých
gymnázíı se projevila i v hodinách matematiky, jak dokládá tabulka na obr. 7.

Obrázek 7. Pod́ıl využ́ıváńı poč́ıtač̊u v hodinách matematiky dle
úspěšnosti škol v testu PISA.

Šetřeńı PISA tedy ukázalo, že
”
. . . žáci, kteř́ı v hodinách matematiky poč́ıtač

nepouž́ıvaj́ı (ani jejich učitelé), v matematice dosahuj́ı obecně lepš́ıho výsledku.
To může odrážet fakt, že v pokročileǰśıch hodinách matematiky je na poč́ıtače
spoléháno méně než ve v́ıce aplikovaných hodinách. Co se týče samotného rozd́ılu
mezi základńımi školami a v́ıceletými gymnázii, podobné závěry vyplývaj́ı opět
i z dat ICILS 2013.“ ([4], s. 10).

K obdobnému závěru dospěli odborńıci i při analýze výsledk̊u PISA v me-
zinárodńım měř́ıtku, nebot’ i zde se ukázalo, že integrace technologíı má pozitivńı
vliv pouze v určitých kontextech, např. je-li spojena s navýšeńım studijńıho času.

Závěr

V prostřed́ı technologíı lze žák̊um snadno zprostředkovat r̊uzné reprezentace ma-
tematických pojmů a vztah̊u, č́ımž technologie přisṕıvaj́ı k porozuměńı danému
učivu. I když řada výzkumů prokázala, že současné digitálńı technologie, jako je
GeoGebra či Computer Algebra System, maj́ı potenciál mı́t kladný vliv na kogni-
tivńı procesy žák̊u, patř́ı i dnes v našich školách k nejčastěǰśım zp̊usob̊um integrace
technologíı demonstrace učiva samotným učitelem bez větš́ıho zapojeńı žák̊u.

Na základě našich zkušenost́ı z výuky budoućıch učitel̊u i z výuky učitel̊u z praxe,
můžeme ř́ıci, že pokud tyto demonstrace nejsou doprovázeny vhodnými činnostmi
a otázkami, které vedou žáky k zamyšleńı nad předkládaným učivem či problémem,
neńı tento zp̊usob začleněńı digitálńıch technologíı efektivńı.
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Výzkumy i školská praxe ukazuj́ı, že je vhodné kombinovat tradičńı výuku s
výukou podporovanou technologiemi. Oba př́ıstupy, tradičńı i

”
poč́ıtačový“, se

vzájemně doplňuj́ı. Žáci by však neměli z̊ustat u pouhé vizualizace či experimen-
továńı, nebot’ nejsou-li tyto aktivity spojeny se zd̊uvodněńım, může žákovo pocho-
peńı z̊ustat na úrovni pouhého vjemu bez porozuměńı daným jev̊um a pochopeńı
souvislost́ı.
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zemı́. Brusel: Eurydice, 2011.

[7] Gawlick, T. On dynamic geometry software in the regular classroom. International Journal
on Mathematics Education, vol. 34, no. 3, 85–92, 2002.

[8] Gillis, J. M.: An investigation of student conjectures in static and dynamic geometry envi-
ronments. Auburn: Auburn University, 2005.

[9] Hegedus, S., Laborde, C., Brady, C., Dalton, S., Siller, H.S., Trgalova, J., Moreno-Armella,
L. Use of Technology in Upper Secondary Mathematics Education. ICME 13. Springer Open,
2016.
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