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DELENI KRUHU NA OBLASTI

MAREK VEJSADA

ABSTRAKT. V textu se zabyvaneSenim nasledujiciho problému: Zvolime na
kruznici ugity pocet bodi tak, aby jejich vzajemnym spojenim vznikBstivy,

z nichz se zadné&itnebo vice neprotinaji v jediném hkiodretivy tak rozdli
kruh na oblasti, jejichz get v zavislosti na piu zvolenych botl na kruznici
mé zajimal. Pro tento pet odvozuji rekurentni vzorec, ktery v zZaw
pievadim na vzorec pmo— tyclen.

Uvop

V tad® publikaci (nap. [2], [3]) je uvadn nasledujici fiklad jako ukézka uUlohy, kterd
neni jednoznaé zadanaJaké bude dalfislo v nasledujici posloupnostiipzenych
cisel?

1,2,4,8,16,???
Je zejmé, Ze wtSina lidi doplni misto otaznik¢islo 32, protoze ¥islech vidicleny
geometrické posloupnosti s kvocientem 2. Misto mitdzje vSak moZné doplnit dislo
31, podivame-li se ndisla ,jinyma @&ima“. Predstavme si kruh, na jehoz obvod
umigujeme postuph body. Spojeniméthto bodi vytvoiime #tivy. Predpokladejme
nasledujici:

Tvrzeni 1: Zadné ti nebo vice dtiv se neprotinaji v jednom bad

Pojdme nyni postuphzvySovat péet bodi na obvodu kruhu a sledovat, jak vzniklé
tétivy rozckluji kruh na oblasti:

Jeden bod na obvodu kruhu nevyivéadnou &tivu. Kruh neni rozdlen a jednim
bodem je tudiz vymezena jedna oblast (cely kruh).

OBRAZEK 1. Paet oblasti - 1 bod na obvodu

Keywords and phrase®éleni, kruh, séna, oblast, posloupnost, rekurentni vzorec, vzprec
n—tyclen.
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Dva body na obvodu kruhu vyttigednu &tivu a ta rozdli kruznici na d¥¢ oblasti (d¢
kruhové Usee).

OBRAZEK 2. Pczet oblasti - 2 body na obvodu

Tti body na obvodu kruhu vytvotii tétivy a tedyctyii oblasti kruhu (jeden trojahelnik
a ti kruhové Usée).

OBRAZEK 3. Pazet oblasti - 3 body na obvodu

Ctyii body na obvodu kruhu vytvbSest &tiv a osm oblastictyti trojuhelniky agtyfi
kruhové Usee).

OBRAZEK 4. Pczet oblasti - 4 body na obvodu

Zatim nam tedy vychéazi (vezmeme-li v Gvahédqimblasti) posloupnost 1, 2, 4, 8.
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Jak bude posloupnost pokowat? Je mozné najitéjaky vztah pro zavislost tu
oblasti na p&u bodi na obvodu kruhu? Hledani odgol na tyto otazky je i@dnetem
tohotoglanku.

1. REKURENTNIHO VZTAHU

1.1. Pi#idame paty bod G

Pridanim patého bod®s ziskdme dalSiétivy. Proberme si postugnkolik se objevi
novych oblasti.

Tétiva 050, generuje ve smyslu tvrzeni 1 dva novésgtiky P; aP, a celkemit nové
oblasti, které jsou vyziany bareva.

OBRAZEK 5. Paset novych oblasti <tiva 050,

Tétiva 0505 Vvytvori s jiZz existujicimi gtivami priseiiky Q, a Q.. Ziskame tak dalsfit
nové oblasti, které jsou vyzéeny oranzovou barvou.

OBRAZEK 6. Patet novych oblasti <tiva 0504

Dv¢ noveé &tivy 050, a050, neprotnou zadnou z jiz existujicialtiv, ziskame tak dv
nové oblasti. Kazda ze zndimych dvou &tiv prispéje jednou novou oblasti.
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OBRAZEK 7. Pcaet novych oblasti <tivy 050, a050,

Shimme si situaci poifdani patého bodQs;
Paty bod definuje celketyti nové gtivy a 3 + 3 + 2 nové oblasti, spolu s osmi oblastm
pro ¢tyii body dostavame 16 oblasti pr@tpbodi na obvodu kruhu. Dojiine nasi
posloupnost @islo 16:
1,2,4,816

1.2. Pridame Sesty bod @

Jak se projevi @deni kruhu pidanim Sestého bodu?fivou 0,0, Ziskame iti nové
praseiky této Etivy se stavajicimidivami. Musime samdejme vzit v Gvahu tvrzeni 1.
Ziskame celkenityfi nové oblasti.

OBRAZEK 8. Patet novych oblasti <tiva 0,0,

Postupujme s dalSimi #wma novymi &tivami 0,05 a 040, jiz trochu rychleji —
stejnym zfisobem jako vifedchozich odstavcich. Na nasledujicich obrazcich 20
vidime, Ze pibude celkem ¢ (fialové) actyfi (oranZzové) nové oblasti, dohromady &ev
novych oblasti:
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OBRAZEK 10.Nové oblasti -dtiva 040,

Tetivy OgO; a 005 neprotnou Zzadné ostatritivy. Ziskame tak d¥ nové oblasti
cervené barvy.

OBRAZEK 11.Nové oblasti -dtivy Os0; aOgOs

Pridanim Sestého bod@g na obvod kruhu podle tvrzeni 1 ziskame navic 4 + 2
oblasti, tedy 15. \fac ¢isel 1, 2, 4, 8, 16 budeme pokoaatcéislem 15 + 16 = 31, mame
tedy:

1,2,4,8,1631

Tim jsme vysytlili doplnéni ¢iselnérady z avodu.
Jak bude pokigvat tato posloupnostiganim sedmého bodu?
Jak bude poki@vat tato posloupnostiganimn — tého bodu?



118 MAREK VEJSADA

1.3. Priprava na odvozeni rekurentniho vztahu pomoci bod®,

Pridame bodO- a sestrojimestivu 0,0, podle obrazku 12. Tatetiva rozcli body na
obvodu kruhu na dvskupiny:
A) Tti bodyO,, O, aO;3 (,vlevo®)
B) Dva bodyOs a Og (,vpravo")

OBRAZEK 12.Rozdleni bodi na kruznici &tivou 0,0,

Diky tomuto rozdleni odvodime peet priseiki tétivy O,0, s ostatnimi dtivami:
Kazdy bod ,vlevo" nfizeme spojit s libovolnym bodem ,vpravo“, a kazdto tapojnice
protne naSiétivu O,0,, protoze plati tvrzeni 1. Ziskame tak2 = 6 praseiiki s nasi
tétivou a ve smyslu jf@dchozich Gvah dostanerBe2 + 1 = 7 novych oblasti, jak je
mozné vidt na obrazku 13. Situaci zapiSeme do tabulky 1oBogm zgisobem budeme
pcXitat prisetiky dalSich &tiv s krajnim bodenD; a budeme pokt@avat ve vyphovani

tabulky 1 (tabulka 2).

OBRAZEK 13.Nové oblasti -dtiva 0,0,

tétiva body vpravo| body vlevo psetiki | novych oblasti
0704 2 3 2:3=6 7

O/0s
0705
0/0;
0/0,
O:0¢

TABULKA 1.Bilance - &tiva 0,0,
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Op

OBRAZEK 14.Rozdleni bodi na kruZnici &tivou 0,05

tétiva body vpravo  body vievo peatiki novych oblasti
0,05
0,0,
0,0,
0,05

TABULKA 2.Bilance - &tiva 0,04

Dalsi kroky provadime analogicky, z Uspornyctivabtii je preska@ime, podrobny
postup v [6]. Kompletni situace, kterou ziskamigdgmim boduO,, je popsana v
nasledujici tabulce.

tétiva body vpravo  body vlevo psesiki novych oblasti

TABULKA 3. Uplna bilance poiidani bodw,

M ove v

Seiteme-li nové oblasti, ziskamdslo 26, které kdyz icteme k pedchozimu pé&tu
31, ziskdme pra = 7 celkem 57 oblasti kruhu.

1.4. Obecny rekurentni vzorec pro no¥ pridany bod O,

Zname pdet oblasti pror — 1 bodi. Ozn&me tento peetp(n — 1). Fridamen-ty bod
0, a budeme hledat vztah proget oblastip(n), pricemzn je libovolné girozenécgislo
VESi
nez 1:

¢ p(m) =p(n—-1)+qm); p(1) =1, ne€ N — {1},
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kde q(n) je paet novych oblasti, které ziskdmeidanim n-tého bodu. Budeme
postupovat stef jako v kapitolel.3, ve které jsme komentovaliigani sedmého bodu.
Nyni piislusné Gvahy zobecnime.

Spojme novy bod, s rekterym z gedchozich boil0,, kdek je index bodu. Je to
prirozenécislo wtsi nebo rovno jedné a mensi mezSestrojime takétivu 0,0,. Paset
bodx ,vlevo" od tétivy 0,0, (ve smyslu Uvah v kapitolé.3 obrazek 11) ja — k — 1,
poet bod ,vpravo“ je k — 1. Zkontrolujte si tyto obecné vyrazy v tabulce Po(pSechny
fadky!) podle nasledujiciho vzoru:

Uvazujme nagiklad tretiradek, kden = 7 ak = 3:
Patet bodi ,vpravo“ od ttivy 0,05 je7 —3 —1 = 3.
Patet bodi ,vlevo“ od ttivy 0,05 je3 — 1 = 2.

Poset piisetiki pro ttivu 0,0, je(n —k — 1) - (k — 1).
Paset novych oblasti prativu 0,0, je

(2) gk)=(n—-k-1)-(k—-1)+1, neN-{1}

Nyni sé&teme vSechny nové oblasti pro vSech#iwy vedené z bodo,;:

n-1 n-1

@ 4= ) g =Y [(r-k=1D-k-D+1]; neN-{1)
k=1 k=1

Upravime nyni vyraz(n) uvedeny ve (3) roznasobenim zavorek na tvar

4 qmn)= ) 2—-n+nk—k=?); neN-{1},

k=1

ktery prepiSeme na vyraz

n-1  n-1  n-1 n-1
(5) q(n)=22—2n— nk— ) k% neN-{1}.
k=1 k=1 k=1 k=1

Postups seteme jednotlivé vyrazy na praveé sttan

-1

2=2+2+4+2+-+ 2 (celkem(n — 1)krat) = 2(n — 1)

B

S
(M|
Y

n=n+n+n+--+n(celkem(n — 1)krat) = n(n — 1)

S
(M|
Y

n—1 1
k=1+2+3+---+(n—1)=T(1+(n—1))=§n(n—1)

=1

=

Pro souet ¢isel od jedné dén — 1) jsme pouzili vzorec pro séet prvnich(n — 1)
¢lenia aritmetické posloupnosti s diferenci 1 a prvrdliBnem 1, viz nap [4]. Odtud pak

plyne:
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n-1
n—1
anzn-[1+2+3+-~-+(n—1)]=n- >
k=1
Pro sodet druhych mocnin prvnictn — 1) pfirozenych ¢isel jsem pouzil vzorec,
ziskany nap v [5].

(1+(n-1)= %nz(n -1

n-1 1
D k=== Dn@n-1)
k=1
Predchozi rovnosti dosadime do vztahu (5):
1 1
gn)=2n—-1)—nn—-1)+ En(n -1) - g(n —Dn@2n-1)

Vyraz na pravé str@&nroznasobime, geme odpovidajickleny a pevedeme na
spol&ného jmenovatele. Ziskame vztah:

(6) q(n) =%(n3—6n2+17n—12); neN-—{1}

Hledany obecny rekurentni vztah proépboblastip(n) ziskame dosazenim vztahu (6)
do vzorce (1):

1
(7) p(n)=pn—-1) -i-g(n3 —-6n2+17n—12); p(1) =1, ne N — {1}
Posledni vzorec je moznédiit pomoci Gdaj z tabulky 3.

2. VYJADRENI POCTU OBLASTI VZORCEM PRON-TY CLEN POSLOUPNOSTI

Vyjdeme z rekurentniho vztahu (7):
1
p(n) =p(n-—1) +E(n3 —6n2+17n—12); p(1) =1, ne N - {1}
Vzorec pron-ty ¢len posloupnostp(n) budeme hledat ve tvaru mnatenu étvrtého
stupre:

(8) pm)=an*+bn®+cn®’+dn+e

Koeficientya, b, c,d, e € R uréime ze znamych udagiskanych z rekurentniho vzorce
(7) nebo z tabulky 2:

p()=1 = a+b+c+d+e=1
p2Q)=2 = 16a+8b+4c+2d+e=2
p(3)=4 = 8la+27b+9c+3d+e=4
p(4) =8 = 256a+64b+16¢c+4d+e=8

Resime soustavuép rovnic o gti neznamych, nap dosazovaci metodoResenim
této soustavy jsou koeficienty:
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= = “To YTy °T

Po dosazeni koeficieintdo rovnice (8) a jeji nasledné Uptadostaneme hledany
vzorec pron-ty ¢len posloupnosti pitu oblasti, na které je roZién kruh ttivami
vedenymi zn obvodovych bodt

1
9) p(n) = 22 (n* —6n3 +23n% — 18n + 24)

Tento vzorec je hledanym vzorcem proty ¢len posloupnosti @ujici paset oblasti,
které vzniknou roz&lenim kruhu diky &ivam vedenych s obvodovych biod

ZAVER

V Gvodu jsme si stanovili Ukol najit vztah, ktery limozioval ugit pocet oblasti
definovanychdtivami kruZnice v zavislosti na ptu bodi na kruznici i platnosti tvrzeni
1, Ze zadnétitnebo vice dtiv se neprotinaji v jednom b&dvztah (9) a nasledna kontrola
pro dostupné udaje ukazuji, Zze byl kol gpln

Nabizi se otazka, je-li rekurentni metoda odvozeméhu (9) prezentovana v tomto
¢lanku jedina. Jak je mozné zjistit v [1], vzorec) (2e odvodit i jinym zfsobem
zantfenym vice na kombinatoriku s vyuzitinikolika topologickych prvi.

Acknowledgment. Ch&l bych pod&kovat Mgr. Romanovi HaSkovi, PhD. za cenné
postehy a pipominky @i psani nejen tohotdanku.
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