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Abstrakt. Vhodná vizualizace matematického pojmu může pomoci k jeho
lepš́ımu pochopeńı. Článek na praktickém př́ıkladu ze sťredoškolské matema-
tiky ukazuje, jak by bylo možné ve výuce využ́ıt vizuálńıch d̊ukaz̊u a t́ım
žák̊um poskytnout nový pohled na prezentované matematické pojmy, a také
na matematické d̊ukazy.
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Úvod

Argumentace, ověřováńı a dokazováńı jsou ned́ılnou součást́ı matematiky. Hraj́ı
nezastupitelnou roli nejen při budováńı a systematizaci matematických pojmů, ale
také při porozuměńı matematice a jej́ı interpretaci. Argumentace a dokazováńı
a r̊uzné zp̊usoby využit́ı těchto technik ve výuce matematiky jsou velice disku-
tovanými tématy mezi vyučuj́ıćımi a experty na vzděláváńı [4]. Dopad kvalitńı
pr̊upravy v argumentaci a ověřováńı sahá daleko za hranice matematiky. Jestliže si
žáci uvědomı́, jak d̊uležité je ověřovat r̊uzná tvrzeńı týkaj́ıćı se manipulace s č́ısly,
může jim to např́ıklad v budoucnu pomoci odpovědně řešit své osobńı finance [14].

Významný př́ınos pro dokazováńı v matematice mělo zajisté zavedeńı poč́ıtač̊u.
Zat́ımco systémy poč́ıtačové algebry (CAS) a programy dynamické geometrie (DGS),
jsou dnes v matematickém vzděláváńı plně akceptovány, pozornost se obraćı k pro-
gramům pro automatické dokazováńı matematických vět [11, 13]. Př́ınos automa-
tického dokazováńı pro matematiku je evidentńı. Otázkou však z̊ustává, jak tuto
metodu vhodně využ́ıt při výuce matematiky.

Role d̊ukaz̊u v matematickém vzděláváńı je stále předmětem odborných dis-
kuśı a neńı zdaleka vyřešena [4]. Je třeba si proto ujasnit, co je myšleno pojmem

”
d̊ukaz“ v tomto článku. Zat́ımco z pohledu akademické matematiky je d̊ukaz
chápán čistě formálně, jako postup založený na pravidlech matematické logiky, z hle-
diska vzděláváńı se tento pojem chápe poněkud š́ı̌reji. Při vyučováńı matematice
se někdy k dokazováńı využ́ıvá i geometrických model̊u, které se nazývaj́ı

”
vizuálńı

d̊ukazy“. A právě využit́ım těchto vizuálńıch d̊ukaz̊u se zabývá tento článek. Proto
i pojem

”
d̊ukaz“ je zde chápán z druhého zde zmı́něného pohledu.

1. Důkazy beze slov

Obrázky a schémata hraj́ı d̊uležitou roli v procesu pochopeńı r̊uzných matema-
tických pojmů. Nav́ıc, vhodné schéma nebo obrázek může být použit jako vizuálńı
d̊ukaz některé geometrické vlastnosti nebo věty. A neńı to pouze záležitost týkaj́ıćı
se geometrie. Také algebraické myšlenky často maj́ı přirozené geometrické reprezen-
tace. Vhodný obrázek dokáže zprostředkovat velké množstv́ı informaćı zorganizo-
vaných podle souboru smysluplných vztah̊u. Tyto tzv.

”
d̊ukazy beze slov“ bývaj́ı pro

studenty v́ıce atraktivńı a srozumitelné, než klasické algebraické d̊ukazy. Nicméně
je nutné si uvědomit i některá rizika, která představuj́ı. Předevš́ım u statických
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obrázk̊u je velké riziko toho, že vlastnosti, které zde můžeme pozorovat, nemuśı
mı́t obecný charakter [17]. Daľśım nedostatkem v porovnáńı s klasickými d̊ukazy
může být i to, že tyto statické obrázky nezachycuj́ı sled myšlenek vedoućı k d̊ukazu,
ale pouze výsledek. Tyto nevýhody mohou být odstraněny, nebo alespoň minima-
lizovány, použit́ım softwaru dynamické geometrie. Neustálé vylepšováńı vlastnost́ı
systémů dynamické geometrie umožňuje ověřovat r̊uzná tvrzeńı nebo vytvářet dy-
namické vizuálńı d̊ukazy. Předevš́ım pak využit́ı posuvńıku může hrát roli jakéhosi
mediátora mezi argumentaćı a d̊ukazem. Nav́ıc, tento nástroj nab́ıźı student̊um
možnost opakovaně pohybovat s obrázkem tam a zpět, což jim lépe umožňuje po-
chopit podstatu zobrazeného sděleńı a usnadňuje jim tak snáze přenést svou empi-
rickou zkušenost do teoretické roviny [4].

2. Historie d̊ukaz̊u beze slov

”
Důkazy beze slov“ nejsou samozřejmě nič́ım novým. Jejich výskyt lze vysledovat

již v dávné minulosti. Např́ıklad v 6. stolet́ı př. n. l. stař́ı Řekové z ostrova Aigina
použ́ıvali k placeńı stř́ıbrné mince, na jejichž zadńı straně byl geometrický d̊ukaz
beze slov pro rovnost (a+b)2 = a2+2ab+b2 [6]. Je to také velice pěkná ukázka toho,
že matematika je součást́ı každodenńıho života už od dávných dob. Stejný obrázek
později, okolo roku 300 př. n. l., použil i Eukleides ve svých Základech, kde jej však
interpretuje čistě geometricky:

”
Když se úsečka libovolně rozděĺı, čtverec z celé rovná

se čtverc̊um z úseček a dvojnásobnému pravoúhelńıku úsečkami sevřenému“ [3].

Obrázek 1. Anglický kolorovaný překlad Eukleidových Základ̊u
z roku 1847 [1]

3. Současnost d̊ukaz̊u beze slov

V dnešńı době se můžeme v řadě publikaćı setkat s mnoha
”
d̊ukazy beze slov“

r̊uzných matematických vět či vlastnost́ı. Asi nejznáměǰśı z nich jsou knihy od
Rogera Nelsena [9, 10], které jsou kolekćı vynikaj́ıćıch d̊ukaz̊u z r̊uzných oblast́ı
matematiky. Bohužel, jejich jedinou nevýhodou, jak to tak nevyhnutelně u všech
tǐstěných materiál̊u bývá, je jejich statický charakter. V tomto ohledu maj́ı výhodu
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r̊uzné specializované webové stránky, na kterých můžeme nalézt dynamické
”
d̊ukazy

beze slov“.
Jako prvńı uved’me stránku [5], věnovanou programu Java Geometry Expert

(JGEX). Tento systém, který je stále vyv́ıjen a zdokonalován, spojuje vizuálńı dy-
namickou prezentaci d̊ukaz̊u se softwarem dynamické geometrie a se softwarem pro
automatické dokazováńı. Krom jiného je zde prezentována v́ıce jak stovka vizuálńıch
d̊ukaz̊u vytvořená t́ımto programem. Zaj́ımavý projekt, který nab́ıźı interaktivńı
ilustrace mnoha pojmů z r̊uzných obor̊u nalezneme na [20]. V sekci věnované mate-
matice lze nalézt i řadu velice pěkných dynamických d̊ukaz̊u. Daľśı stránku, která
nab́ıźı mnoho problémů z r̊uzných odvětv́ı matematiky, některé z nich následované
dynamickými vizuálńımi d̊ukazy, nalezneme na [2].

4. Důkazy na středńı škole

Jak už zde bylo zmı́něno, argumentace a dokazováńı hraj́ı v matematice a jej́ı
výuce nezastupitelnou roli. Kromě skutečnosti, že tyto techniky formuj́ı matema-
tiku jako vědu, slouž́ı také jako prostředek pro předáváńı matematických zna-
lost́ı a procvičováńı logického uvažováńı. Učitelé, odborńıci na vzděláváńı i vládńı
činitelé si tyto d̊uležité role argumentace a dokazováńı plně uvědomuj́ı. Proto jsou
také tyto techniky zakotveny v Rámcovém vzdělávaćım programu pro gymnázia
(RVP) [16]. V obecné části RVP, v pasáži věnované kĺıčovým kompetenćım, je
u kompetećı k řešeńı problémů uvedeno:

”
Žák kriticky interpretuje źıskané po-

znatky a zjǐstěńı a ověřuje je, pro své tvrzeńı nacháźı argumenty a d̊ukazy, formu-
luje a obhajuje podložené závěry.“ U kompetenćı komunikativńıch:

”
Žák použ́ıvá

s porozuměńım odborný jazyk a symbolická a grafická vyjádřeńı informaćı r̊uzného
typu.“ V části věnované vzdělávaćı oblasti matematika a jej́ı aplikace je hned prvńı
sekce nazvána

”
Argumentace a ověřováńı“, ve které jsou očekávany tyto výstupy:

”
Žák čte a zapisuje tvrzeńı v symbolickém jazyce matematiky, už́ıvá správně logické

spojky a kvantifikátory, rozlǐśı definici a větu, rozlǐśı předpoklad a závěr věty, rozlǐśı
správný a nesprávný úsudek, vytvář́ı hypotézy, zd̊uvodňuje jejich pravdivost a ne-
pravdivost, vyvraćı nesprávná tvrzeńı, zd̊uvodňuje sv̊uj postup a ověřuje správnost
řešeńı problému.“

Ačkoliv jsou kladeny od autorit tyto požadavky, mnoho středoškolských student̊u
nemá matematické d̊ukazy rádo. Většina z nich považuje matematické d̊ukazy za
obt́ıžné a zbytečné. Raději matematické větě rovnou věř́ı, než aby ji dokázali. Na
jedné straně je potěšitelné, že studenti d̊uvěřuj́ı své učitelce či učiteli a informace,
které jim sděluje, považuj́ı apriori za pravdivé, ale na druhé straně, určitý stupeň
pochybnost́ı je hnaćı śılou poznáńı.

Naj́ıt všechny d̊uvody, proč jsou matematické d̊ukazy u středoškolák̊u neobĺıbené,
neńı snadný úkol. Jedńım z těchto d̊uvod̊u mohou být např́ıklad učebnice, které se
k výuce použ́ıvaj́ı. Ty většinou obsahuj́ı algebraické d̊ukazy a to jak u algebraických
vět, tak i u geometrických. Přitom algebraické myšlenky často maj́ı i přirozené
geometrické reprezentace [17]. Daľśı d̊uvody, které by mohly obĺıbenost d̊ukaz̊u
ovlivnit, jsou např́ıklad osobnost učitele, využit́ı poč́ıtač̊u, či jiných technologíı ve
výuce atd.. At’ už zde ale zmı́ńıme cokoli, je jasné, že kĺıčovým faktorem ve zvýšeńı
zájmu student̊u o dokazováńı je jejich motivace.
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5. Vhodná vizualizace

Geometrickou představivost je nutné u student̊u systematicky rozv́ıjet už třeba
jen proto, že ji lze využ́ıt při práci v mnoha profeśıch [8]. Neńı d̊uležité pouze na-

kreslit si obrázek, ale nakreslit si SPRÁVNÝ obrázek. Na jednoduchém př́ıkladě
rovnoramenného trojúhelńıku si ukážeme, jak může odlǐsná geometrická reprezen-
tace ovlivnit př́ıstup k řešeńı problému.

V článku [7] je prezentován problém, který byl zadán absolvent̊um základńı školy
a student̊um učitelstv́ı:

Vypoč́ıtejte obsah pravidelného dvanáctiúhelńıku vepsaného do kružnice o po-
loměru r.

Autor zde poukazuje na to, že jen velice málo student̊u odhalilo, že trojúhelńıky,
ze kterých je pravidelný dvanáctiúhelńık složen, se daj́ı chápat jako trojúhelńıky
se základnou délky r a př́ıslušné výšky 1

2
r (obr. 2), č́ımž by relativně jednoduše

odhalili správné řešeńı S = 12 · 1

2
r2sin30◦ = 3r2. Vina za tento deficit je autorem

přikládána ńızké matematické kultuře řešitel̊u.

Obrázek 2. Rovnoramenné trojúhelńıky, ze kterých se skládá
pravidelný dvanáctiúhelńık [7]

Když se ovšem zamysĺıme nad t́ım, jakým zp̊usobem jsou žáci seznamováni s pro-
blematikou rovnoramenného trojúhelńıku, nebude se zdát výše uvedený výsledek
zas tak překvapivý. V [18] je uvedeno:

”
rovnoramenný trojúhelńık – trojúhelńık,

který má alespoň dvě strany shodné. Dvě shodné strany tvoř́ı ramena, třet́ı strana
je základna trojúhelńıku“ (obr. 3a)). Docháźı zde totiž ke konfliktu standardńıho
názvoslov́ı. Zat́ımco u obsahu trojúhelńıku je pojmem

”
základna“ myšlena kterákoliv

strana trojúhelńıku (
”
Obsah trojúhelńıku se rovná základna krát výška lomeno

dvěma“), u rovnoramenného trojúhelńıku je t́ım myšlena pouze ta strana, která
má r̊uznou délku. Při výpočtu obsahu rovnoramenného trojúhelńıku pak nebývá
problém, jestliže je zadána délka základny a k ńı př́ıslušná výška (obr. 3b)). Jiná
situace však nastává, jestliže je dána délka ramen a velikost úhlu, který sv́ıraj́ı
(obr. 3c)). Klasickým řešeńım, které použ́ıvá v tomto př́ıpadě mnoho žák̊u, je
rozděleńı trojúhelńıku př́ıslušnou výškou na dva pravoúhlé trojúhelńıky. Pak využij́ı
některou z goniometrických funkćı k výpočtu výšky vc = a · cosγ

2
(resp. poloviny
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základny c

2
= a·sinγ

2
), z Pythagorovy věty ( c

2
)2 = a2−v2

c
dopoč́ıtaj́ı délku základny

(resp. výšky) a nakonec s využit́ım známého vzorce S = 1

2
c·vc dostanou požadovaný

výsledek. Tento postup je samozřejmě z formálńıho hlediska naprosto v pořádku,
ale je čistě mechanický.

a) b) c)

Obrázek 3. Rovnoramenný trojúhelńık

Ukažme si nyńı, jak může vhodný nákres změnit náš pohled na problém a t́ım
i ovlivnit složitost řešeńı. Stač́ı když trojúhelńıkem ABC otoč́ıme např. v rotaci
R(A, π − α) (obr. 4a)). Rázem máme trojúhelńık, kde základnu tentokrát tvoř́ı
jedna ze shodných stran rovnoramenného trojúhelńıku. Jestliže si zde vyznač́ıme
i př́ıslušnou výšku va (obr. 4b)) k této straně, můžeme pak obsah troúhelńıku ABC
jednoduše vyjádřit jako S = 1

2
a · a · sinγ = 1

2
a2sinγ.

a) b)

Obrázek 4. Rovnoramenný trojúhelńık

6. Ukázkový př́ıklad

Jak zde bylo ukázáno, vhodná vizualizace matematického problému může zcela
změnit př́ıstup k jeho řešeńı. Daľśı d̊uležitou roli může vhodná geometrická repre-
zentace sehrát i při zaváděńı nových matematických pojmů. Zde uvedený př́ıklad je
vybrán z látky středoškolské matematiky. Na jedné matematické větě jsou ukázány
tři r̊uzné typy k d̊ukaz̊u - algebraický, statický geometrický a dynamický geomet-
rický.

V učebnici matematiky pro gymnázia [12] jsou společně uvedeny i dokázány
následuj́ıćı věty pro goniometrické funkce:
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Věta 6.1. Pro všechna reálná č́ısla x, y plat́ı

sin(x+ y) = sinx · cosy + cosx · siny (1)
sin(x− y) = sinx · cosy − cosx · siny (2)
cos(x + y) = cosx · cosy − sinx · siny (3)
cos(x − y) = cosx · cosy + sinx · siny (4)

Věta 6.2. Pro každé x ∈ R : cos(π
2
− x) = sinx a sin(π

2
− x) = cosx.

Algebraický d̊ukaz prvńıho součtového vzorce 6.1(1), který je v [12] uveden, je
založen na tvrzeńı pomocné věty 6.2 a na platnosti ostatńıch součtových vzorc̊u
6.1(2-4).

D̊ukaz. 6.1 (1) Využijeme 6.2 a 6.1(4): sin(x+ y) = cos[π
2
− (x+ y)] =

= cos[(π
2
−x)−y)] = cos(π

2
−x)·cosy+sin(π

2
−x)·siny = sinx·cosy+cosx·siny,

což jsme měli dokázat. �

Samotný d̊ukaz 6.1(1) neńı př́ılǐs složitý, ale je d̊uležité si uvědomit, že vycháźı
ze vzorce 6.1(4), jehož d̊ukaz je dlouhý přes dvě strany učebnice [12] a krom jiného
se také oṕırá o otočeńı soustavy souřadné, což bývá pro studenty velice obt́ıžný
krok.

V již zmiňovaném článku [7] je uveden velice pěkný geometrický d̊ukaz (obr. 5)
zároveň pro věty 6.1(1) i 6.1(2):

Obrázek 5. Statický geometrický d̊ukaz 6.1(1) a 6.1(2) [7]

Jeho slabá stránka tkv́ı v tom, že je omezen pouze na úhly α a β, jejichž součtem
je ostrý úhel. Avšak přináš́ı zase jiný pohled na daný problém a nav́ıc nab́ıźı pro-
pojeńı goniometrie a trigonometrie. Toto propojeńı mezi r̊uznými matematickými
tématy, která ve většině učebnic chyb́ı d́ıky jejich monotematické koncepci, jsou
přitom v procesu učeńı kĺıčová. Pomáhaj́ı žák̊um zasadit daný pojem do širš́ıch
souvislost́ı.

Posledńı prezentovaný d̊ukaz (obr. 6) je také geometrický, ale je dynamický,
vytvořený pomoćı open-source software GeoGebra [21].
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Obrázek 6. Dynamický geometrický d̊ukaz 6.1(1) [22]

Stejně tak jako předchoźı d̊ukaz i tento je koncipován tak, že u něj docháźı
k propojeńı r̊uzných matematických témat. Tentokrát jde o propojeńı poznatk̊u
z planimetrie a z goniometrie. Předpokládá se zde znalost vzorce pro výpočet ob-
sahu kosočtverce S = a2sinα. Je možné, že žáci se s t́ımto vzorcem dř́ıve nesetkali.
Protože např́ıklad v [15] mezi vzorci pro výpočet obvodu a obsahu rovinných ob-
razc̊u tento vztah uveden neńı. Neńı však problém, aby si ho žáci v rámci př́ıpravy
sami odvodili. Mohou k tomu např́ıklad využ́ıt dynamický d̊ukaz [23], který je
znázorněn na obrázku 7.

Závěr

V tomto článku jsem se pokusila ukázat, jak může vhodná vizualizace pomoci při
řešeńı matematických problémů i objasněńı matematických pojmů. Na konkrétńım
př́ıkladě jsem naznačila, jak by se mohlo při výuce využ́ıt

”
d̊ukaz̊u beze slov“,

které by mohly kromě lepš́ıho pochopeńı matematických pojmů také pomoci rozvi-
nout argumentačńı schopnosti a přispět k rozvoji geometrického myšleńı. Některé
daľśı př́ıklady lze nalézt v [19]. Zařazeńı těchto materiál̊u do vyučováńı s sebou ale
přináš́ı i požadavky na změnu v př́ıstupu k učeńı jak od žák̊u, tak i od učitel̊u. Ze
strany žák̊u je to např́ıklad aktivńı zapojeńı do výuky, argumentace při objevováńı
nových vlastnost́ı a obhajováńı svých řešeńı nebo využit́ı nabytých znalost́ı v širš́ım
kontextu. Od učitel̊u tento př́ıstup vyžaduje např́ıklad změnu výukových metod a
hodnoceńı, volbu vhodných témat. Tyto požadavky se jev́ı jako zřejmé, ale k je-
jich přesné identifikaci je třeba v tomto směru provést seriózńı šetřeńı. Proto také
výzkum, který bude součást́ı mé disertačńı práce, bude zaměřen na tuto problema-
tiku.
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Obrázek 7. Dynamický geometrický d̊ukaz pro vzorec na výpočet
obsahu kosočtverce [23]
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[17] Proof [online] [cit. 2013-01-05]. Dostupné z http://www2.edc.org/makingmath/handbook/teacher/proof/proof.asp
[18] Slovńık školské matematiky. Praha: SPN, 1981.
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