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VIZUALNI DUKAZY VE VYUCE MATEMATIKY

IRENA STRAUSOVA

ABSTRAKT. Vhodné vizualizace matematického pojmu muze pomoci k jeho
lepsimu pochopeni. Cldnek na praktickém piikladu ze stiedoskolské matema-
tiky ukazuje, jak by bylo mozné ve vyuce vyuzit vizudlnich dukazu a tim
zékum poskytnout novy pohled na prezentované matematické pojmy, a také
na matematické dukazy.

UvoD

Argumentace, ovérovani a dokazovani jsou nedilnou soucasti matematiky. Hraji
nezastupitelnou roli nejen pfi budovéani a systematizaci matematickych pojmu, ale
také pfi porozuméni matematice a jeji interpretaci. Argumentace a dokazovani
a ruzné zpusoby vyuziti téchto technik ve vyuce matematiky jsou velice disku-
tovanymi tématy mezi vyucujicimi a experty na vzdélavéni [4]. Dopad kvalitn{
prupravy v argumentaci a ovéfovani saha daleko za hranice matematiky. Jestlize si
zéaci uvédomi, jak dulezité je ovérovat ruzné tvrzeni tykajici se manipulace s ¢isly,
muze jim to naptiklad v budoucnu pomoci odpovédné fesit své osobni finance [14].

Vyznamny piinos pro dokazovani v matematice mélo zajisté zavedeni pocitacu.
Zatimco systémy pocitacové algebry (CAS) a programy dynamické geometrie (DGS),
jsou dnes v matematickém vzdélavani plné akceptovany, pozornost se obraci k pro-
gramum pro automatické dokazovani matematickych vét [I1 13]. Pfinos automa-
tického dokazovani pro matematiku je evidentni. Otdzkou v8ak zustava, jak tuto
metodu vhodné vyuzit pfi vyuce matematiky.

Role diukazi v matematickém vzdélavani je stile predmétem odbornych dis-
kusi a neni zdaleka vyfesena [4]. Je tfeba si proto ujasnit, co je mySleno pojmem
odikaz“ v tomto ¢lanku. Zatimco z pohledu akademické matematiky je dukaz
chépan cisté formalné, jako postup zalozeny na pravidlech matematické logiky, z hle-
diska vzdélavani se tento pojem chape ponékud sifeji. Pfi vyucovani matematice
se nékdy k dokazovani vyuziva i geometrickych modelu, které se nazyvaji ,,vizualni
dukazy“. A praveé vyuzitim téchto vizualnich dukazu se zabyva tento ¢lanek. Proto
i pojem ,dukaz* je zde chdpan z druhého zde zminéného pohledu.

1. DUKAZY BEZE SLOV

Obrazky a schémata hraji dulezitou roli v procesu pochopeni ruznych matema-
tickych pojmiu. Navic, vhodné schéma nebo obrazek muze byt pouzit jako vizualni
dukaz nékteré geometrické vlastnosti nebo véty. A neni to pouze zélezitost tykajici
se geometrie. Také algebraické myslenky ¢asto maji pfirozené geometrické reprezen-
tace. Vhodny obrézek dokéze zprostifedkovat velké mnozstvi informaci zorganizo-
vanych podle souboru smysluplnych vztahu. Tyto tzv. ,dukazy beze slov* byvaji pro
studenty vice atraktivni a srozumitelné, nez klasické algebraické dikazy. Nicméné
je nutné si uvédomit i nékterd rizika, ktera predstavuji. Pfedevsim u statickych
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obrazku je velké riziko toho, ze vlastnosti, které zde muzeme pozorovat, nemusi
mit obecny charakter [I7]. Dalsim nedostatkem v porovndni s klasickymi dukazy
muze byt i to, ze tyto statické obrazky nezachycuji sled myslenek vedouci k dukazu,
ale pouze vysledek. Tyto nevyhody mohou byt odstranény, nebo alesponn minima-
lizovany, pouzitim softwaru dynamické geometrie. Neustalé vylepSovani vlastnosti
systému dynamické geometrie umoznuje ovérovat ruzné tvrzeni nebo vytvaret dy-
namické vizualni diukazy. Pfedevsim pak vyuziti posuvniku muze hrat roli jakéhosi
medidtora mezi argumentaci a dukazem. Navic, tento nastroj nabizi studentium
moznost opakované pohybovat s obrazkem tam a zpét, coz jim lépe umoznuje po-
chopit podstatu zobrazeného sdéleni a usnadiuje jim tak snaze prenést svou empi-
rickou zkuSenost do teoretické roviny [4].

2. HISTORIE DUKAZU BEZE SLOV

,Dukazy beze slov“ nejsou samoziejmé ni¢im novym. Jejich vyskyt lze vysledovat
jiz v ddvné minulosti. Napiiklad v 6. stoleti pf. n. 1. staii Rekové z ostrova Aigina
pouzivali k placeni stiibrné mince, na jejichz zadni strané byl geometricky diukaz
beze slov pro rovnost (a+b)? = a?+2ab+b? [6]. Je to také velice péknd ukdzka toho,
ze matematika je soucdsti kazdodenniho zivota uz od ddvnych dob. Stejny obrizek
pozdéji, okolo roku 300 pt. n. 1., pouzil i Eukleides ve svych Zakladech, kde jej vsak
interpretuje ¢isté geometricky: ,, Kdyz se tusecka libovolné rozdéli, ¢tverec z celé rovnd
se ctvercum z usecek a dvojndsobnému pravoihelniku dseckami sevrenému® [3].

56 BOOK II. PROP. IV. THEOR.
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OBRAZEK 1. Anglicky kolorovany pieklad Eukleidovych Zakladt
z roku 1847 [1]

3. SOUCASNOST DUKAZU BEZE SLOV

V dnesni dobé se mtzeme v Fadé publikaci setkat s mnoha ,dukazy beze slov*
ruznych matematickych vét ¢i vlastnosti. Asi nejzndaméjsi z nich jsou knihy od
Rogera Nelsena [9] [I0], které jsou kolekei vynikajicich dukazu z rtznych oblasti
matematiky. Bohuzel, jejich jedinou nevyhodou, jak to tak nevyhnutelné u vsech
tisténych materiala byva, je jejich staticky charakter. V tomto ohledu maji vyhodu
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ruzné specializované webové stranky, na kterych muzeme nalézt dynamické ,dukazy
beze slov*.

Jako prvni uvedme strdnku [5], vénovanou programu Java Geometry Expert
(JGEX). Tento systém, ktery je stdle vyvijen a zdokonalovan, spojuje vizuélni dy-
namickou prezentaci dukazu se softwarem dynamické geometrie a se softwarem pro
automatické dokazovani. Krom jiného je zde prezentovana vice jak stovka vizualnich
dukazu vytvorend timto programem. Zajimavy projekt, ktery nabizi interaktivni
ilustrace mnoha pojmu z ruznych oboru nalezneme na [20]. V sekci vénované mate-
matice Ize nalézt i fadu velice péknych dynamickych dukazi. Dalsi stranku, ktera
nabizi mnoho problému z ruznych odvétvi matematiky, nékteré z nich nésledované
dynamickymi vizudlnimi dikazy, nalezneme na [2].

4. DUKAZY NA STREDNI SKOLE

Jak uz zde bylo zminéno, argumentace a dokazovani hraji v matematice a jeji
vyuce nezastupitelnou roli. Kromé skute¢nosti, ze tyto techniky formuji matema-
tiku jako védu, slouzi také jako prostiedek pro predavani matematickych zna-
losti a procvicovani logického uvazovani. Ucitelé, odbornici na vzdélavani i vladni
Cinitelé si tyto dulezité role argumentace a dokazovéni plné uvédomuji. Proto jsou
také tyto techniky zakotveny v Ramcovém vzdélavacim programu pro gymnézia
(RVP) [I6]. V obecné ¢asti RVP, v pasdzi vénované klitovym kompetencim, je
u kompeteci k feseni problému uvedeno: ,Zdk kriticky interpretuje ziskané po-
znatky a zjisténd a ovéruje je, pro své turzeni nachdzi argumenty a dukazy, formu-
luje a obhajuje podlozené zdvéry.“ U kompetenci komunikativnich: , Zdk pouzivd
s porozuménim odborny jazyk a symbolickd a grafickd vyjadrend informacid ruzného
typu. “ V Casti vénované vzdélavaci oblasti matematika a jeji aplikace je hned prvni
sekce nazvana ,, Argumentace a ovérovdni®, ve které jsou ocekdvany tyto vystupy:
L Zdk ¢te a zapisuje turzeni v symbolickém jazyce matematiky, uzivd spravné logické
spojky a kvantifikdtory, rozlisi definici a vétu, rozlisi predpoklad a zdvér véty, rozlisi
spravny a nesprdvny usudek, vytvdii hypotézy, zduvodnuje jejich pravdivost a ne-
pravdivost, vyvraci nesprdvnd tvrzeni, zduvodniuje svij postup a ovéruje sprdvnost
resend problému.

Ackoliv jsou kladeny od autorit tyto pozadavky, mnoho stifedoskolskych studenti
nema matematické dukazy rado. Vétsina z nich povazuje matematické dukazy za
obtizné a zbytecné. Radéji matematické vété rovnou véri, nez aby ji dokazali. Na
jedné strané je potésitelné, ze studenti duvéruji své ucitelce ¢i uciteli a informace,
které jim sdéluje, povazuji apriori za pravdivé, ale na druhé strané, urcity stupen
pochybnosti je hnaci silou poznani.

Najit vSechny duvody, pro¢ jsou matematické dukazy u stiedoskolaku neoblibené,
neni snadny tkol. Jednim z téchto davodi mohou byt napiiklad u¢ebnice, které se
k vyuce pouzivaji. Ty vétsinou obsahuji algebraické dukazy a to jak u algebraickych
vét, tak i u geometrickych. Pfitom algebraické myslenky casto maji i pfirozené
geometrické reprezentace [I7]. Dalsi duvody, které by mohly oblibenost dukazu
ovlivnit, jsou naptiklad osobnost ucitele, vyuziti poc¢itacu, ¢i jinych technologii ve
vyuce atd.. At uz zde ale zminime cokoli, je jasné, Ze klicovym faktorem ve zvyseni
zajmu studentu o dokazovani je jejich motivace.
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5. VHODNA VIZUALIZACE

Geometrickou predstavivost je nutné u studentu systematicky rozvijet uz tieba
jen proto, Ze ji lze vyuzit pii praci v mnoha profesich [8]. Neni dulezité pouze na-
kreslit si obrazek, ale nakreslit si SPRAVNY obrézek. Na jednoduchém piikladé
rovnoramenného trojuhelniku si ukazeme, jak muze odlisna geometricka reprezen-
tace ovlivnit pfistup k feSeni problému.

V ¢ldnku [7] je prezentovén problém, ktery byl zaddn absolventium zdkladni skoly
a studentiim ucitelstvi:

Vypocéitejte obsah pravidelného dvandctivhelniku vepsaného do kruznice o po-
lomeéru r.

Autor zde poukazuje na to, ze jen velice malo studentu odhalilo, Ze trojuhelniky,
ze kterych je pravidelny dvandctiuhelnik slozen, se daji chapat jako trojuhelniky
se zakladnou délky r a prislusné vysky %7‘ (obr. 2)), ¢imz by relativné jednoduse
odhalili spravné feseni S = 12 - %7"251'7130" = 3r2. Vina za tento deficit je autorem
prikladana nizké matematické kultute resitelu.
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OBRAZEK 2. Rovnoramenné trojihelniky, ze kterych se sklddd
pravidelny dvandctitihelnik [7]

Kdyz se ovsem zamyslime nad tim, jakym zptsobem jsou zaci seznamovani s pro-
blematikou rovnoramenného trojuhelniku, nebude se zdat vyse uvedeny vysledek
zas tak prekvapivy. V [I§] je uvedeno: ,rovnoramenny trojihelnik — trojihelnik,
ktery ma alespon dvé strany shodné. Dvé shodné strany tvoii ramena, tfeti strana
je zdkladna trojihelniku® (obr. Bh)). Dochédzi zde totiz ke konfliktu standardniho
néazvoslovi. Zatimco u obsahu trojihelniku je pojmem ,zakladna“ myslena kterdkoliv
strana trojihelniku (,,Obsah trojihelniku se rovnd zdkladna krét vyska lomeno
dvéma®), u rovnoramenného trojihelniku je tim myslena pouze ta strana, kterd
mé ruznou délku. Pfi vypoc¢tu obsahu rovnoramenného trojuhelniku pak nebyva
problém, jestlize je zaddna délka zdkladny a k ni pfislusnd vyska (obr.Bb)). Jind
situace vsak nastavé, jestlize je dana délka ramen a velikost thlu, ktery sviraji
(obr. Bk)). Klasickym Fesenim, které pouzivd v tomto piipadé mnoho zaku, je
rozdéleni trojuhelniku piislusnou vyskou na dva pravouhlé trojihelniky. Pak vyuziji
nékterou z goniometrickych funkei k vypoctu vysky v. = a - cos3 (resp. poloviny
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zékladny § = a-sin3), z Pythagorovy véty (§)? = a®—v2 dopoéitaji délku zékladny
(resp. vysky) a nakonec s vyuzitim zndmého vzorce S = %cmc dostanou pozadovany
vysledek. Tento postup je samoziejmé z formalniho hlediska naprosto v potadku,

ale je ¢isté mechanicky.
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OBRAZEK 3. Rovnoramenny trojihelnik

Ukazme si nyni, jak muze vhodny nékres zménit nds pohled na problém a tim
i ovlivnit slozitost FeSeni. Sta¢i kdyz trojuhelnikem ABC oto¢ime napt. v rotaci
R(A,m — «) (obr. @h)). Rdzem mdme trojihelnik, kde zdkladnu tentokrdt tvoii
jedna ze shodnych stran rovnoramenného trojihelniku. Jestlize si zde vyznacime
i prislusnou vysku v, (obr.[b)) k této strané, muzeme pak obsah trothelniku ABC

jednoduse vyjadiit jako S = %a ca-siny = %aQSin'y.

C a A C
a) b)
OBRAZEK 4. Rovnoramenny trojihelnik

6. UKAZKOVY PRIKLAD

Jak zde bylo ukazano, vhodna vizualizace matematického problému muze zcela
zménit pristup k jeho feseni. Dalsi dulezitou roli muze vhodna geometrickd repre-
zentace sehrét i pii zavadéni novych matematickych pojmu. Zde uvedeny piiklad je
vybran z latky stiedoskolské matematiky. Na jedné matematické vété jsou ukdzany
t¥i ruzné typy k dukazu - algebraicky, staticky geometricky a dynamicky geomet-
ricky.

V ucebnici matematiky pro gymndzia [I2] jsou spoletné uvedeny i dokdzdny
nasledujici véty pro goniometrické funkce:
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Véta 6.1. Pro vSechna redlnd ¢isla x,y plati
sin(x 4+ y) = sinx - cosy + cosx - siny (1)
sin(x —y) = sinx - cosy — cosx - siny (2)
cos(x +y) = cosx - cosy — sinx - siny (3)
cos(x — y) = cosx - cosy + sinx - siny (4)

Véta 6.2. Pro kaZdé x € R : cos(§ — x) = sinx a sin(§ — x) = cosw.

Algebraicky dukaz prvniho souc¢tového vzorce BI(1), ktery je v [I2] uveden, je
zalozen na tvrzeni pomocné véty a na platnosti ostatnich souc¢tovych vzorcu

G.Ii(2-4).

Diikaz. 611 (1) Vyuzijeme 621 a[61)(4): sin(x +y) = cos[§ — (z +y)] =
= cos[(§ —x)—y)] = cos(5 —x)-cosy+sin(5 —x)-siny = sinx-cosy+cosx- siny,
coz jsme meéli dokazat. O

Samotny dikaz [6I(1) nenf piilis slozity, ale je dulezité si uvédomit, ze vychdzi
ze vzorce[61l(4), jehoz diikaz je dlouhy pres dvé strany ucebnice [12] a krom jiného
se také opird o otoceni soustavy soutradné, coz byva pro studenty velice obtizny
krok.

V jiz zminovaném ¢lanku [7] je uveden velice pékny geometricky dukaz (obr. [
zdroven pro véty [B1(1) 1 [B)(2):

cos(a+p) sina sinB
) e \
sinp cosa sin
a
sin(a+B) 1
cosp sina cosf
Ba f

cosa cosP

OBRAZEK 5. Staticky geometricky dikaz [6I(1) aBIK2) [7]

Jeho slaba stranka tkvi v tom, Ze je omezen pouze na uhly « a 3, jejichz souc¢tem
je ostry uhel. Avsak pfinasi zase jiny pohled na dany problém a navic nabizi pro-
pojeni goniometrie a trigonometrie. Toto propojeni mezi riznymi matematickymi
tématy, kterda ve vétsiné ucebnic chybi diky jejich monotematické koncepci, jsou
pritom v procesu uceni klicovd. Poméahaji zédkum zasadit dany pojem do Sirsich
souvislosti.

Posledni prezentovany dikaz (obr. [ je také geometricky, ale je dynamicky,
vytvofeny pomoci open-source software GeoGebra [21].
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cosa

cosP

OBRAZEK 6. Dynamicky geometricky dukaz [6.1(1) [22]

Stejné tak jako predchozi dukaz i tento je koncipovan tak, ze u né&j dochdazi
k propojeni ruznych matematickych témat. Tentokrat jde o propojeni poznatku
z planimetrie a z goniometrie. Pfedpoklada se zde znalost vzorce pro vypocet ob-
sahu koso¢tverce S = a?sina. Je mozné, ze zici se s timto vzorcem difve nesetkali.
Protoze napiiklad v [I5] mezi vzorci pro vypoéet obvodu a obsahu rovinnych ob-
razcu tento vztah uveden neni. Neni v8ak problém, aby si ho zéci v rdmci piipravy
sami odvodili. Mohou k tomu napfiklad vyuzit dynamicky dukaz [23], ktery je
zndzornén na obrazku [7

ZAVER

V tomto ¢lanku jsem se pokusila ukazat, jak muze vhodna vizualizace pomoci pii
feSeni matematickych problému i objasnéni matematickych pojmu. Na konkrétnim
prikladé jsem naznacila, jak by se mohlo pifi vyuce vyuzit ,dukazu beze slov®,
které by mohly kromé lepsiho pochopeni matematickych pojmu také pomoci rozvi-
nout argumentacni schopnosti a ptispét k rozvoji geometrického mysleni. Nékteré
dalsi ptiklady lze nalézt v [19]. Zarazen{ téchto materidlu do vyucovéni s sebou ale
prinasi i pozadavky na zménu v pristupu k uceni jak od zaku, tak i od ucitelu. Ze
strany zaku je to naptiklad aktivni zapojeni do vyuky, argumentace pfi objevovani
novych vlastnosti a obhajovani svych feseni nebo vyuziti nabytych znalosti v Sirsim
kontextu. Od ucitelu tento piistup vyzaduje napiiklad zménu vyukovych metod a
hodnoceni, volbu vhodnych témat. Tyto pozadavky se jevi jako ziejmé, ale k je-
jich pFesné identifikaci je tfeba v tomto sméru provést seriézni Setfeni. Proto také
vyzkum, ktery bude soucdsti mé disertacni prace, bude zaméfen na tuto problema-
tiku.
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OBRAZEK 7. Dynamicky geometricky dukaz pro vzorec na vypocet
obsahu kosoc¢tverce [23]
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