
10 Vnìj¹í souèin

Dosud jsme se seznámili se dvìma binárními

7

operaemi s vektory, skalárním sou-

èinem, viz str. 58, jeho¾ výsledkem je èíslo (skalár) a který pro vektory
Ñu, Ñv > V

zapisujeme

Ñu � Ñv,

a vektorovým souèinem, de�novaným v trojrozmìrném prostoru, viz str. 104, jeho¾

výsledkem je vektor a který pro vektory
Ñu, Ñv > V3 zapisujeme ve tvaru

Ñu � Ñv.

Ka¾dá z tìhto operaí má své praktiké u¾ití. Skalární souèin nám dovoluje urèovat

odhylky smìrù a velikosti vektorù. Vektorový souèin nám zase dovoluje vypoèítat

obsah plohy omezené vektory, významné u¾ití má i skuteènost, ¾e jeho výsledkem

je vektor kolmý na oba dané vektory. Nyní se seznámíme s tøetí operaí s vektory,

která je kombinaí uvedenýh dvou.

Vnìj¹í souèin, té¾ smí¹ený souèin, je ve vektorovém prostoru dimenze 3 operaí,

do které vstupují tøi vektory (jedná se tedy o ternární operai) a jejím¾ výsledkem je

èíslo. Absolutní hodnota tohoto èísla je pøitom rovna objemu rovnobì¾nostìnu vy-

mezeného tìmi tøemi vektory, které do souèinu vstupují, viz Obr. 43. Jak si uká¾eme,

Obrázek 43: Rovnobì¾nostìn urèený vektory Ñu, Ñv, Ñw

lze vnìj¹í souèin v prostoru dimenze 3 interpretovat jako spojení vektorového a ska-

lárního souèinu, proto se mu øíká také smí¹ený souèin. Vnìj¹í souèin není omezen

na prostor dimenze 3, lze ho zobenit do vektorového prostoru dimenze n (kde se

ov¹em jedná o operai n�ární). Pozdìji to provedeme pro pøípad n � 2.

7

Oznaèení binární znamená, ¾e do operae vstupují dva operandy, v na¹em pøípadì dva vektory. Dal¹ími pøíklady

binární operae jsou sèítání, odèítání, dìlení, násobení. Pokud do operae vstupuje jeden operand, hovoøíme o unární

operai. Pøíkladem unární operae je pøiøazení èísla opaèného, pøiètení konstanty. Pokud do operae vstupují tøi

operandy, hovoøíme o ternární operai. Pøíkladem takovéto operae je vnìj¹í souèin, jemu¾ je vìnována tato kapitola.
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Vztah pro výpoèet vnìj¹ího souèinu odvodíme formou øe¹ení následujíího pøíkladu.

Nejprve se bude zdát, ¾e nìjakou novou operai vlastnì ani nepotøebujeme, ¾e si

vystaèíme se skalárním a vektorovým souèinem, abyhom nakone pøi¹li na neèe-

kané zjednodu¹ení, které nám zavedení nové operae pøinese. Notnou mìrou k tomu

vyu¾ijeme znalost vìty o rozvoji determinantu.

PØÍKLAD 10.1. Vypoètìte objem rovnobì¾nostìnu, který je urèen vektory
Ñu �

�u1, u2, u3�, Ñv � �v1, v2, v3�, Ñw � �w1, w2, w3�, viz Obr. 43.

Øe¹ení: Nejprve si ujasnìme, jak lze vypoèítat objem rovnobì¾nostìnu. Uplatnì-

ním tzv. Cavalieriho prinipu dojdeme k tomu, ¾e pro objem rovnobì¾nostìnu platí

stejný vztah jako pro objem kvádru, tj. V � S � h, kde S je obsah podstavy a h je

vý¹ka.

Obrázek 44: Cavalieriho prinip v rovinì

Cavalieriho prinip si mù¾eme ilustrovat nejprve na pøíkladu rovinnýh obrazù.

Uva¾ujme obdélník a rovnobì¾ník, oba se základnou stejné délky a a s vý¹kou h, viz

Obr. 44. I bez Cavalieriho prinipu víme, ¾e mají stejný obsah S � a �h. Pojïme v¹ak

Obrázek 45: Cavalieriho prinip v trojrozmìrném prostoru

teï na zelený rovnobì¾ník nahlí¾et jako na útvar, jeho¾ obsah spoèítat neumíme,

zatímo u modrého obdélníku nám to neèiní problémy. V takové situai nám právì

pomù¾e Cavalieriho prinip. Ten nám pro tyto dva rovinné obraze øíká toto: Ob-

raze mají stejné obsahy, pokud jsou shodné délky úseèek, v nih¾ je protíná ka¾dá

pøímka rovnobì¾ná s pøímkou, v ní¾ le¾í jejih základny. Proto¾e je zøejmé, ¾e ka¾dá
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taková pøímka má s obìma útvary shodné prùniky délky a, mají stejné obsahy, tj.

rovnobì¾ník má stejný obsah S � a � h jako obdélník.

Stejný prinip nyní uplatníme na kvádr a rovnobì¾nostìn, viz Obr 45. Jejih

podstavy le¾í ve spoleèné rovinì, jsou jimi ty dva rovinné útvary, obdélník a rov-

nobì¾ník, z Obr. 44 (online applet je zde: https://www.geogebra.org/m/fxz66m8q),

o kterýh víme, ¾e mají stejný obsah. Cavalieriho prinip nám pro takové prostorové

útvary øíká, ¾e pokud se shodují obsahy jejih øezù ka¾dou rovinou rovnobì¾nou s

rovinou jejih podstav, shodují se i jejih objemy. Jednou z takovýh rovin rovno-

bì¾nýh s rovinou podstav je èervená rovina na Obr. 44. S kvádrem má jako prùnik

obdélník, s rovnobì¾nostìnem rovnobì¾ník. Proto¾e se tyto obraze øezù shodují

s podstavami pøíslu¹nýh útvarù, o nih¾ víme, ¾e mají shodné obsahy, mají i tyto

øezy shodné obsahy. Dle Cavalieriho prinipu má tedy rovnobì¾nostìn stejný objem

V � S � h jako kvádr o stejné vý¹e h a stejném obsahu podstavy S.

Pokraèujeme v øe¹ení pøíkladu 10.1 dle Obr. 46. Víme, ¾e objem V rovnobì¾-

Obrázek 46: Vypoètìte objem rovnobì¾nostìnu urèeného vektory Ñu, Ñv, Ñw

nostìnu urèeného vektory
Ñu, Ñv, Ñw je dán vztahem V � S �h. Z Obr. 46 a z vlastností

vektorového souèinu (absolutní hodnota jeho velikosti je rovna obsahu rovnobì¾níku

omezeného vektory) a z de�nie funke cosα v pravoúhlém trojúhelníku (cosα �

h
S ÑwS

)

plyne, ¾e S � S
Ñu � ÑvS a h � S ÑwS cosα. Potom

V � S � h � SÑu � ÑvSS ÑwS cosα.

U¾itím (43) (viz str. 68) mù¾eme psát S
Ñu�ÑvSS ÑwS cosϕ � �

Ñu�Ñv� � Ñw. Objem uva¾ovaného

rovnobì¾nostìnu je pak dán vztahem

V � �
Ñu � Ñv� � Ñw, (128)

který je pozoruhodný tím, ¾e smysluplnì (pro výpoèet objemu rovnobì¾nostìnu)

spojuje vektorový a skalární souèin. Je tak ji¾ zøejmé, proè se vnìj¹ímu souèinu
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øíká také smí¹ený souèin, jedná se o þsmìsÿ skalárního a vektorového souèinu. Tím

byhom mohli skonèit a prohlásit (128) za onen hledaný vztah pro výpoèet objemu

rovnobì¾nostìnu. Byla by to ale ¹koda, ve vztahu (128) se toti¾ skrývá pøímá sou-

vislost vnìj¹ího souèinu s determinantem, která naví dovoluje uskuteènit zobenìní

vnìj¹ího souèinu do jinýh dimenzí.

Pokud za
Ñu � Ñv dosadíme podle (121) a poté aplikujeme vìtu o rozvoji determi-

nantu

8

, dostaneme postupnì

V � �
Ñu � Ñv� � Ñw � �W

u2 u3
v2 v3

W ,� W
u1 u3
v1 v3

W , W
u1 u2
v1 v2

W� � �w1, w2, w3�,

V � �
Ñu � Ñv� � Ñw � W

u2 u3
v2 v3

Ww1 � W
u1 u3
v1 v3

Ww2 � W
u1 u2
v1 v2

Ww3 �

�

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

u1 u2 u3
v1 v2 v3
w1 w2 w3

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

.

Vidíme, ¾e objem rovnobì¾nostìnu urèeného tøemi vektory
Ñu � �u1, u2, u3�, Ñv �

�v1, v2, v3�, Ñw � �w1, w2, w3�, viz té¾ Obr. 46 je roven determinantu, jeho¾ øádky tvoøí

tyto vektory. V obeném pøípadì, kdy nemáme zaruèeno, ¾e úhel α je ostrý (výraz S
Ñu�

ÑvSS ÑwS cosα � �
Ñu�Ñv� � Ñw je v takovém pøípadì záporný) je objem rovnobì¾nostìnu roven

absolutní hodnotì uvedeného determinantu, tj. absolutní hodnotì vnìj¹ího souèinu

pøíslu¹nýh vektorù.

V � S�
Ñu � Ñv� � ÑwS �

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

u1 u2 u3
v1 v2 v3
w1 w2 w3

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

. (129)

Tím je pøíklad 10.1 vyøe¹en! Poznatky, které jsme získali, shrneme formou následujíí

vìty.

De�nie 24 (Vnìj¹í (smí¹ený) souèin). Operai, která tøem vektorùm
Ñu, Ñv, Ñw >

V3, daným souøadniemi
Ñu � �u1, u2, u3�, Ñv � �v1, v2, v3�, Ñw � �w1, w2, w3� vzhledem

k ortonormální bázi V3, pøiøadí hodnotu determinantu

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

u1 u2 u3
v1 v2 v3
w1 w2 w3

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

, (130)

pøípadnì výrazu

�
Ñu � Ñv� � Ñw, (131)

8

Konkrétnì nás v tuto hvíli zajímá, ¾e z vìty o rozvoji determinantu plyne pro determinant matie tøetího øádu A

vztah detA � ai1Ai1�ai2Ai2�ai3Ai3 � �Ai1,Ai2,Ai3� ��ai1, ai2, ai3�, kde i je èíslo øádku od 1 do 3. Víe o determinantu

viz https://en.wikipedia.org/wiki/Determinant.
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který je s ním ekvivalentní, nazýváme vnìj¹í souèin (té¾ smí¹ený souèin) vektorù
Ñu,

Ñv, Ñw, znaèíme

�
Ñu Ñv Ñw�.

10.1 Vlastnosti vnìj¹ího souèinu

Pøímo z (130) plynou následujíí vlastnosti vnìj¹ího souèinu:

(1) �
Ña Ñb Ñc� � �Ñc Ña Ñb� � �Ñb Ñc Ña� � ��Ña Ñc Ñb� � ��Ñb Ña Ñc� � ��Ñc Ñb Ña�.

(2) Pro
Ña,Ñb, Ñc le¾íí v jedné rovinì (tj. komplanární) je �

Ña Ñb Ñc� � 0.

PØÍKLAD 10.2. Uvedené vlastnosti vnìj¹ího souèinu doka¾te pou¾itím jeho zápisu

ve formì determinantu

�
Ña Ñb Ñc� �

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

a1 a2 a3
b1 b2 b3
c1 c2 c3

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

.

10.2 U¾ití vnìj¹ího souèinu

Zde si uvedeme konkrétní pøíklady aplikae vnìj¹ího souèinu v analytiké geometrii

v trojrozmìrném prostoru i v rovinì. Proto¾e, jak plyne z de�nie 24, hodnota

smí¹eného souèinu vektorù je rovna hodnotì determinantu matie, jejími¾ øádky jsou

v daném poøadí tyto vektory, bude se zároveò jednat o pøíklady u¾ití determinantu

v analytiké geometrii a tím o ukázky praktikého významu tohoto algebraikého

pojmu.

10.2.1 Objem rovnobì¾nostìnu

PØÍKLAD 10.3. Vypoètìte objem rovnobì¾nostìnu urèeného vektory
Ñu � �2,�1, 0�,

Ñv � �3, 0, 2�, Ñw � �1, 1, 5�.

Øe¹ení: Dle (129) pro objem daného rovnbobì¾nostìnu platí

V � S�
Ñu Ñv Ñw�S �

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

2 �1 0

3 0 2

1 1 5

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

� 9. (132)

10.2.2 Obsah rovnobì¾níku/trojúhelníku v rovinì

V øe¹ení pøíkladù 9.2, 9.3 na str. 109 a 110 jsme si ukázali, jak lze k výpoètu obsahu

rovnobì¾níku èi trojúhelníku vyu¾ít vektorový souèin, nejenom v prostoru dimenze

3, ale i v rovinì. V pøípadì roviny staèilo pøidat jako tøetí souøadnii nulu. Nyní si

uká¾eme, jak tento postup souvisí s vnìj¹ím souèinem.
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Uva¾ujme vektory
Ñu � �u1, u2�, Ñv � �v1, v2�. Pokud jejih souøadnie upravíme ne

tvar
Ñu � �u1, u2, 0�, Ñv � �v1, v2, 0� mù¾eme obsah rovnobì¾níku, který je jimi urèen,

vyjádøit vztahem

S
3

� S
ÑuSSÑvS sinα � S

Ñu � ÑvS.

Proto¾e pro vektorový souèin
Ñu � Ñv platí

Ñu � Ñv �

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

u1 u2 0

v1 v2 0

Ñe1 Ñe2 Ñe3

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

� �0, 0, W
u1 u2
v1 v2

W�,

je zøejmé, ¾e obsah uva¾ovaného rovnobì¾níku lze vyjádøit také ve tvaru

S
3

� S
Ñu � ÑvS � WW

u1 u2
v1 v2

WW ,

kde determinant W

u1 u2
v1 v2

Wmù¾eme dle (130) hápat jako zápis vnìj¹ího souèinu �
Ñu Ñv�

vektorù
Ñu � �u1, u2�, Ñv � �v1, v2�. Potom ov¹em mù¾eme psát

S
3

� S�
Ñu Ñv�S.

Pojem vnìj¹ího souèinu tak mù¾eme pou¾ít i v rovinì, tj. pro dva vektory o dvou

slo¾káh. Jeho absolutní hodnotu potom interpretujeme jako obsah rovnobì¾níku

tìmito vektory omezeného.

Pro obsah pøíslu¹ného trojúhelníku pak platí

S
Q

�

1

2
S
3

�

1

2
S�
Ñu Ñv�S �

1

2
WW

u1 u2
v1 v2

WW . (133)

Mù¾eme ov¹em pou¾ít i zápis, v nìm¾ �gurují pøímo souøadnie bodù { vrholù

trojúhelníku. Dva nezávislé vektory
Ñu, Ñv pøíslu¹ejíí trojúhelníku ∆ABC mù¾eme

umístit do jeho stran AB a AC, tj. Ñu � B�A, Ñv � C�A. Po dosazení do (133) potom

pro A � �a1, a2�, B � �b1, b2�, C � �c1, c2� platí

S
QABC �

1

2
WW

b1 � a1 b2 � a2
c1 � a1 c2 � a2

WW . (134)

Pøípadnì mù¾eme pou¾ít ekvivalentní tvar, v nìm¾ ne�gurují rozdíly souøadni da-

nýh bodù

S
QABC �

1

2

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

a1 a2 1

b1 b2 1

c1 c2 1

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

. (135)
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PØÍKLAD 10.4. U¾itím svýh znalostí o výpoètu determinantu pomoí vìty o roz-

voji determinantu doka¾te, ¾e platí

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

a1 a2 1

b1 b2 1

c1 c2 1

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

� W

b1 � a1 b2 � a2
c1 � a1 c2 � a2

W .

Øe¹ení: Uva¾ujte rozvoj levého determinantu podle tøetího sloupe, ov¹em s tím, ¾e

si matii nejdøíve upravíte tak, aby tento rozvoj mìl jenom jeden èlen.

Analogiké vyjádøení byhom dostali i pro objem rovnobì¾nostìnu v prostoru di-

menze 3. Dostáváme tak následujíí snadno zapamatovatelné vztahy:

(1) Obsah rovnobì¾níku urèeného body A, B, C

A � �a1, a2�, B � �b1, b2�, C � �c1, c2� �

S �

R

R

R
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R
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R

R

R

� WW

b1 � a1 b2 � a2
c1 � a1 c2 � a2

WW . (136)

(2) Objem rovnobì¾nostìnu urèeného body A, B, C, D

A � �a1, a2, a3�, B � �b1, b2, b3�, C � �c1, c2, c3�, D � �d1, d2, d3� �

V �
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R
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R
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. (137)

PØÍKLAD 10.5. Vypoèítejte obsah trojúhelníka ABC, je-li dáno: A � ��1, 1�, B �

�3, 3�, C � �1, 5�.

Øe¹ení: Pou¾ijeme (134) (mù¾eme ov¹em pou¾ít také (135))

S
QABC �

1

2
WW

b1 � a1 b2 � a2
c1 � a1 c2 � a2

WW �

1

2
WW

4 2

2 4
WW � 6.

10.2.3 Rovnie roviny urèené tøemi body

Vnìj¹í souèin mù¾eme vyu¾ít k elegantnímu zápisu obené rovnie roviny dané tøemi

nekolineárními body, napøíklad A,B,C (viz Obr. 47). Vyu¾ijeme skuteènosti, ¾e

právì jenom pro bod X nále¾ejíí rovinì ABC je objem rovnobì¾nostìnu urèeného

trojií vektorù B � A, C � A, X � A roven nule. Obenou rovnii roviny ABC tak

mù¾eme zapsat ve tvaru

��X �A��B �A��C �A�� � 0, (138)
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nebo pomoí determinantu obsahujíího souøadnie bodù X,A,B,C
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� 0,

pøípadnì souøadnie pøíslu¹nýh vektorù X �A,B �A,C �A

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

x1 � a1 x2 � a2 x3 � a3
b1 � a1 b2 � a2 b3 � a3
c1 � a1 c2 � a2 c3 � a3

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

� 0.

Obrázek 47: Vektory X �A,B �A,C �A jsou lineárnì závislé

PØÍKLAD 10.6. Urèete obenou rovnii roviny σ � �ABC� pro A � ��2, 3, 1�,

B � �4,�2, 5�, C � �6, 1, 7�.

Øe¹ení: Zápis øe¹ení v kódu programu wxMaxima:

(% i4) A:[-2,3,1℄$ B:[4,-2,5℄$ C:[6,1,7℄$ X:[x,y,z℄$

(% i5) M:matrix(X-A,B-A,C-A);

�

�

�

x � 2 y � 3 z � 1

6 �5 4

8 �2 6

�

�

�

(M)

(% i6) expand(determinant(M))=0;

28z � 4y � 22x � 60 � 0 (% o6)
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10.2.4 Objem simplexu

Dosud jsme se zabývali pøevá¾nì vlastnostmi vektorového prostoru (tj. mno¾iny

smìrù), pøitom jsme si ale obèas odskoèili do bodového prostoru (tj. mno¾iny bodù),

abyhom s jeho pomoí vektorový prostor znázoròovali (pøímky nebo roviny jdouí

poèátkem soustavy souøadni), nebo abyhom v nìm zkou¹eli výpoèty zalo¾ené na

vlastnosteh vektorù (vzdálenosti bodù, odhylky pøímek, rovnie pøímek a rovin).

Takovou náv¹tìvu bodového prostoru (konkrétnì Eukleidovského bodového prostoru,

viz kapitola 17) si dopøejeme i v této kapitole. Budeme se v ní sie zabývat témìø

tím samým, jako v pøedházejííh kapitoláh, tedy výpoèty obsahù a objemù, ten-

tokrát ov¹em budeme na pøedmìtné útvary nahlí¾et jako na speiální podmno¾iny

Eukleidovského bodového prostoru, tzv. simplexy.

þSimplexÿ znamená latinsky þjednoduhýÿ. Zde tímto pojmem rozumíme kon-

vexní obal n � 1 lineárnì nezávislýh bodù v En, tj. konvexní obal 2 rùznýh bodù

v prostoru dimenze 1, 3 nezávislýh bodù v prostoru dimenze 2, 4 nezávislýh bodù

v prostoru dimenze 3 atd. Konvexním obalem mno¾iny bodù rozumíme prùnik v¹eh

konvexníh mno¾in, které tyto body obsahují. Pro správné pohopení této harakte-

ristiky simplexu si pøipomeneme význam pou¾itýh pojmù.

Konvexní a nekonvexní útvar

Útvar (mno¾ina bodù) je konvexní, jestli¾e pro ka¾dé dva jeho body je úseèka, která

je spojuje, jeho podmno¾inou, viz Obr. 48, vlevo.Nekonvexní, té¾ konkávní, je potom

Obrázek 48: Konvexní útvar (vlevo) a nekonvexní, té¾ konkávní, útvar (vpravo)

útvar, v nìm¾ se naházejí takové body, ¾e jejih spojnie není jeho podmno¾inou,

tj. nenále¾í mu elá, viz Obr. 48, vpravo.

Konvexní obal

Význam pojmu konvexní obal lineárnì nezávislýh bodù si vysvìtlíme na pøíkladu 3

lineárnì nezávislýh bodù. Body jsou lineárnì nezávislé, pokud jsou lineárnì nezá-

vislé vektory jimi urèené, viz de�nie 31 na str. 138. V pøípadì tøí bodù to nastane

tehdy, kdy¾ nele¾í v pøíme (tj. nejsou kolineární), ale tvoøí trojúhelník. Na Obr. 49

se jedná o body A,B,C. Na obrázku tyto body patøí konvexnímu útvaru ve tvaru

elipsy. Nyní tento útvar budeme þzmen¹ovatÿ, abyhom nakone dostali þnejmen¹íÿ

konvexní útvar, který je¹tì body A,B,C obsahuje. Proto¾e takový útvar je prùni-

kem v¹eh konvexníh mno¾in, které tyto body obsahují, jedná se o jejih konvexní
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Obrázek 49: Konvexním obalem 3 lineárnì nezávislýh bodù A,B,C je trojúhelník ∆ABC

obal. Pro zahování konvexnosti budeme pou¾ívat jenom rovné øezy, viz èervené

pøeru¹ované èáry. Je zøejmé, ¾e se jimi døíve nebo pozdìji proøe¾eme právì k trojú-

helníku ∆ABC, a dále ji¾ nebudeme moi pokraèovat. Trojúhelník ∆ABC je proto

konvexním obalem mno¾iny lineárnì nezávislýh bodù A,B,C.

Stejným zpùsobem byhom se proøezali k úseèe v prostoru dimenze 1 (jako

byhom hledali nejmen¹í èást niti, která obsahuje þuzlíkyÿ A,B) a ke ètyøstìnu

(trojbokému jehlanu) v prostoru dimenze 3 (zkuste okrajovat bramboru, pou¾ijte

konvexní, aby na ní zùstaly ètyøi body, které si na jejím povrhu vyznaèíte), viz

Obr. 50.

Obrázek 50: Úseèka, trojúhelník a ètyøstìn jako simplexy v bodovýh prostoreh 1, 2 a 3, v daném

poøadí

Nyní tedy ji¾ známe v¹e potøebné k tomu, abyhom si následujíí pøíklad 10.7

uvedli jako pøíklad na výpoèet objemu simplexu v prostoru dimenze 3.
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PØÍKLAD 10.7. Urèete objem ètyøstìnu s vrholy A � �3, 4, 0�, B � �9, 5,�1�,

C � �1, 7, 1�, D � �3, 2, 5�.

Øe¹ení: Ètyøstìn ABCD si mù¾eme pøedstavit jako èást rovnobì¾nostìnu urèeného

body A,B,C,D, viz Obr. 51. Proto¾e objem rovnobì¾nostìnu umíme spoèítat, platí

Obrázek 51: Ètyøstìn jako èást rovnobì¾nostìnu

pro nìj

V � S�
Ñu Ñv Ñw�S � S�B �A, C �A, D �A�S,

viz té¾ (137), staèí zjistit, jakou èástí rovnobì¾nostìnu ètyøstìn je. Øe¹ení je pøekva-

pivì jednoduhé. Díky ji¾ zmínìnému Cavalieriho prinipu, viz str. 114, staèí vyøe¹it

tuto otázku pro kryhli. Pro libovolný rovnobì¾nostìn pak bude platit toté¾.

Ptáme se tedy: þNa jaký nejmen¹í poèet ètyøstìnù tého¾ objemu mù¾eme rozøezat

kryhli?ÿ Odpovìï zní þ6ÿ, jak vidíme na následujííh obrázíh.
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Objem ètyøstìnu ABCD je tak dán vztahem

V �ABCD� �
1

6
S�B �A, C �A, D �A�S �

1

6
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Jak víme, simplexem v rovinì je trojúhelník. Rovinnou analogií vý¹e uvedeného

výpoètu objemu simplexu v prostoru dimenze 3 je tak výpoèet obsahu trojúhelníku

∆ABC

V �ABC� �
1

2
S�B �A, C �A�S �

1

2
WW

b1 � a1 b2 � a2
c1 � a1 c2 � a2

WW .

Jak ilustruje de�nie 26 v následujíí kapitole, lze vztah pro výpoèet objemu

simplexu zobenit do prostoru libovolné dimenze n.

10.3 Vnìj¹í souèin v prostoru Vn

Studium této kapitoly je dobrovolné.

De�nie 25 (Vnìj¹í souèin). Vnìj¹ím souèinem

1

vektorù
Ña1, Ña2, ..., Ñan > Vn, které

jsou dány souøadniemi
Ñai � �ai1, ai2, ..., ain�, i � 1, 2, ..., n, vzhledem k ortonormální

bázi, nazýváme determinant

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

a11 a12 � a1n
a21 a22 � a2n
� � � �

an1 an2 � ann

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

.

Znaèíme ho

�
Ña1, Ña2, . . . , Ñan�.

Spolu se zobenìním vnìj¹ího souèinu do prostoru dimenze n lze to samé provést i

s výpoètem objemu simplexu.

De�nie 26 (Objem simplexu). Objemem simplexu, který je urèen n � 1 body

A1,A2, ...,An�1 > En, rozumíme èíslo:

V �A1,A2, ...,An�1� �
1

n!
S�A1 �An�1, ..., An �An�1�S .

1

Pro podrobnìj¹í studium tématu této kapitoly doporuèuji publikai [1℄ PECH, P. (2004) Analy-

tiká geometrie lineárníh útvarù, Èeské Budìjovie, Jihoèeská univerzita v È. B., dostupnou na adrese

http://www.pf.ju.z/stru/katedry/m/knihy/Analytika.pdf
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10.4 Cvièení: Vnìj¹í souèin

1. Vypoètìte objem rovnobì¾nostìnu urèeného vektory

Ñk � �1,�3, 1�, Ñl � �2, 1, 2�,

Ñm � �1, 1, 7�.

2. Vypoèítejte obsah trojúhelníka ∆ABC je-liA � �5,�1�, B � �3, 4�, C � ��1, 6�.

3. Urèete obenou rovnii roviny ρ � �KLM� pro K � �2, 1, 3�, L � ��4, 5, 3�, M �

�1, 1, 6�.

3. Urèete objem ètyøstìnu s vrholy A � �1,�5, 2�, B � �4, 7, 3�, C � �1, 0, 1�, D �

��3, 1, 6�.

1

Pro dal¹í studium tématu této kapitoly doporuèuji publikai [1℄ PECH, P. (2004) Analytiká ge-

ometrie lineárníh útvarù, Èeské Budìjovie, Jihoèeská univerzita v È. B., dostupnou na adrese

http://www.pf.ju.z/stru/katedry/m/knihy/Analytika.pdf, str. 117{125
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