
4 Báze vektorového prostoru

V kapitole 3 jsme se na stranì 30 zamý¹leli nad tím, ¾e je u¾iteèné uva¾ovat mno¾inu

(systém) generátorù vektorového prostoru o minimálním nutném poètu vektorù,

který je potøebný pro vytvoøení v¹eh vektorù onoho vektorového prostoru (tj. pro

þgenerováníÿ tohoto prostoru). Tuto mno¾inu generátorù jsme nazvali báze vektoro-

vého prostoru. V této kapitole se budeme pojmu báze
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vektorového prostoru vìnovat

podrobnìji. Nejprve vyslovíme de�nii báze a doká¾eme si, ¾e ka¾dý vektor daného

prostoru lze vzhledem k bázi vyjádøit jediným zpùsobem. Tato vlastnost se pozdìji

uká¾e jako klíèová pro zavedení pojmu souøadnie vektoru vzhledem k bázi. S pojmem

báze souvisí té¾ pojem dimenze vektorového prostoru. Je to, jednodu¹e øeèeno, èíslo,

které udává poèet vektorù báze uva¾ovaného prostoru. Dimenze je pro daný vek-

torový prostor unikátní. Je to dáno tím, ¾e aèkoliv lze pro daný vektorový prostor

vytvoøit nekoneènì mnoho bází, v¹ehny mají stejný poèet vektorù.

Následujíí de�nií zavádíme bázi vektorového prostoru jako takovou mno¾inu

generátorù tohoto prostoru, která je tvoøena lineárnì nezávislými vektory.

De�nie 9 (Báze vektorového prostoru). Podmno¾ina M vektorového prostoru

V se nazývá báze vektorového prostoru V , právì kdy¾:

1. �M� � V (tj. M je mno¾inou generátorù prostoru V ),

2. M je lineárnì nezávislá mno¾ina.

Pro pozdìj¹í zavedení pojmu souøadnie vektoru vzhledem k bázi, viz de�nie 11

na str. 50 je klíèová skuteènost, ¾e konkrétní vektor lze vzhledem ke konkrétní bázi

vyjádøit jediným zpùsobem.

Vìta 7 (O jedineènosti souøadni vzhledem k bázi). Neh»M � �
Ñu1, Ñu2, ..., Ñun�

je báze vektorového prostoru V. Potom ka¾dý nenulový vektor
Ñu > V lze psát právì

jedním zpùsobem jako lineární kombinai vektorù báze M, tj.

�
Ñu1, Ñu2, ..., Ñun >M,§a1, a2, ..., an > T ; Ñu �

n

Q

i�1

aiÑui.

Dùkaz. Vìtu 7 doká¾eme sporem. Pøedpokládáme, ¾e platí její negae, tj., ¾e ka¾dý

nenulový vektor
Ñu > V lze psát aspoò dvìma rùznými zpùsoby jako lineární

kombinai vektorù báze M, a pokusíme se z ní odvodit sporné tvrzení. Pro zjedno-

du¹ení zápisu se omezíme na prostor V3, zobennìní na Vn bude potom zøejmé. Pro

ka¾dý vektor
Ñu tedy existují aspoò dvì rùzné trojie koe�ientù a1, a2, a3 a b1, b2, b3

takové, ¾e

Ñu � a1Ñu1 � a2Ñu2 � a3Ñu3 a zrove Ñu � b1Ñu1 � b2Ñu2 � b3Ñu3.

Pokud od sebe tyto dvì rovnosti odeèteme, dostaneme

�b1 � a1�Ñu1 � �b2 � a2�Ñu2 � �b3 � a3�Ñu3 � Ño. (21)
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Pro dal¹í studium viz napø. https://en.wikipedia.org/wiki/Basis
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Dle pøedpokladu jsou vektory
Ñu1, Ñu2, Ñu3 lineárnì nezávislé. Jediná jejih lineární kom-

binae, která mù¾e být rovna nulovému vektoru je tak triviální lineární kombinae.

Rovnost (21) je potom splnìna právì tehdy, kdy¾ jsou v¹ehny tøi koe�ienty b1�a1,

b2 � a2, b3 � a3 rovny nule. To mù¾e ale nastat jedinì tehdy, kdy¾ b1 � a1, b2 � a2
a b3 � a3. Tím dostáváme spor s pøedpokladem, ¾e trojie a1, a2, a3 a b1, b2, b3 jsou

rùzné.

4.1 Dimenze vektorového prostoru

S pojmem dimenze

3

jsme se v¹ihni setkali ji¾ mnohokrát. Omezme se zde na geome-

triký význam tohoto slova. Dimenzí rozumíme èíslo, které udává poèet nezávislýh

smìrù, které potøebujete pro pohyb v daném prostoru.

Pokud ¾ijete na pøíme, vystaèíte s jedním smìrem, reprezentovaným jedním

vektorem, napø.
Ñu. Ve¹keré pøemis»ování po pøíme vyøídíte potom pomoí násobkù

kÑu, viz Obr. 6 na str. 29. Pøímka má proto dimenzi 1!

Pokud ¾ijete v rovinì, potøebujete k pøemis»ování po ní dva nezávislé smìry, tj.

dva lineárnì nezávislé vektory, napø.
Ñu a

Ñv. Ka¾dé pøesunutí mù¾ete potom vyjádøit

pomoí jejih lineární kombinae kÑu � lÑv, viz Obr. 7 na str. 29. Rovina má proto

dimenzi 2!

Pokud ¾ijete v prostoru, v nìm¾ ¾ijeme, potøebujete k pøemis»ování v nìm tøi

nezávislé smìry, tj. tøi lineárnì nezávislé vektory, dva pro pohyb v rovinì, ten tøetí

pro pohyb þnahoruÿ a þdolùÿ, napø.
Ñu, Ñv a

Ñw. Ka¾dé pøemístìní mù¾ete potom

vyjádøit pomoí jejih lineární kombinae kÑu � lÑv � m Ñw. Ná¹ ¾ivotní prostor má

proto dimenzi 3!

De�nie 10 (Dimenze vektorového prostoru). Øekneme, ¾e vektorový prostor

V nad tìlesem T má koneènou dimenzi, jestli¾e ve V existuje koneèná mno¾ina

generátorù V (tj. mù¾eme øíi, ¾e V je koneènì generovaný). Dimenzí vektorového

prostoru V rozumíme poèet prvkù jeho libovolné báze (tj. jeho systému generátorù

tvoøeného lineárnì nezávislými vektory). Znaèíme

dimV � n nebo Vn.

Napøíklad informai o tom, ¾e vektorový prostor V má dimenzi 3 zapí¹eme ve tvaru

rovnosti: dimV � 3, nebo zkráenì pomoí dolního indexu: V3.

Vìta 8 (O existeni báze). Ka¾dý netriviální koneènì generovaný vektorový pro-

stor má aspoò jednu koneènou bázi.

Dùkaz. Naznaèíme pouze my¹lenku dùkazu, viz Obr. 9. Vektory
Ña, Ñb, Ñc, Ñd, Ñe, Ñf

pøedstavují mno¾inu generátorù vektorového prostoru V2. Jsou evidentnì lineárnì

závislé. Nyní vezmìte tu¾ku a postupnì (po jednom) vy¹krtávejte vektory, které se
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dají vyjádøit jako lineární kombinae ostatníh. Mìly by Vám zùstat dva lineárnì

nezávislé vektory, ty tvoøí bázi prostoru V2. V¹imnìte si, ¾e popsaným zpùsobem

mù¾ete dospìt k rùzným takovýmto dvojiím. To je projev toho, ¾e neexistuje jenom

jedna báze vektorového prostoru. V¹ehny ale, jak víme, mají stejný poèet vektorù!

Obrázek 9: Kolik lineárnì nezávislýh vektorù zùstane po postupném odstranìní tìh, které se dají

vyjádøit jako lineární kombinae ostatníh?

Dùkaz vìty je zalo¾en na popsaném mehanismu. Máme-li koneènou mno¾inu ge-

nerátorù, je jisté, ¾e døíve nebo pozdìji se z ní uvedeným postupem pro¹krtáme a¾

k bázi.

Dùsledek 1. Odstraníme-li ze systému generátorù vektorového prostoru V vektor,

který je lineární kombinaí ostatníh, pak mno¾ina zbývajííh vektorù je opìt sys-

témem generátorù vektorového prostoru V .

PØÍKLAD 4.1. Rozhodnìte, zda je daná mno¾ina vektorù systémem generátorù,

nebo pøímo bází, vektorového prostoru R3.

a) �1, 2, 3�, �1, 2, 1�, ��1, 1, 0�, �2,�1,0�,

b) �1, 2, 3�, �1, 2, 1�, �0, 0, 2�, �1, 2,�1�.

Øe¹ení: Na první pohled je zøejmé, ¾e ani jedna z uvedenýh mno¾in není bází. Maxi-

mální poèet nazávislýh uspoøádanýh troji reálnýh èísel je 3. Je-li jih víe, jsou

v¾dyky závislé (Souvisí to s poètem øe¹ení pøíslu¹né homogenní soustavy rovni.

Zdùvodnìte!). Zbývá vy¹etøit, zda se jedná alespoò o systémy generátorù prostoru

R3. Zkoumáme proto, zda lze ka¾dý vektor
Ñv > R3

vyjádøit jako lineární kombinai

danýh ètyø vektorù.
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Má-li mít pøíslu¹ná soustava lineárníh rovni øe¹ení (proto¾e je rovni ménì ne¾

neznámýh, jedno mít nemù¾e, tak je ve høe nekoneènì mnoho øe¹ení) nezávisle na

volbì vektoru
Ñv, musí mít matie soustavy dle Frobeniovy vìty hodnost 3 (tj. rovnu

dimenzi vektorového prostoru R3, jeho¾ mají být vektory systémem generátorù).

Tato podmínka je evidentnì splnìna. Mù¾eme tedy øíi, ¾e daná mno¾ina vektorù je

systémem generátorù vektorového prostoru R3
. Vektory jsou zobrazeny na Obr. 10.

Viz té¾ pøíslu¹ný applet https://www.geogebra.org/m/wptxsy7. Vidíme, ¾e v sou-

ladu s výsledkem algebraikého øe¹ení nele¾í v¹ehny v jedné rovinì (dokone ¾ádné

tøi nele¾í v jedné rovinì). V duhu dùkazu vìty 8 byhom tak vy¹krtnutím jednoho

z nih získali tøi lineárnì nezávislé vektory.
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Obrázek 10: Mno¾ina vektorù �1,2,3�, �1,2,1�, ��1,1,0�, �2,�1, 0� generuje prostor dimenze 3

Matie pøíslu¹né soustavy lineárníh rovni má hodnost 2. Roz¹íøená matie sou-

stavy má a¾ na pøípad, kdy v2 � 2v1, hodnost 3. Dle Frobeniovy vìty tedy pøíslu¹ná

soustava nemá pro v¹ehny vektory
Ñv > R3

øe¹ení (soustava má øe¹ení pouze pro

takové vektory
Ñv � �v1, v2, v3�, pro které je v2 � 2v1, my ale potøebujeme, aby mìla

øe¹ení pro jakýkoliv vektor
Ñv). Daná mno¾ina vektorù není systémem generátorù

vektorového prostoru R3
. Vektory jsou zobrazeny na Obr. 11. Viz té¾ pøíslu¹ný ap-

plet https://www.geogebra.org/m/rqs3zxvs. Vidíme, ¾e, opìt v souladu s výsledkem

algebraikého øe¹ení, le¾í v¹ehny ètyøi vektory v jedné rovinì. V duhu dùkazu vìty

8 byhom tak vy¹krtnutím dvou z nih získali dva lineárnì nezávislé vektory.

Obrázek 11: Mno¾ina vektorù �1,2,3�, �1,2,1�, �0,0,2�, �1,2,�1� generuje prostor dimenze 2
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Poznámka. Pøíklad 4.1 mù¾eme øe¹it i ryhleji, pouze s vyu¾itím mati, jejih¾

sloupe (nebo øádky) jsou dané vektory. Navrhnìte a zdùvodnìte postup takového

øe¹ení.

4.2 Souøadnie vektoru vzhledem k bázi

Jak víme, konkrétní vektor lze vyjádøit jako lineární kombinai vektorù konkrétní

báze jediným zpùsobem, viz vìta 7 na str. 44. Koe�ienty takové lineární kombinae

tak daný vektor vzhledem k dané bázi jednoznaènì identi�kují. Øíkáme, ¾e jsou jeho

souøadniemi vzhledem k této bázi. Tak mù¾eme øíi, ¾e vektor

Ñb na Obr. 12 má

vzhledem k bázi B � �
Ñu, Ñv� souøadnie �1.5, 2�, zatímo vektor

Ñc má vzhledem k ní

souøadnie ��1.6, 3.8�. Víme, ¾e bází daného vektorového prostoru mù¾eme vytvoøit

nekoneènì mnoho (napøíklad pro rovinu jsou to v¹ehny mo¾né dvojie lineárnì

nezávislýh vektorù). Potom ke ka¾dé z nih jsou souøadnie daného vektoru jiné!

V¾dy je tedy tøeba vìdìt, vzhledem k jaké bázi jsou pøíslu¹né souøadnie dány. Pro

prostory Rn
se pou¾ívá pøevá¾nì (ve ¹kolní matematie jedinì) tzv. kanoniká báze,

nejjednodu¹¹í báze, jakou mù¾eme vytvoøit. Pro R2
je to ��1, 0�, �0, 1��, pro R3

je

to ��1, 0, 0�, �0, 1, 0�, �0, 0, 1�� atd.

Obrázek 12: Souøadnie vektorù

Ñb, Ñc vzhledem k bázi �Ñu, Ñv�.

Dle vìty 7 lze vektor
Ñu > V psát jediným zpùsobem jako lineární kombinai vek-

torù dané bázeM � �
Ñu1, Ñu2, ..., Ñun� vektorového prostoru V. Jinak øeèeno, koe�ienty

x1, x2, ..., xn > T lineární kombinae

Ñu �
n

Q

i�1

xiÑui

jsou pro daný vektor
Ñu a danou bázi M � �

Ñu1, Ñu2, ..., Ñun� urèeny jednoznaènì. Tyto

koe�ienty, konkrétnì uspoøádanou n�tii (tj. aritmetiký vektor) z nih vytvoøenou,

nazýváme souøadnie vektoru
Ñu vzhledem k bázi M .
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De�nie 11 (Souøadnie vektoru vzhledem k bázi). Neh» M � �
Ñu1, Ñu2, ..., Ñun�

je báze vektorového prostoru V. Potom ka¾dý vektor
Ñu > V lze napsat jednoznaènì ve

tvaru

Ñu � x1Ñu1 � x2Ñu2 � ... � xnÑun �
n

Q

i�1

xiÑui.

Vektor �x1, x2, ..., xn� > T n
nazveme souøadniemi vektoru

Ñu vzhledem k bázi M a

znaèíme

ÑuM � �x1, x2, ..., xn�.

PØÍKLAD 4.2. Mno¾ina M � ��1, 1�, �2, 3�� je bází vektorového prostoru R2
.

Urèete souøadnie
ÑuM vektoru

Ñu vzhledem k této bázi, znáte-li jeho souøadnie
Ñu �

�7, 12� vzhledem ke kanoniké bázi ��1, 0�, �0, 1��.

Øe¹ení: Dle de�nie 11 hledáme koe�ienty x, y > R lineární kombinae
Ñu � x�1, 1��

y�2, 3�. Proto¾e zároveò platí
Ñu � 7�1, 0� � 12�0, 1�, mù¾eme psát

Ñu � x�1, 1� � y�2, 3� � 7�1, 0� � 12�0, 1�, (24)

po úpravì

Ñu � x�1, 1� � y�2, 3� � �7, 12�. (25)

Rovnii (25) po dal¹í úpravì mù¾eme pøepsat do podoby s ní ekvivalentní soustavy

dvou rovni o neznámýh x, y

x � 2y � 7,

x � 3y � 12,

jejím¾ øe¹ením je �x, y� � ��3, 5�. Pro vektor
Ñu � �7, 12� > R2

tak platí

Ñu � �3�1, 1� � 5�2, 3�.

Hledané souøadnie vektoru
Ñu � �7, 12� vzhledem k báziM jsou proto ��3, 5�, pí¹eme

ÑuM � ��3, 5�.

Pøipomeòme si je¹tì pojem kanoniká báze, který jsme v této kapitole zaèali

pou¾ívat. Jedná se o bázi, vzhledem k ní¾ urèujeme souøadnie vektorù, není-li uve-

deno jinak. Pozdìji si kanonikou bázi uvedeme jako pøíklad tzv. ortonormální báze,

její¾ pou¾ití pøiná¹í urèité výhody, viz de�nie 18 na str. 70. V pøípadì vektorového

prostoru R2
je kanonikou bází mno¾ina ��1, 0�, �0, 1��. Pro R3

je potom kanonikou

bází mno¾ina vektorù ��1, 0, 0�, �0, 1, 0�, �0, 0, 1�� atd.
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PØÍKLAD 4.3. Ovìøte, ¾e vektory
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tvoøí bázi vektorového prostoru R4. Potom urèete souøadnie vektoru

Ñx � �4,�2, 1, 5�T

vzhledem k této bázi.

Øe¹ení: Vyjdìte z de�nie 9. Ovìøte, zda jsou dané vektory nezávislé, potom najdìte

koe�ienty po¾adované lineární kombinae.

Poznámka: Pøiøazení souøadni vektoru vzhledem k dané bázi je pøíkladem izo-

mor�smu, tj. lineárního zobrazení, které je vzájemnì jednoznaèné. Pro danou bázi

existuje vzájemnì jednoznaèná korespondene mezi vektorem a jeho souøadniemi.

Máme-li vektor, lze mu pøiøadit jediné souøadnie vzhledem k této bázi a naopak,

máme-li souøadnie, existuje jediný vektor, které je k dané bázi má.

4.3 Podprostor vektorového prostoru

Na pojem vektorový podprostor jsme u¾ nìkolikrát narazili. Jedná se o podmno¾inu

vektorového prostoru, která sama o sobì splòuje de�nii 3 vektorového prostoru, viz

str. 24. V¹imnìte si napøíklad Obr. 11 na str. 48, nebo si otevøete jemu pøíslu¹ejíí

applet https://www.geogebra.org/m/rqs3zxvs. V¹ehny ètyøi vektory le¾í v jedné

rovinì. Pøedstavují mno¾inu generátorù vektorového podprostoru, který je tvoøen

v¹emi vektory majíími smìr rovnobì¾ný s touto rovinou (ta rovina je názorným

modelem tohoto podprostoru). Kdybyhom vhodnì odstranili dva z nih, dostali

byhom bázi tohoto podprostoru. Jeho dimenze je 2.

De�nie 12 (Podprostor vektorového prostoru). Neh» V je vektorový prostor

nad tìlesem T. Øekneme, ¾e W je podprostor vektorového prostoru V, právì tehdy

kdy¾ platí:

1. W je neprázdná podmno¾ina V (W b V ,W x g.)

2. W je vektorovým prostorem vzhledem k operaím sèítání vektorù a náso-

bení vektoru prvkem z tìlesa T , které jsou de�nované na V (tj. splòuje de�nii 3

vektorového prostoru).

Skuteènost, ¾e W je podprostorem vektorového prostoru V znaèíme takto:

W bb V.
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Poznámka. Význam pojmù uvedenýh v de�nii si mù¾eme ilustrovat na pøíkladu

mno¾iny U � ��x, y� > R2; y � 3x�, která je vektorovým podprostorem vektorového

prostoru V � R2
de�novaného nad tìlesem T � R, tj. U bb V.

Obrázek 13: Jedná se v obou pøípadeh o vektorové podprostory?

PØÍKLAD 4.4. Rozhodnìte, zda je mno¾ina W � ��x, y� > R2; y � 3x� 1� vektoro-

vým podprostorem prostoru R2
(tj. zda platí W bb R2

).

Z de�nie vektorového prostoru 3 vyplývá nutná podmínka existene vektoro-

vého podprostoru: Vektorový podprostor W bb V musí obsahovat nulový vektor

z prostoru V . Její u¾iteènost se, jak to tak u nutnýh podmínek bývá, projeví v

okam¾iku, kdy není splnìna. To máme toti¾ jistotu, ¾e vy¹etøovaná podmno¾ina W

není vektorovým podprostorem. Pokud splnìna je, ¾ádnou jistotu nemáme.

Nad de�nií 12 je dobré si promyslet podobu extrémníh podprostorù:

þNejmen¹ímÿ podprostorem je triviální vektorový prostor �
Ño�, tj. mno¾ina ob-

sahujíí jediný prvek, nulový vektor
Ño.

þNejvìt¹ímÿ podprostorem je potom prostor V samotný (proto¾e, jak víme, mno¾ina

je sama sobì podmno¾inou).

Obèas se setkáme s úkolem, rozhodnout, zda je nìjaká podmno¾ina vektorového pro-

storu jeho podprostorem. Je proto dobré, ujasnit si, o je tøeba pro to udìlat. Jak

øíká následujíí vìta 9, není na¹tìstí nutné ovìøit elou de�nii 3 (viz str. 24). Podm-

no¾ina toti¾ pøirozenì pøebírá (dìdí) nìkteré vlastnosti od své mateøské mno¾iny.

Napøíklad, pokud je sèítání vektorù komutativní ve V , je samozøejmì komutativní i

v W bb V .

Vìta 9 (O urèení vektorového podprostoru). Neprázdná podmno¾ina W vek-

torového prostoru V je podprostorem prostoru V, právì kdy¾ platí:

(1) �
Ñu, Ñv >W ; Ñu � Ñv >W ,

(2) �a > T,�Ñu >W ; aÑu >W .

52



PØÍKLAD 4.5. Ovìøte, zda Wi bb �R3,�,R� �

a) W1 � ��r, 2r, 5r�; r > R�,

b) W2 � ��r, 2r, r2�; r > R�,

) W3 � ��r, 2r, 1�; r > R�.

Øe¹ení: Naznaèíme si postup øe¹ení pro zadání a). Postupujeme podle vìty 9. Vyjá-

døíme si dva vektory z W1; Ñu � �r1, 2r1, 5r1�, Ñv � �r2, 2r2, 5r2� a ovìøíme, zda splòují

ony dvì vlastnosti (1) a (2) z vìty 9.

Ad (1): Ovìøíme, zda
Ñu � Ñv patøí do W1. Platí

Ñu � Ñv � �r1 � r2, 2�r1 � r2�, 5�r1 � r2��.

Pokud nahradíme r1 � r2 > R symbolem p; p > R, mù¾eme psát

Ñu � Ñv � �p, 2p, 5p�,

o¾ je pøedpis pro podobu uspoøádané trojie patøíí do W1. Proto Ñu � Ñv >W1.

Ad (2): Ovìøíme, zda aÑu, kde a > R patøí do W1. Platí

aÑu � �ar, 2ar, 5ar�.

Pokud nahradíme ar > R symbolem q; q > R, mù¾eme psát

aÑu � �q, 2q, 5q�,

o¾ je pøedpis pro podobu uspoøádané trojie patøíí do W1. Proto aÑu >W1.

Tím jsme prokázali, ¾e Wi bb R3
.

Zbývajíí dvì zadání pøíkladu 4.5 øe¹te sami.

PØÍKLAD 4.6. Rozhodnìte, zda jsou následujíí mno¾iny podprostory prostoru R3

nad R.

(a) Mno¾ina v¹eh øe¹ení �x, y, z� rovnie 3x � 2y � z � 0.

(b) Mno¾ina v¹eh lineárníh kombinaí vektorù
Ñv1 � �2,�3, 0�, Ñv2 � �1, 0, 3�.

Proveïte geometrikou interpretai danýh mno¾in (podprostorù).

V závìru kapitoly vìnované bázi vektorového prostoru je vhodné pøipomenout si dvì

vlastnosti báze, na které jsme ji¾ narazili, ale dosud jsme je nijak nedokazovali:

(i)Dvì báze tého¾ vektorového prostoru mají stejný poèet prvkù.

(ii)Ve vektorovém prostoru nemù¾e být víe lineárnì nezávislýh vektorù,

ne¾ je poèet vektorù jeho báze.

Dùkazy obou tìhto tvrzení se dají elegantnì provést jako dùsledky tzv. Steinitzovy

vìta o výmìnì, které je vìnována následujíí kapitola. Proto¾e v¹ak její obsah nebude

kromì tìhto dùsledkù nijak vyu¾it v následujííh pasá¾íh, je její studium èistì

dobrovolné.
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4.4 Steinitzova vìta o výmìnì*

Studium této kapitoly je dobrovolné. Znalosti vìty a jejího dùkazu nebudou vy¾a-

dovány u zkou¹ky. Je tøeba znát akorát její vý¹e uvedené dùsledky.

Tato vìta je pro nás dùle¾itá hlavnì svými dùsledky. Plynou z ní napøíklad tyto

skuteènosti:

I. Dvì báze tého¾ vektorového prostoru mají stejný poèet prvkù.

II. Ve vektorovém prostoru nemù¾e být víe lineárnì nezávislýh vektorù,

ne¾ je poèet vektorù jeho báze.

Pøíklad: Mno¾ina M je systémem generátorù pøíslu¹ného vektorového prostoru.

Je mo¾né nahradit nìkteré vektory z M vektory z mno¾iny N tak, aby výsledná

mno¾ina opìt generovala ten samý vektorový prostor?

a) M � ��1, 1, 1�, �2, 1, 3�, �0, 2, 4�, �1, 0, 1��, N � ��1, 0, 0�, �0, 1, 1��,

b) M � ��1, 1, 1�, �2, 1, 3�, �0, 2, 4�, �1, 0,1��, N � ��0, 1, 2�, �2, 0, 2��.

Vìta 10 (Steinitzova vìta o výmìnì). Neh» V je vektorový prostor nad tìlesem T.

Neh» �
Ñu1, Ñu2, ..., Ñun� je mno¾ina generátorù prostoru V a neh»

Ñv1, Ñv2, ..., Ñvk jsou

libovolné lineárnì nezávislé vektory z V. Potom platí:

1) k B n,

2) pøi vhodném pøeèíslování vektorù
Ñu1, Ñu2, ..., Ñun mù¾eme prvníh k z nih nahra-

dit vektory
Ñv1, Ñv2, ..., Ñvk tak, ¾e mno¾ina �

Ñv1, Ñv2, ..., Ñvk, Ñuk�1, Ñuk�2, ..., Ñun� je systémem

generátorù vektorového prostoru V.

Dùkaz. Dùkaz provedeme matematikou indukí podle k (tj. podle poètu lineárnì

nezávislýh vektorù
Ñvi).

I. Doká¾eme, ¾e vìta je pravdivá pro k � 1

Máme tedy dokázat, ¾e je-li �
Ñu1, Ñu2, ..., Ñun� mno¾ina generátorù prostoru V a

Ñv1 je

libovolný lineárnì nezávislý vektor z V, potom:

(1) 1 B n,

(2) pøi vhodném uspoøádání mohu první vektor z mno¾iny �
Ñu1, Ñu2, ..., Ñun� nahradit

vektorem
Ñv1.

Je zøejmé, ¾e tvrzení (1) platí; pro v¹ehna n > N je skuteènì 1 B n.

Zamìøíme se tedy na dùkaz tvrzení (2). To, ¾e �
Ñu1, Ñu2, ..., Ñun� je mno¾ina generá-

torù prostoru V lze zapsat rovností �
Ñu1, Ñu2, ..., Ñun� � V. Potom heme dokázat, ¾e

z pøedpokladù vìty vyplývá, ¾e platí také rovnost �
Ñv1, Ñu2, ..., Ñun� � V (tj., ¾e vektor

Ñu1 mù¾eme nahradit vektorem
Ñv1).
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Proto¾e
Ñv1 > V, lze vektor Ñv1 psát jako lineární kombinai

Ñv1 � a1Ñu1 � a2Ñu2 � ... � anÑun. (26)

Potom ov¹em platí

�
Ñu1, Ñu2, ..., Ñun� � �Ñv1, Ñu1, Ñu2, ..., Ñun� � V

(lineární obal mno¾iny vektorù se nezmìní, pokud k ní pøidáme vektor, který je line-

ární kombinaí jejíh vektorù). Vektor
Ñv1 je dle pøedpokladù vìty lineárnì nezávislý a

proto nemù¾e být nulový. Alespoò jeden z koe�ientù ai lineární kombinae (26) tak

musí být rùzný od nuly. Vìta pøipou¹tí vhodné uspoøádání vektorù
Ñui, proto lze bez

jakékoliv újmy na obenosti dùkazu pøedpokládat, ¾e tím nenulovým koe�ientem

je a1. Potom ale mù¾eme vektor
Ñu1 vyjádøit jako lineární kombinai

Ñu1 �
1

a1
Ñv1 �

a2

a1
Ñu2 � ... �

an

a1
Ñun

a pro vektorový prostor V platí

�
Ñu1, Ñu2, ..., Ñun� � �Ñv1, Ñu1, Ñu2, ..., Ñun� � �Ñv1, Ñu2, ..., Ñun� � V

(lineární obal mno¾iny vektorù se nezmìní, pokud z ní odebereme vektor, který je

lineární kombinaí jejíh zbývajííh vektorù). Dokázali jsme tak, ¾e lze opravdu

pøi vhodném uspoøádání vektorù
Ñu1, Ñu2, ..., Ñun první z nih nahradit vektorem

Ñv1 a

výsledná mno¾ina bude stále mno¾inou generátorù prostoru V.

II. Doká¾eme, ¾e pokud vìta platí pro k �m, platí i pro k �m � 1

Mìjme na pamìti, ¾e v tomto kroku (øíká se mu þindukèní krokÿ) dokazujeme prav-

divost implikae SV �m�� SV �m�1� (kde symbolem SV �j� rozumíme výrok þStei-

nitzova vìta je pravdivá pro k � jÿ) nikoliv pravdivost samotného tvrzení vìty.

Pøedpokládáme tedy, ¾e pro �
Ñu1, Ñu2, ..., Ñun� � V a m lineárnì nezávislýh vektorù

Ñv1, Ñv2, . . . , Ñvm z V je (1) m B n a (2) pøi vhodném pøeèíslování vektorù
Ñu1, Ñu2, ..., Ñun

mù¾eme psát �
Ñv1, Ñv2, ..., Ñvm, Ñum�1, Ñum�2, ..., Ñun� � V. Cheme dokázat, ¾e potom platí

i to, ¾e máme-lim�1 lineárnì nezávislýh vektorù Ñv1, Ñv2, . . . , Ñvm, Ñvm�1 z V, je (1)m�1 B

n a (2) pøi vhodném pøeèíslování vektorù
Ñu1, Ñu2, ..., Ñun mù¾eme psát �

Ñv1, Ñv2, ..., Ñvm, Ñvm�1, Ñum�2, ..., Ñ � �

V.

Proto¾e
Ñvm�1 > V, lze vektor Ñvm�1 psát jako lineární kombinai vektorù

Ñv1, Ñv2, . . . , Ñvm,

Ñum�1, . . . , Ñun, tj.

Ñvm�1 � b1Ñv1 � b2Ñv2 � � � � � bmÑvm � am�1Ñum�1 � � � � � anÑun (27)

a platí

�
Ñv1, Ñv2, ..., Ñvm, Ñum�1, Ñum�2, ..., Ñun� � �Ñv1, Ñv2, ..., Ñvm, Ñvm�1, Ñum�1, Ñum�2, ..., Ñun� � V.
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Proto¾e vektory
Ñv1, Ñv2, . . . , Ñvm, Ñvm�1 jsou lineárnì nezávislé, je zøejmé, ¾e alespoò je-

den z koe�ientù am�1, am�2, . . . , an lineární kombinae (27) je rùzný od nuly (pro-

myslete si detailní zdùvodnìní). Vìta pøipou¹tí vhodné uspoøádání vektorù mno¾iny

generátorù, proto lze bez jakékoliv újmy na obenosti dùkazu pøedpokládat, ¾e tím

nenulovým koe�ientem je am�1. Potom ale mù¾eme vektor
Ñum�1 vyjádøit z rovnosti

(27) jako lineární kombinai

Ñum�1 �

1

am�1

Ñvm�1 �

b1

am�1

Ñv1 �
b2

am�1

Ñv2 � . . . �
bm

am�1

Ñvm �

am�2

am�1

Ñum�2 � . . . �
an

am�1

Ñun

a pro vektorový prostor V platí

�
Ñv1, Ñv2, ..., Ñvm, Ñum�1, Ñum�2, ..., Ñun� � �Ñv1, Ñv2, ..., Ñvm, Ñvm�1, Ñum�1, Ñum�2, ..., Ñun� �

� �
Ñv1, Ñv2, ..., Ñvm, Ñvm�1, Ñum�2, ..., Ñun� � V.

(lineární obal mno¾iny vektorù se nezmìní, pokud z ní odebereme vektor, který je

lineární kombinaí jejíh zbývajííh vektorù). Opravdu lze pøi vhodném uspøádání

vektorù vektor
Ñuk�1 nahradit vektorem Ñvk�1. Tím jsme dokázali pravdivost implikae

SV �m� � SV �m � 1�, tzv. indukèního kroku dùkazu matematikou indukí. Tím

je tento dùkaz kompletní a mù¾eme proto øíi, ¾e Steinitzova vìta o výmìnì je

dokázána.

4.5 Dùsledky Steinitzovy vìty o výmìnì

Vìta 11. Ka¾dé dvì báze koneènì generovaného vektorového prostoru V mají

tý¾ poèet prvkù.

Vìta 12. Ka¾dá skupina lineárnì nezávislýh vektorù libovolného vektorového

prostoru generovaného n�prvkovou mno¾inou obsahuje nejvý¹e n vektorù.

Vìta 13. Je-li �
Ñu1, Ñu2, ..., Ñun� báze vektorového prostoru V a jsou-li vektory

Ñv1, Ñv2, ..., Ñvn > V lineárnì nezávislé, je mno¾ina
Ñv1, Ñv2, ..., Ñvn rovnì¾ báze vektoro-

vého prostoru V.

Vìta 14. Neh» �
Ñu1, Ñu2, ..., Ñun� je mno¾ina generátorù vektorového prostoru V,

pak

dimV B n.
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4.6 Cvièení: Báze vektorového prostoru, souøadnie vektoru vzhledem

k bázi

1. Rozhodnìte, zda je daná mno¾ina vektorù Mi bází vektorového prostoru R3
.

Pokud ano, urèete souøadnie vektoru
Ña � �1,�2, 5� vzhledem k této bázi. Pokud ne,

uveïte, jaký vektorový þpodprostorÿ daná mno¾ina generuje.

a) M1 � ���1, 0, 2�, �3, 1,�1�, �2, 1, 1��,

b) M2 � ��2, 1, 2�, �1, 1,�1�, �2, 1, 1��,

) M3 � ��5, 0, 1�, �0, 1, 3�, �1, 1, 1�, �1,0, 2��,

d) M4 � ��2,�4, 6�, ��1, 2,�3�, �4,�8, 12��,

e) M5 � ��1, 2, 0, 1�, �2, 0, 1,�3�, �1, 1,1, 1��,

f) M6 � ��1, 0, 0�, �0, 1, 0�, �0, 0, 1��,

g) M7 � ��1, 2�, ��1, 5�, �1, 1��.

2. Jsou uvedené polynomy bází vektorového prostoru polynomù stupnì nejvý¹e 2?

a) 1 � 3x � 2x2, 1 � x � 4x2, 1 � 7x,

b) 4 � 6x � x2, �1 � 4x � 2x2, 5 � 2x � x2.

3. Neh» P3 je vektorový prostor polynomù nejvý¹e tøetího stupnì. Ovìøte, zda

je mno¾ina M � x � 1, x � 1, �x � 1�2, �x � 1�3 bází tohoto vektorového prostoru.

Pokud ano, urèete souøadnie polynomu p�x� � x3 � 2x � 3 vzhledem k této bázi.

4. Neh» P3 je vektorový prostor polynomù nejvý¹e tøetího stupnì. Ovìøte, zda je

mno¾ina polynomùM � �x3�2x2�1, x3�x2�x, x3�1, x2�1� bází tohoto vektorového

prostoru. Pokud ano, urèete souøadnie polynomu p�x� � x3 � x2 � x � 2 vzhledem k

této bázi.

Pøíklady pro dobrovolné øe¹ení

5. Vytvoøte bázi vektorového prostoru R5, která obsahuje vektory �1, 2, 0, 1, 2�,

�2, 3,�1, 5, 4�, ��1, 0,�2, 0, 1�. Potom urèete souøadnie vektoru �2, 1, 1, 0, 1� vzhle-

dem k této, vámi vytvoøené, bázi.

6. Najdìte bázi vektorového prostoruR5, která obsahuje vektory �1, 2, 0, 1, 2�, �2, 5,�1, 8, 4�,

��1, 0,�2, 3,�1�.

7. Najdìte bázi vektorového prostoru V , která obsahuje daný vektor
Ñu:

a) V � ��1, 2, 3,�1�, �1, 0, 1,�2�, ��2, 1, 4,3��, Ñu � �1, 1, 7,�3�,

b) V � ��2, 1, 0, 1�, ��1, 1, 2, 3�, �2,3, 4,0��, Ñu � �4, 1, 0,�6�.

8. Urèete dimenzi vektorového prostoru

V � ���1, 1, 0, 2, 3�, �2,�1, 1, 2,3�, ��1, 0,1, 1,2�, �2, 0,1,�1,0���. Pokud to jde, vy-

tvoøte jeho bázi tak, aby obsahovala vektor ��4, 1, 1, 0, 1�.

57


