
5 Skalární souèin

Skalární souèin

1

je operae, která dvìma vektorùm pøiøazuje reálné èíslo (obenì

skalár, tj. prvek tìlesa T ). Proto¾e do skalárního souèinu vstupují dva prvky, kon-

krétnì vektory, øíkáme, ¾e je to operae binární (kdy¾ do operae vstupuje jeden

prvek, nazývá se unární, kdy¾ tøi, tak ternární atd.). Symbolem operae skalární

souèin je teèka þ�ÿ (v angliètinì se mu proto øíká také þdot produtÿ). Skalární sou-

èin je významný tím, ¾e se jedná o operai, která nám otevírá estu k mìøení, tj. k

urèování vzdáleností, odhylek, obsahù a objemù, v a�nním bodovém prostoru. Øí-

káme, ¾e umo¾òuje zavedení tzv. metriky. Bez skalárního souèinu umíme vy¹etøovat

pouze vzájemné polohy bodovýh podprostorù. Pojem skalární souèin se objevuje

ji¾ ve støedo¹kolském uèivu matematiky. Konkrétnì se jedná o tzv. Eukleidovský

skalární souèin, který je pro vektory
Ñu � �u1, u2�, Ñv � �v1, v2� z R2

dán vztahem

Ñu � Ñv � u1v1 � u2v2. (28)

Pro vektory
Ñu � �u1, u2, u3�, Ñv � �v1, v2, v3� z R3

pak analogiky

Ñu � Ñv � u1v1 � u2v2 � u3v3. (29)

Následujíí pøíklad pøiná¹í standardní problém ze støedo¹kolské matematiky, k

jeho¾ øe¹ení se skalární souèin vyu¾ívá.

PØÍKLAD 5.1. Je dán trojúhelník ∆ABC, A�1,�2�, B�8, 2�, C�4, 3�. Vypoètìte

velikost jeho vnitøního úhlu α, viz Obr. 14.

Obrázek 14: Vypoètìte velikost vnitøního úhlu α trojúhelníku ABC

Øe¹ení: Pou¾ijeme známý vztah pro výpoèet odhylky dvou vektorù
Ñu a

Ñv

cosα �

Ñu � Ñv

S
ÑuSSÑvS

, (30)

1

Pro doplòkové studium tématu této kapitoly doporuèuji publikai [1℄ PECH, P. (2004) Analy-

tiká geometrie lineárníh útvarù, Èeské Budìjovie, Jihoèeská univerzita v È. B., dostupnou na adrese

http://www.pf.ju.z/stru/katedry/m/knihy/Analytika.pdf
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v nìm¾ se skalární souèin (29) objevuje ve dvou rolíh. Jednak je zøetelnì pou¾it

v èitateli, viz
Ñu �Ñv, jednak se ponìkud skrytì uplatòuje pøi výpoètu norem (velikostí)

S
ÑuS, SÑvS vektorù Ñu a

Ñv ve jmenovateli lomeného výrazu na pravé stranì (30). Pro

výpoèet normy S
ÑuS vektoru Ñu � �u1, u2, u3� toti¾ platí

S
ÑuS �

¼

u2
1
� u2

2
� u2

3
, (31)

kde výraz pod odmoninou mù¾eme zapsat pomoí skalárního souèinu (29) takto

u2
1
� u2

2
� u2

3
� u1u1 � u2u2 � u3u3 � Ñu � Ñu. Potom (31) mù¾eme pøepsat do tvaru

S
ÑuS �

º

Ñu � Ñu. (32)

Vra»me se nyní k øe¹ení pøíkladu 5.1. Pro vyu¾ití vztahu (30) budeme uva¾ovat

orientované úseèky

��

AB a

��

AC jako umístìní vektorù
Ñu, Ñv, v daném poøadí. Tj.

Ñu �

B � A � �7, 4� a
Ñv � C � A � �3, 5�. Pro normy tìhto vektorù potom platí S

ÑuS �
º

72 � 42 �
º

65 a S
ÑvS �

º

32 � 52 �
º

34. Po dosazení do (30) tak dostáváme

cosα �

Ñu � Ñv

S
ÑuSSÑvS

�

7 � 3 � 4 � 5
º

65
º

34
�

41
º

65
º

34
� 0.872. (33)

Úhel α, který splòuje rovnii (33), má pøi zaokrouhlení na tøi desetinná místa velikost

0, 511 rad, tj. α � 29, 29X.

Pùvod skalárního souèinu

Pøi pohledu na formuli (29) èlovìka pøirozenì napadne otázka, jak se tento výpoèet

zrodil? Proè zrovna takhle? Mo¾nou odpovìï nám nabízí následujíí øe¹ení pro-

blému nalezení vztahu pro výpoèet velikosti vektoru
Ñu � Ñv, viz Obr. 15. Ji¾ jsme

si pøipomenuli, ¾e velikost (té¾. normu; u geometrikého vektoru se jedná o délku

orientované úseèky, která je jeho umístìním) vektoru
Ñw � �w1, w2, w3� znaèíme S

ÑwS a

platí S
ÑwS �

»

w2
1
�w2

2
�w2

3
. Potom pro vektor

Ñu � Ñv platí dle Obr. 15

S
Ñu � ÑvS �

»

�u1 � v1�2 � �u2 � v2�2 � �u3 � v3�2

(jedná se vlastnì o opakované uplatnìní Pythagorovy vìty v trojrozmìrném pro-

storu), odkud po umonìní obou stran na druhou dostaneme vztah

S
Ñu � ÑvS2 � �u1 � v1�

2
� �u2 � v2�

2
� �u3 � v3�

2,

jeho¾ pravou stranu upravíme na následujíí tvar

S
Ñu � ÑvS2 � u21 � u

2
2 � u

2
3 � v

2
1 � v

2
2 � v

2
3 � 2�u1v1 � u2v2 � u3v3�

a pomoí vztahù pro velikosti vektorù
Ñu, Ñv pøepí¹eme do podoby

S
Ñu � ÑvS2 � SÑuS2 � SÑvS2 � 2�u1v1 � u2v2 � u3v3�. (34)
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Obrázek 15: Vztah pro velikost vektoru Ñu�Ñv obsahuje formuli pro výpoèet Eukleidovského skalárního

souèinu

Po¾adavek zápisu rovnosti (34) ve tvaru

S
Ñu � ÑvS2 � SÑuS2 � SÑvS2 � 2Ñu � Ñv

nás potom vede k de�nování skalárního souèinu
Ñu � Ñv formulí (29). Aby v¹e þfungo-

valoÿ, musí mít tato operae urèité vlastnosti. Ty jsou spei�kovány v následujíí

de�nii 13, která zavádí skalární souèin jako obenìj¹í operai, ne¾ je vý¹e uve-

dený Eukleidovský skalární souèin. Ten se tak stává jenom jednou z mnoha operaí

vyhovujííh této de�nii.

De�nie 13 (Skalární souèin). Skalárním souèinem rozumíme operai, která ka-

¾dé dvojii vektorù
Ñu, Ñv > V pøiøazuje reálné èíslo (skalár)

Ñu � Ñv > R tak, ¾e platí:

1.
Ñu � Ñv � Ñv � Ñu, (SYMETRIE)

2.
Ñu � �Ñv � Ñw� � Ñu � Ñv � Ñu � Ñw, (BILINEARITA, vlastnosti 2 a 3)

3. �kÑu� � Ñv � k�Ñu � Ñv�,

4.
Ñu � Ñu C 0 , �

Ñu � Ñu � 0� Ñu � Ño� . (POZITIVITA)
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Poznámky.

1. Skalární souèin je v¾dy de�nován na nìjakém vektorovém prostoru V. Potom

hovoøíme o vektorovém prostoru se skalárním souèinem, nebo struènìji

o unitárním prostoru.

2. Nejèastìji se setkáme s nìkterým z následujííh tøí zpùsobù zápisu skalárního

souèinu vektorù
Ñu, Ñv:

Ñu � Ñv nebo �
Ñu, Ñv A nebo �

Ñu, Ñv�.

5.1 Pøíklady skalárníh souèinù

Existují rùzné skalární souèiny, vý¹e uvedený Eukleidovský není jediný. Za skalární

souèin toti¾ pova¾ujeme ka¾dou operai, která splòuje de�nii 13. Uveïme si zde

nìkolik pøíkladù:

1. Eukleidovský skalární souèin

Ñu � Ñv � u1v1 � u2v2 � u3v3; pro Ñu, Ñv > V3.

2. Vá¾ený skalární souèin

Ñu � Ñv � 2u1v1 � 5u2v2; pro Ñu, Ñv > V2.

Obenì zapí¹eme vá¾ený skalární souèin vektorù
Ñu, Ñv > Vn formulí

Ñu � Ñv �
n

Q

i�1

ciuivi,

kde ci je váha souèinu i�týh souøadni tìhto vektorù.

3. Skalární souèin

Ñu � Ñv � u1v1 � u1v2 � u2v1 � 4u2v2.

4. Skalární souèin v prostoru spojitýh reálnýh funkí na uzavøeném intervalu

`a; be

f�x� � g�x� �

b

S

a

f�x�g�x�dx.

PØÍKLAD 5.2. Ovìøte, ¾e operae de�novaná pøedpisem
Ñu � Ñv � 2u1v1 � 5u2v2 pro

Ñu, Ñv > V2 je skuteènì skalárním souèinem.

Øe¹ení: Zvolíme vektory
Ñu � �u1, u2�, Ñv � �v1, v2� a

Ñw � �w1, w2� a dosazením je-

jih souøadni dle daného pøedpisu do obou stran pøíslu¹nýh rovností (v pøípadì

vlastnosti 4 nerovnosti) postupnì ovìøíme platnost v¹eh vlastností z de�nie 13.
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5.2 Norma (velikost) vektoru

Zde shrneme a zobeníme to, o jsme o normì (velikosti) vektoru zjistili na str 59,

viz formule (31), (32). Zobenìní spoèívá v tom, ¾e uvedenou de�nií 14 je norma

vektoru zavedena pro obený skalární souèin þ�ÿ, neøe¹í se jeho konkrétní podoba.

De�nie 14 (Norma vektoru). Normou (velikostí) vektoru
Ñu > Vn rozumíme èíslo

S
ÑuS �

º

Ñu � Ñu.

Je tøeba mít na pamìti, ¾e de�nie 14 zavádí normu vektoru pomoí obeného pojmu

skalární souèin. Hodnota normy tedy závisí na tom, jaký konkrétní skalární souèin

pou¾ijeme, tj. podle jaké formule ho budeme poèítat!

PØÍKLAD 5.3. Je dán vektor
Ña � �2,�3, 5�. Vypoèítejte jeho normu pro

a) Eukleidovský skalární souèin
Ñu � Ñv � u1v1 � u2v2 � u3v3; Ñu, Ñv > V3,

b) vá¾ený skalární souèin
Ñu � Ñv � 2u1v1 � 5u2v2 � u3v3; Ñu, Ñv > V3.

Poznámky.

1. Pro normu vektoru pou¾íváme té¾ oznaèení Y
ÑuY (potøebujeme-li ji odli¹it od

absolutní hodnoty reálného èísla).

2. Vektor s normou S
ÑuS � 1 nazýváme jednotkový vektor.

3. Souèin
Ñu � Ñu zkraujeme na

Ñu � Ñu � Ñu2. Potom je zøejmé, ¾e platí

Ñu2 � SÑuS2. (35)

4. Ke ka¾dému skalárnímu souèinu pøíslu¹í dle de�nie 14 norma, ale ne ka¾dá

norma je de�nována pomoí skalárního souèinu. Napøíklad:

a) Y
ÑuY1 � Su1S � Su2S � ... � SunS, (tzv. 1-norma)

b) Y
ÑuYinf �max�Su1S, Su2S, ..., SunS�,

) Y
ÑuY2 �

»

u2
1
� u2

2
� ... � u2n, Eukleidovská norma (té¾ 2-norma)

5.2.1 Normování vektoru

Jsou situae, kdy je výhodné nahradit daný vektor jednotkovým vektorem tého¾

smìru. Hovoøíme o tzv. normování vektoru. Èasto se s tím setkáváme v souvislosti

s bázemi. Máme dánu bázi B � �
Ñu, Ñv� vektorového prostoru V , její¾ vektory mají

rùzné velikosti, a potøebujeme ji nahradit bází G � �
Ñe, Ñf�, její¾ vektory

Ñe, Ñf mají
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Obrázek 16: Vztah pro velikost vektoru Ñu�Ñv obsahuje formuli pro výpoèet Eukleidovského skalárního

souèinu

v daném poøadí stejné smìry jako vektory
Ñu, Ñv, ale jsou jednotkové, tj. S

ÑeS � S Ñf S � 1,

viz Obr. 16. Normování vektoru
Ñu provedeme konkrétnì tak, ¾e ho vydìlíme jeho

velikostí (normou), výsledný jednotkový vektor rovnobì¾ný s
Ñu, oznaème ho

Ñe, je

potom dán vztahem

Ñe �
Ñu

S
ÑuS
. (36)

PØÍKLAD 5.4. Normujte vektor
Ña � �3,�4, 0�.

Øe¹ení:

Ñe �
Ña

S
ÑaS
�

1

5
�3,�4, 0� � �

3

5
,�

4

5
, 0� .

PØÍKLAD 5.5. Normujte vektor
Ñw � �

1

2
,�

1

10
,
1

5
�
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5.3 Dùle¾ité nerovnosti*

Studium této kapitoly je dobrovolné. Její obsah nebude vy¾adován u zkou¹ky. To

v¹ak neznamená, ¾e není zajímavý a nestojí za nahlédnutí.

Pøi zkoumání vlastností vektorovýh prostorù se skalárním souèinem nám výraznì

pomohou následujíí dvì nerovnosti:

1) Cauhyova-Shwarzova nerovnost,

2) Trojúhelníková nerovnost.

Uká¾eme si, ¾e tyto nerovnosti platí v jakémkoliv vektorovém prostoru se skalárním

souèinem.

5.3.1 Cauhyova{Shwarzova nerovnost

Vìta 15 (Cauhyova{Shwarzova nerovnost). Pro ka¾dé dva vektory
Ñu, Ñv > Vn a pro

jakýkoliv skalární souèin platí

S
Ñu � ÑvS B YÑuY YÑvY. (37)

Rovnost nastává právì tehdy, kdy¾ jsou vektory
Ñu, Ñv lineárnì závislé (tj. rovnobì¾né).

Dùkaz. Uva¾ujme vektor
Ñu � kÑv. Potom dle de�nie skalárního souèinu a normy

vektoru platí

Y
Ñu � kÑvY2 C 0,

Y
ÑuY2 � 2kÑu � Ñv � k2YÑvY2 C 0. (38)

Kdy¾ levou stranu nerovnosti (38) vhodnì pøeuspoøádáme

Y
ÑvY2k2 � 2Ñu � Ñv k � YÑuY2 C 0,

mù¾eme na ni nahlí¾et jako na kvadratiký trojèlen Ak2 �Bk � C s promìnnou k.

Potom je kvadratiká nerovnost (38) vzhledem k této promìnné splnìna právì tehdy,

kdy¾ je diskriminant B2
� 4AC tohoto trojèlenu men¹í nebo roven nule

4�Ñu � Ñv�2 � 4YÑuY2YÑvY2 B 0.

Odtud dostaneme po nìkolika úpraváh nerovnost (37), kterou heme dokázat

�
Ñu � Ñv�2 B YÑuY2 YÑvY2,

S
Ñu � ÑvS B YÑuY YÑvY.
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Poznámka. Pou¾íváme rùzné zápisy Cauhyovy{Shwarzovy (dále jen þC{Sÿ) ne-

rovnosti:

�

n

Q

i�1

uivi�

2

B

n

Q

i�1

u2i

n

Q

i�1

v2i ,

W

n

Q

i�1

uiviW B

¿

Á

Á
À

n

Q

i�1

u2i

¿

Á

Á
À

n

Q

i�1

v2i ,

PØÍKLAD 5.6. Neh» a, b, c, d, e jsou reálná èísla, pro která platí:

a � b � c � d � e � 8

a2 � b2 � c2 � d2 � e2 � 16.

Urèete maximální mo¾nou hodnotu e.

Nápovìda:Dané rovnie upravte na tvary

a � b � c � d � 8 � e

a2 � b2 � c2 � d2 � 16 � e2.

a uva¾ujte C{S nerovnost pro vektory
Ñu � �a, b, c, d� a Ñv � �1, 1, 1, 1�.

5.3.2 Trojúhelníková nerovnost

Mají-li tøi úseèky a, b, c tvoøit strany trojúhelníkuABC (viz Obr. 17), musí pro jejih

délky platit, ¾e souèet ka¾dýh dvou z nih je vìt¹í ne¾ ta tøetí (tj. a� b A c, a�c A b,

b�c A a). Nastane-li v nìkterém z tìhto pøípadù rovnost, body A,B,C le¾í v pøíme

Obrázek 17: Úseèky délek a, b, c jsou stranami trojúhelníku

(trojúhelník degeneruje v úseèku, viz Obr. 18). Tyto skuteènosti jsou popsány tzv.

trojúhelníkovou nerovností. Pokud do stran trojúhelníku ABC vhodnì umístíme

vektory
Ñu, Ñv a

Ñu � Ñv, jak ilustruje Obr. 19, mù¾eme tuto nerovnost formulovat i pro

vektory a jejih normy (viz Vìta 16).
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Obrázek 18: Pro a � b � c le¾í vrholy þtrojúhelníkuÿ v pøíme

Obrázek 19: Trojúhelníková nerovnost pro vektory

Vìta 16 (Trojúhelníková nerovnost). Pro ka¾dé dva vektory
Ñu, Ñv > Vn a normu

vektoru pøíslu¹nou libovolnému skalárnímu souèinu platí

Y
Ñu � ÑvY B YÑuY � YÑvY. (39)

Rovnost nastává právì tehdy, kdy¾ existuje k > R,k C 0 takové, ¾e
Ñu � kÑv nebo Ñv � kÑu.

Dùkaz. Uká¾eme, ¾e platnost nerovnosti (39) je dùsledkem platnosti C-S nerovnosti

(37). Nejprve obì strany nerovnosti (39) umoníme na druhou

Y
Ñu � ÑvY2 B �YÑuY � YÑvY�2,

pravou stranu pøi tom vyjádøíme ve tvaru pøíslu¹ného trojèlenu

Y
Ñu � ÑvY2 B YÑuY2 � 2YÑuYYÑvY � YÑvY2.

Potom u èlenù, které jsou druhými moninami norem vektorù, u¾ijeme vztah (35) a

zapí¹eme je ve tvaru skalární moniny

�
Ñu � Ñv�2 B Ñu2 � 2YÑuYYÑvY � Ñv2.

Po úpravì levé strany

Ñu2 � 2Ñu � Ñv � Ñv2 B Ñu2 � 2YÑuYYÑvY � Ñv2

a nále¾itém zjednodu¹ení dostáváme nerovnost

Ñu � Ñv B YÑuYYÑvY,

její¾ pravdivost vyplývá z pravdivosti C{S nerovnosti (S
Ñu � ÑvS B Y

ÑuYYÑvY) a z de�nie

absolutní hodnoty (
Ñu � Ñv B SÑu � ÑvS).
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PØÍKLAD 5.7. Doka¾te následujíí nerovnost:

SY
ÑaY � YÑbYS B YÑa � ÑbY; Ña,Ñb > Vn.

Øe¹ení:Postupujeme úplnì stejnì jako pøi vý¹e uvedeném dùkazu trojúhelníkové

nerovnosti.

PØÍKLAD 5.8. Zapi¹te skalární souèin vektorù
Ñu, Ñv pouze u¾itím normy vektoru.

Øe¹ení: Vyu¾ijeme vztah (35), tj. toho, ¾e platí:
Ñu � Ñu � Ñu2 � YÑuY2. Nejprve uva¾ujeme

vektor
Ñu � Ñv. Dle (35) platí

�
Ñu � Ñv�2 � Ñu2 � 2Ñu � Ñv � Ñv2 � YÑuY2 � 2Ñu � Ñv � YÑvY2 � YÑu � ÑvY2.

Odtud potom mù¾eme vyjádøit skalární souèin
Ñu � Ñv pomoí norem vektorù takto:

Ñu � Ñv �
1

2
�Y
ÑuY2 � YÑvY2 � YÑu � ÑvY2�. (40)

Dal¹í mo¾ností je uva¾ovat vztahy Y
Ñu� ÑvY2 � YÑuY2�2Ñu � Ñv�YÑvY2 a YÑu� ÑvY2 � YÑuY2�2Ñu �

Ñv � YÑvY2. Odeèteme-li první od druhého, dostaneme vztah Y
Ñu� ÑvY2 � YÑu� ÑvY2 � 4Ñu � Ñv,

ze kterého vyjádøíme skalární souèin
Ñu � Ñv takto

Ñu � Ñv �
1

4
�Y
Ñu � ÑvY2 � YÑu � ÑvY2�. (41)

67



5.4 Odhylka vektorù

Vztah pro výpoèet odhylky dvou vektorù (30), který jsme pou¾ili pøi øe¹ení pøíkladu

5.1 na str. 58, mù¾eme de�novat jako dùsledek Cauhyovy{Shwarzovy nerovnosti

(37). Z nerovnosti S
Ñu � ÑvS B SÑuS SÑvS vyplývá vztah

S
Ñu � ÑvS

S
ÑuSSÑvS

B 1, který mù¾eme pøepsat do

tvaru

W

Ñu � Ñv

S
ÑuSSÑvS

W B 1.

Uvá¾íme-li prùbìh hodnot funke cosx, viz graf na Obr. 20, pro které platí

S cosxS B 1,

je zøejmé, ¾e pro ka¾dé dva nenulové vektory
Ñu, Ñv > Vn existuje jediné reálné èíslo

ϕ > `0, πe, pøíslu¹né hodnoty cosϕ viz èervená èást grafu na Obr. 20, takové, ¾e

cosϕ �

Ñu � Ñv

S
ÑuSSÑvS

.

Toto èíslo nazveme odhylkou nenulovýh vektorù
Ñu, Ñv.

Obrázek 20: Graf funke f � y � cosx

De�nie 15 (Odhylka vektorù). Odhylkou dvou nenulovýh vektorù
Ñu, Ñv > Vn

rozumíme reálné èíslo ϕ > `0, πe, které je dáno vztahem

cosϕ �

Ñu � Ñv

S
ÑuSSÑvS

. (42)

PØÍKLAD 5.9. Vypoèítejte úhel mezi vektory
Ñv � �1, 0, 1�, Ñw � �0, 1, 1�.

a) Uva¾ujte Eukleidovský skalární souèin.

b) Uva¾ujte vá¾ený skalární souèin
Ñv � Ñw � v1w1 � 2v2w2 � 3v3w3.

Zápis skalárního souèinu pomoí norem vektorù

Dùsledkem vztahu (42) je mo¾nost zápisu skalárního souèinu (nezapomínejme na to,

¾e je to èíslo) vektorù
Ñu, Ñv pomoí jejih norem S

ÑuS, SÑvS a odhylky ϕ takto

Ñu � Ñv � SÑuSSÑvS cosϕ. (43)
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5.4.1 Odhylka pøímek

Víme, ¾e u ka¾dé pøímky lze vyjádøit její smìr prostøednitvímsmìrového vektoru

pøímky. Nabízí se tak vyu¾ití znalosti výpoètu odhylky dvou vektorù, viz de�nie

42, k urèení odhylky pøímek. Samozøejmì to jde, odhylku pøímek skuteènì mù¾eme

spoèítat pomoí odhylky jejih smìrovýh vektorù. Musíme v¹ak pøi tom dát pozor

na to, ¾e ne v¾dy se tyto dvì odhylky rovnají. K jejih rozdílnosti mù¾e dojít

v dùsledku toho, ¾e tyto dva druhy odhylky jsou de�novány rùzným rozmezím

úhlù. Zatímo odhylka dvou vektorù mù¾e být úhlem ostrým i tupým, odhylka

dvou pøímek je de�nována men¹ím z úhlù, které pøímky v rovinì vytváøejí, tj. je

v¾dy úhlem ostrým, maximálnì pravým. Viz Obr. 21, kde jsou zobrazeny obì mo¾né

situae, vlevo je pøípad, kdy se odhylka vektorù shoduje s odhylkou pøímek, vpravo

pak pøípad, kdy se tyto úhly li¹í, ov¹em tak, ¾e dohromady tvoøí úhel pøímý. Jak

Obrázek 21: Odhylka pøímek ψ vs. odhylka smìrovýh vektorù ϕ

tedy budeme pøi výpoètu odhylky pøímek postupovat? Nabízejí se následujíí dvì

esty:

(i) Spoèítáme odhylku smìrovýh vektorù pøímek. Pokud je men¹í nebo rovna 90X,

tj. cosϕ B 0, je rovna odhyle pøímek. Pokud vyjde odhylka smìrovýh vektorù

vìt¹í ne¾ 90X, tj. cosϕ C 0, odhylka pøímek bude jejím doplòkem do 180X.

(ii)Modi�kaí vztahu (42) vytvoøíme speiální vztah pro výpoèet odhylky dvou

pøímek ψ. Z grafu funke kosinus na Obr. 20 je zøejmé, ¾e hodnoty cosϕ a cos �π � ϕ�

se li¹í pouze znaménkem, jejih absolutní hodnoty se rovnají, pøitom pro ostrý úhel ϕ

je cosϕ C 0. Pro výpoèet odhylky dvou pøímek pomoí jejih smìrovýh vektorù, bez

ohledu na jejih orientai, se tak nabízí jednoduhá modi�kae vztahu (42). Staèí,

pøidat závorky pro absolutní hodnotu. Odhylka ψ dvou pøímek p, q se smìrovými

vektory
Ñu, Ñv je tak dána vztahem

cosψ �

S
Ñu � ÑvS

S
ÑuSSÑvS

. (44)

PØÍKLAD 5.10. Urèete odhylku pøímek p, q, pro které platí p � x � 1 � 3t, y �

1 � t, z � 1 � 2t; t > R, q � x � 2s, y � 3 � 9s, z � �1 � 6s; s > R.

Øe¹ení: Pøímky jsou dány parametriky, tj. tak, ¾e souøadnie libovolného bodu

X�x, y� pøímky p jsou vyjádøeny pomoí jednoho jejího známého bodu A�a1, a2� a

jejího smìrového vektoru
Ñu � �u1, u2� rovnií ve tvaru

X � A � tÑu; t > R, (45)
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po dosazení souøadni

�x, y� � �a1, a2� � t�u1, u2�; t > R, (46)

a rozepsání pro ka¾dou zvlá¹» dostáváme parametriké rovnie pøímky p

x � a1 � tu1, (47)

y � a2 � tu2; t > R. (48)

Porovnáním tìhto rovni se zadáním pøíkladu 5.10 tak získáme souøadnie smìro-

výh vektorù danýh pøímek, pro p je to Ñu � �3, 1, 2�, pro q potom Ñv � �0, 9, 6�.

Je otázka, zda k výpoètu odhylky tìhto dvou pøímek mù¾eme pou¾ít vztah (44),

kdy¾ jsme ho ilustrovali pøíkladem v rovinì a teï se pohybujeme v trojrozmìrném

prostoru. V dimenzi prostoru problém není, vztah (44) je univerzální. Musíme si ako-

rát ujasnit, jaké vzájemné polohy dvou pøímek mohou v prostoru dané dimenze, zde

konkrétnì dimenze 3, nastat a jak v ka¾dé z nih odhylku tìhto pøímek urèujeme.

V pøípadì rùznobì¾nýh pøímek, které mají spoleèný bod, je to jasné. Takové

pøímky le¾í ve spoleèné rovinì, odhylku tak urèujeme stejnì, jako je naznaèeno na

Obr. 21.

A jak to bude v pøípadì mimobì¾nýh pøímek? Ten jednodu¹e pøevedeme na

pøedhozí pøípad rùznobì¾ek. Pøímky zadané v pøíkladu 5.10 shodou okolností mi-

mobì¾né jsou. Jejih konkrétní situai mù¾eme sledovat v tomto GeoGebra appletu:

https://www.geogebra.org/m/gqnf6tsf. Viz té¾ Obr. 22. Postupujeme tak, ¾e pøím-

Obrázek 22: Odhylka dvou mimobì¾nýh pøímek

kou q prolo¾íme rovinu, øíkejme jí ρ, která je rovnobì¾ná s pøímkou p, do ní potom

pøímku p posuneme, tøeba tak, aby její obraz proházel bodem B. Tento prùmìt

pøímky p do roviny ρ je s pøímkou p rovnobì¾ný a s pøímkou q rùznobì¾ný, jeho

odhylka s pøímkou q je tak stejná, jako odhylka pùvodníh pøímek. I v pøípadì
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mimobì¾nýh pøímek lze proto pou¾ít vztah (44). Dosazením do nìj dostáváme

cosψ �

S21S
º

14
º

117
�

S21S

3
º

14
º

13
.

Vidíme, ¾e skalární souèin smìrovýh vektorù pøímek je kladný, absolutní hodnota

v tomto konkrétním pøípadì ¾ádnou zmìnu znaménka nezpùsobí. Tento pøípad od-

povídá situai na Obr. 21 vlevo, odhylka pøímek je toto¾ná s odhylkou smìrovýh

pøímek. Velikost úhlu dopoèítáme tøeba v programu wxMaxima

4

:

(% i1) uhel rad:oat(aos(21/(3*sqrt(14)*sqrt(13))));

1.025262482235325 (uhel rad)

(% i2) oat(uhel rad*180/%pi);

58.74321312519065 (% o2)

Odhylka pøímek p, q je 58, 74X.

PØÍKLAD 5.11. Urèete odhylku pøímek k, l, pro které platí k � x � 2 � t, y �

�3 � 3t, z � 1 � t; t > R, l � x � 1 � 3s, y � �2s, z � 5; s > R.

Øe¹ení: Øe¹te analogiky s pøíkladem 5.10. Pro informai o výsledku a pro zájeme

o pou¾ití matematikého software zde uvádím øe¹ení ve wxMaximì:

(% i2) u:[-1,3,1℄$ v:[3,-2,0℄$

(% i3) %psi:aos((u.v)/(sqrt(u.u)*sqrt(v.v))), oat;

2.422825092052891 (% o3)

(% i4) oat(%psi*180/%pi);

138.8176522730258 (% o4)

Odhylka pøímek k, l je 138, 82X.

Víe o vzájemnýh odhylkáh bodovýh podprostorù, tj. pøímek a rovin, viz kapi-

tola 18 na str. 166.

4

Víe o prái s programem wxMaxima viz http://home.pf.ju.z/ hasek/VTM1/wxMaxima ve vyue.pdf
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5.4.2 Kolmost vektorù

Souvislost mezi skalárním souèinem
Ñu � Ñv a úhlem ϕ, pøesnìji jeho kosinem cosϕ,

ustavená vztahem (42), nám poskytuje dùle¾itý nástroj pro identi�kai vzájemnì

kolmýh vektorù. Graf na Obr. 20 nám pøipomíná, ¾e pro 90X, tj.
π

2
rad, je hodnota

kosinu rovna 0. Dle (42) je pak pro kolmé (nenulové) vektory roven nule i jejih

skalární souèin
Ñu � Ñv. Platí tedy, ¾e dva nenulové vektory

Ñu, Ñv jsou na sebe kolmé

právì tehdy, kdy¾ cosϕ � 0, tj.

Ñu � Ñv � 0. (49)

Tuto skuteènost vyu¾ijeme zanedlouho, konkrétnì v kapitole 5.5 na str. 78, k zave-

dení obenìj¹ího pojmu ortogonální vektory.

PØÍKLAD 5.12. Urèete hodnotu parametru c > R tak, aby vektory
Ña � ��2, 3, c�,Ñb �

�5, c,�8� byly na sebe kolmé.

5.4.3 Kolmý prùmìt vektoru do smìru jiného vektoru

Ze støedo¹kolské fyziky známe pøíklad na výpoèet mehaniké práe konané táhnutím

bøemene po vodorovné rovinì pøi pùsobení silou, která není rovnobì¾ná se smìrem

pohybu, viz Obr. 23, vlevo, kde je pohyb bøemene pùsobením síly

ÑF znázornìn

vektorem posunutí
Ñs. Mehaniká práe W je v takovém pøípadì konána pouze

Obrázek 23: W �

ÑF � Ñs � S

ÑF SSÑsS cosϕ

slo¾kou síly

ÑF1, která je rovnobì¾ná s vektorem posunutí
Ñs, viz Obr. 23, vpravo.

Slo¾ka

ÑF2, kolmá na smìr pohybu, nemá pohybový úèinek (samozøejmì, nepoèítáme

s tím, ¾e by se nám pùsobením této slo¾ky bøemeno pøi posouvání nadzvedávalo,

o¾ se v praxi bì¾nì dìje), proto mehanikou prái nekoná.

Velikost práe W konané slo¾kou

ÑF1 je rovna souèinu velikosti této slo¾ky S

ÑF1S a

velikosti S
ÑsS vektoru posunutí

Ñs, tj. W � S

ÑF1SSÑsS. Z Obr. 23, vpravo, je zøejmé, ¾e veli-

kost S

ÑF1S � S
ÑF S cosϕ je rovna velikosti kolmého prùmìtu vektoru

ÑF do smìru vektoru

Ñs, samotný vektor

ÑF1 potom mù¾eme nazvat kolmým prùmìtem vektoru

ÑF do smìru

vektoru
Ñs. Urèení kolmého prùmìtu jednoho vektoru do smìru druhého i výpoèet

velikosti tohoto prùmìtu má ¹iroké uplatnìní nejenom ve fyzie, ale i v geometrii,

viz napø. tzv. Gramm{Shmidtùv proes vytvoøení ortonormální báze pøedstavený
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v kapitole 6.2. Proto nyní, inspirováni uvedeným pøíkladem z fyziky, tyto postupy

zobeníme. Pou¾ijeme pøi tom skalární souèin a operai normování vektoru, tj. na-

lezení jednotkového vektoru daného smìru, viz (36) na str. 63.

Nejprve odvodíme postup výpoètu velikosti kolmého prùmìtu vektoru
Ñu do

smìru vektoru
Ñv. Na Obr. 24 se jedná o velikost S

ÑukpS vektoru Ñukp. Vidíme, ¾e podle

velikosti ϕ je orientae
Ñukp buï souhlasná s

Ñv, pro ϕ > `0, π
2
e, nebo opaèná, pro

ϕ > �

π
2
, πe.

Obrázek 24: Kolmý prùmìt Ñukp vektoru Ñu do smìru Ñv, vlevo pro 0 B ϕ B

π
2
, vpravo pro

π
2
� ϕ � π

Pro odvození vztahu pro S
ÑukpS se doèasnì omezíme na situai na Obr. 24 vlevo, kdy

ϕ > `0, π
2
e. Potom platí

S
ÑukpS � SÑuS cosϕ. (50)

Porovnáme-li (50) s (43), tj. s vyjádøením skalárního souèinu vektorù pomoí jejih

norem a odhylky, které je pøedstaveno na str. 68, mù¾eme psát

S
ÑukpS � SÑuS cosϕ �

Ñu � Ñv

S
ÑvS
. (51)

Obenì mù¾e být hodnota výrazu

Ñu � Ñv

S
ÑvS

jak kladná, tak i záporná, podle toho zda je

úhel ϕ mezi vektory
Ñu a Ñv ostrý nebo tupý. Pro velikost Ñukp tak platí buï SÑukpS �

Ñu � Ñv

S
ÑvS

,

pro ϕ >

a0, π
2
f

, nebo S
ÑukpS � �

Ñu � Ñv

S
ÑvS

, pro ϕ >

�

π
2
, πf. Struènì mù¾eme zapsat vztah pro

výpoèet velikosti kolmého prùmìtu
Ñukp vektoru Ñu do smìru vektoru

Ñv takto

S
ÑukpS �

S
Ñu � ÑvS

S
ÑvS

. (52)

Nyní je na¹ím ílem vyjádøit kolmý prùmìt vektoru
Ñu do smìru vektoru

Ñv jako

vektor. Ji¾ známe

Ñu � Ñv

S
ÑvS

> R, èíslo, jeho¾ absolutní hodnota je rovna velikosti vektoru

Ñukp a jeho¾ znaménko odpovídá orientai
Ñukp vzhledem k

Ñv. Cesta k vektoru
Ñukp je

zøejmá. Proto¾e u vektoru
Ñv nás zajímá jenom smìr, provedeme jeho znormování, tj.

nahradíme ho vektorem tého¾ smìru, ale velikosti 1, viz (36). Kdy¾ tento jednotkový
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vektor vynásobíme èíslem

Ñu � Ñv

S
ÑvS

, dostaneme, o hledáme, kolmý prùmìt
Ñu do smìru

Ñv jako vektor

Ñukp �
Ñu � Ñv

S
ÑvS

Ñv

S
ÑvS
�

Ñu � Ñv

S
ÑvS2

Ñv. (53)

Výsledný výraz v (53) vpravo je mo¾né je¹tì dále upravit uplatnìním vztahu S
ÑvS2 � Ñv2,

viz (35) na str. 62, abyhom dostali �nální vztah pro kolmý prùmìt jako vektor

Ñukp �
Ñu � Ñv

Ñv2
Ñv. (54)

Mo¾ná nìkoho napadá my¹lenka, ¾e výraz na pravé stranì (54) lze je¹tì zjednodu¹it.

Pozor, není tomu tak! Tento výraz toti¾ obsahuje dvì operae, které nelze zamìnit,

skalární souèin a násobení vektoru reálným èíslem. Skalární souèin je pou¾it ve

výrazeh
Ñu � Ñv a

Ñv2, které jsou proto reálnými èísly. Násobení reálným èíslem je

potom aplikováno pøi vynásobení vektoru
Ñv èíslem

Ñu � Ñv

Ñv2
. Výskyty symbolu

Ñv v (54)

proto nelze nijak krátit!

PØÍKLAD 5.13. Urèete kolmý prùmìt vektoru
Ña do smìru vektoru

Ñb:

a)
Ña � �2,�3�, Ñb � �1, 1�,

)
Ña � �2,�3, 1�, Ñb � �1, 1, 2�,

b)
Ña � �3,�4�, Ñb � �4, 3�,

d)
Ña � �7, 5,�2�, Ñb � �1, 0, 0�.

5.4.4 Kosinová vìta

Získané poznatky o skalárním souèinu vektorù a o výpoètu normy vektoru nyní

vyu¾ijeme k dùkazu kosinové vìty

5

.

Vìta 17 (Kosinová vìta). Pro libovolný trojúhelník ABC s vnitøními úhly α,β, γ,

v daném poøadí protilehlými jeho stranám délek a, b, c (viz Obr. 25), platí

a2 � b2 � c2 � 2bc cosα, b2 � a2 � c2 � 2ac cosβ, c2 � a2 � b2 � 2ab cosγ. (55)

Obrázek 25: Trojúhelník ABC

5

Vedle kosinové vìty je známa i vìta sinová, která øíká, ¾e pro libovolný trojúhelník ∆ABC s vnitøními úhly α, β,

γ a jim protilehlými stranami a, b, c, v daném poøadí, platí:

a

sinα
�

b

sinβ
�

c

sinγ
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Dùkaz. Uva¾ujme vektory
Ñu � B �A a

Ñv � C �A, jejih¾ umístìními jsou strany AB

a AC trojúhelníku ABC. Strana BC je potom umístìním vektoru
Ñv�Ñu (viz Obr. 26)

Obrázek 26: U¾ití vektorù k dùkazu kosinové vìty

a pro normy uvedenýh vektorù platí S
ÑuS � c, SÑvS � b, SÑv � ÑuS � a. Pøi vyu¾ití zku¹e-

ností z dùkazu vìty 16 a øe¹ení pøíkladu 5.8 mù¾eme psát

a2 � SÑv � ÑuS2 � �Ñv � Ñu�2 � Ñv2 � 2Ñv � Ñu � Ñu2 � SÑvS2 � 2Ñv � Ñu � SÑuS2 � b2 � 2Ñv � Ñu � c2.

Nyní staèí za skalární souèin
Ñv � Ñu dosadit podle vztahu (42) pro výpoèet odhylky

dvou vektorù a dostaneme vztah

a2 � b2 � 2SÑvSSÑuS cosα � c2, (56)

který je po dosazení dle rovností S
ÑvS � b a S

ÑuS � c ji¾ shodný s rovností a2 � b2 � c2 �

2bc cosα. Zbývajíí rovnosti doká¾eme analogiky.

PØÍKLAD 5.14. Je¾í¹ova soha v Bilbau na námìstí Jesusen Bihotza Plaza, viz

Obr. 27, je i s podstavem vysoká 40m, pøitom samotná soha má vý¹ku 10m. Z jaké

vzdálenosti sohu (tj. postavu Je¾í¹e, bez podstave) pozorujete, pokud ji vidíte pod

zorným úhlem 15X (Uva¾ujte, ¾e terén kolem sohy je vodorovný).

Obrázek 27: Monumento al Sagrado Corazón de Jesús Bilbao
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5.4.5 Pythagorova vìta

Jako speiální pøípad kosinové vìty, pro pravoúhlý trojúhelník, mù¾eme hápat zná-

mou Pythagorovu vìtu.

Vìta 18 (Pythagorova vìta). V pravoúhlém trojúhelníku je obsah ètvere sestroje-

ného nad pøeponou roven souètu obsahù ètverù sestrojenýh nad obìma odvìsnami.

(Pythagoras ze Samu, 570?{510 pø. n. l.)

Dùkaz. Uva¾ujme, ¾e trojúhelník ABC z Obr. 26 má pøi vrholu A pravý úhel (tj.

α � 90X a cosα � 0). Potom dle (56) platí

a2 � b2 � c2,

kde a je pøepona a b, c jsou odvìsny tohoto pravoúhlého trojúhelníku.

Dùkazù Pythagorovy vìty existuje mnoho, viz https://www.ut-the-knot.org/pythagoras/.

Samostatnou kapitolu mezi nimi tvoøí dùkazy obrázkem, tzv. dùkazy beze slov. Jeden

takový dùkaz Pythagorovy vìty je uveden na Obr. 28 a vá¾e se k nìmu následujíí

pøíklad.

Obrázek 28: Pythagorova vìta (vlevo) a její þdùkaz beze slovÿ (vpravo)

PØÍKLAD 5.15. Vysvìtlete podstatu dùkazu Pythagorovy vìty beze slov na Obr. 28.

Potom najdìte na internetu nebo v literatuøe jiný dùkaz Pythagorovy vìty, opìt gra-

�ký, beze slov. Tento dùkaz pøedstavte a vysvìtlete.
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Cvièení: Skalární souèin

1. Vypoèítejte velikosti vnitøníh úhlù trojúhelníku ABC, je-li: A � �1, 2�, B � �3, 5�,

C � �1 � 3
º

3, 2 � 2
º

3�.

2. K vektorùm
Ña � �2,�1, 3�, Ñb � �1,�3, 2� a Ñc � �3, 2,�4� urèete vektor

Ñx tak, aby

platilo
Ña � Ñx � �5, Ñb � Ñx � �11, Ñc � Ñx � 20.

3. Vypoètìte úhel mezi úseèkamiAB a AC; A � �1, 2, 3�, B � ��1, 0, 1�, C � �1,�2, 5�.

4. Znormujte vektor
Ñv � ��4,�3�.

5. Jsou dány vektory
Ñv � �1,�1�, Ñw � �3, 2�. Najdìte kolmý prùmìt

Ñu vektoru
Ñw do

smìru
Ñv.

4. Kvádr ABCDEFGH má délky hran SABS � 4, SBC S � 3 a SAES � 5. Vypoètìte

úhel stìnové úhlopøíèky DE a tìlesové úhlopøíèky DF.

Pøíklady pro dobrovolné øe¹ení

7. Ze ètvere o stranì a je sestrojen plá¹» pravidelného trojbokého hranolu. Vy-

poètìte úhel ϕ sousedníh stran lomené èáry, kterou na plá¹ti hranolu vytváøí úhlo-

pøíèka daného ètvere.

8. Urèete vnitøní úhly v trojúhelníku KLM ;K � �5
º

3, 5�, L � ��

º

3,�1�,M � �0, 0�.

9. K jednotkovému vektoru
Ña � �

�1

2
, a2� , a2 A 0 najdìte jednotkový vektor

Ñb s ním

ortogonální.

10. Který z následujííh výrazù de�nuje skalární souèin
Ñv � Ñw vektorù

Ñv � �v1, v2� a

Ñw � �w1, w2�:

a) 2v1w1 � 3v2w2, b) v1w2 � v2w1, ) v2
1
w2

1
� v2

2
w2

2
,

d) 2v1w1 � �v1 � v2��w1 �w2�.
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