
5.5 Ortogonální a ortonormální vektory

V kapitole 5.4.2 na str. 72 jsme se zabývali otázkou kolmosti dvou nenulovýh vek-

torù. Ukázali jsme si, jak ze vztahu (42) pro výpoèet odhylky dvou vektorù vyplývá,

¾e nenulové vektory
Ñu, Ñv jsou na sebe kolmé právì tehdy, kdy¾

Ñu � Ñv � 0. Tato sku-

teènost nám nyní poslou¾í k zavedení pojmu ortogonálníh vektorù a vyu¾ijeme ji

pøi popisu vektorovýh a bodovýh (pod)prostorù i pøi zkoumání jejih vlastností a

vzájemnýh poloh.

PØÍKLAD 5.16. Napi¹te parametriké rovnie pøímky p, která prohází bodem

A � �7, 6� kolmo na pøímku q � x � �4 � 3t, y � 5 � 2t; t > R.

Øe¹ení:Z parametrikýh rovni pøímky q vyplývá, ¾e tato pøímka je urèena bodem

B � ��4, 5� a smìrovým vektorem
Ñu � �3,�2� (viz Obr. 29). Má-li být pøímka p

Obrázek 29: Pøímka p jdouí bodem A kolmo k pøíme q

kolmá k pøíme q, je zøejmé, ¾e ka¾dý její smìrový vektor
Ñv je kolmý k vektoru

Ñu.

K øe¹ení úlohy proto postaèuje najít jeden nenulový vektor
Ñv � �v1, v2�, který splòuje

rovnost
Ñu � Ñv � 0. Jeho souøadnie jsou tedy øe¹ením rovnie

3v1 � 2v2 � 0.

Z nekoneènì mnoha takovýh øe¹ení vybereme jedno konkrétní, nabízí se napø.

�v1, v2� � �2, 3�. Hledaná pøímka p má potom parametriké rovnie p � x � 7� 2t, y �

6 � 3t; t > R.

PØÍKLAD 5.17. Napi¹te parametriké rovnie pøímky p, která prohází bodem

P ��3, 2� kolmo na pøímku

��

AB; A��1,�2�, B�2, 3�.

Ortogonální a ortonormální vektory

Pojem kolmé vektorymá v geometrikýh vektorovýh prostoreh posti¾itelnýh na¹í

zku¹eností a pøedstavivostí, tj. v prostoreh dimenze 2 a 3, jasnou vizuální interpre-

tai prostøednitvím kolmosti orientovanýh úseèek, které jsou jejih umístìními.
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Pojem ortogonální vektory je jeho zobenìním, jak z pohledu dimenze pøíslu¹ného

vektorového prostoru, tak i z pohledu poètu zúèastnìnýh vektorù a jejih velikostí.

Pojmem ortonormální vektory pak oznaèujeme vektory ortogonální, které jsou na-

ví jednotkové. V¹e je uvedeno v následujííh de�niíh 16 a 17. Nejprve pojmy

de�nujeme pro dvojie vektorù, potom pro skupiny víe vektorù.

De�nie 16 (Dvojie ortogonálníh a ortonormálníh vektorù). Dva vektory

Ñu, Ñv > Vn jsou ortogonální právì tehdy, kdy¾

Ñu � Ñv � 0. (57)

Jsou-li naví jednotkové, tj. S
ÑuS � SÑvS � 1, nazýváme je ortonormální.

Poznámka. Uva¾ujeme-li Eukleidovský skalární souèin, je vektor
Ñu � �u1, u2, u3�

jednotkový právì tehdy, kdy¾ je splnìna podmínka

S
ÑuS �

¼

u2
1
� u2

2
� u2

3
� 1,

kterou lze po umonìní obou stran na druhou vyjádøit ve tvaru

u21 � u
2
2 � u

2
3 � 1.

O vektoreh
Ñu � �u1, u2, u3�, Ñv � �v1, v2, v3� tak mù¾eme øíi, ¾e jsou ortonormální

právì tehdy, kdy¾ souèasnì platí

u1v1 � u2v2 � u3v3 � 0,

u21 � u
2
2 � u

2
3 � 1,

v21 � v
2
2 � v

2
3 � 1.

Jako ortogonální èi ortonormální mù¾eme oznaèit i vìt¹í skupinu vektorù, jak uvádí

následujíí de�nie.

De�nie 17 (Ortogonální a ortonormální vektory). Vektory
Ñu1, Ñu2, ..., Ñuk > Vn

jsou ortogonální právì tehdy, kdy¾

Ñui � Ñuj � 0,

pro v¹ehna i, j � 1, 2, ..., k; i x j. Jsou-li naví v¹ehny vektory jednotkové, tj.

S
ÑuiS � 1,

pro v¹ehna i � 1, 2, ..., k, nazýváme je ortonormální.
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Poznámky.

1. Ortogonální vektory
Ñu, Ñv znaèíme takto

Ñu Ù Ñv.

2. Ortogonalita je zobenìním kolmosti. Proto¾e kromì termínu þortogonální vek-

toryÿ pou¾íváme té¾ oznaèení þkolmé vektoryÿ, je dobré mít na pamìti, ¾e

de�nie ortogonálníh vektorù pøipou¹tí i nulový vektor a vyplývá z ní, ¾e nu-

lový vektor je ortogonální ke v¹em vektorùm. Hovoøíme-li o kolmýh vektoreh,

uva¾ujeme vesmìs vektory nenulové.

3. Pojmem ortogonální vektory oznaèujeme skupinu dvou, ale i víe vektorù, které

splòují de�nii 17. Tj. skupinu vektorù
Ñu1, Ñu2, ..., Ñuk nazveme ortogonální, kdy¾

pro ka¾dé dva rùzné vektory z nih platí
Ñui � Ñuj � 0.

4. Ortonormální jsou vektory, které jsou ortogonální a naví v¹ehny jednotkové,

tj. platí:

Ñui � Ñuj � δ
j
i

pro v¹ehna i, j � 1, 2, . . . , n, kde δji je Kronekerovo delta (δ
j
i � 1 pro i � j a

δ
j
i � 0 pro i x j).

6 Ortonormální báze

Bází vektorového (pod)prostoru je jakákoliv mno¾ina jeho generátorù, která je li-

neárnì nezávislá, viz de�nie 9 na str. 44. Výluèné postavení mezi v¹emi bázemi

mají díky svým vlastnostem tzv. ortonormální báze, tj. báze, jejih¾ vektory jsou

ortonormální (viz def. 17).

De�nie 18 (Ortogonální a ortonormální báze). Bázi B � �

Ñb1,Ñb2, . . . ,Ñbn� vek-

torového prostoru V se skalárním souèinem nazveme ortogonální bází, jestli¾e jsou

její vektory

Ñb1,Ñb2, . . . ,Ñbn ortogonální. Bázi B nazveme ortonormální bází, jestli¾e

jsou její vektory

Ñb1,Ñb2, . . . ,Ñbn ortonormální.

Poznámka. Báze B je tedy ortonormální, jestli¾e

Ñbi � Ñbj � δ
j
i

pro v¹ehna i, j � 1, 2, . . . , n, kde δji je Kronekerovo delta (δ
j
i � 1 pro i � j a δ

j
i � 0

pro i x j).
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PØÍKLAD 6.1. Rozhodnìte, zda se jedná o ortogonální èi ortonormální báze:

a) B1 � ��1, 0, 0�, �1, 1, 0�, �1, 1, 1��,

b) B2 � ��1, 0, 0�, �0, 1, 0�, �0, 0, 1��,

) B3 � ��2, 0, 0�, �0,�1, 0�, �0, 0, 4��.

Ortogonálnost vektorù zaruèuje jejih nezávislost, jak ukazuje následujíí vìta.

Vìta 19. Jsou-li nenulové vektory
Ñu1, Ñu2, ..., Ñun, n > N, ortogonální, jsou lineárnì

nezávislé.

Dùkaz. Dùkaz provedeme sporem. Pøedpokládáme, ¾e nenulové ortogonální vektory

Ñu1, Ñu2, ..., Ñun jsou lineárnì závislé. Aspoò jeden koe�ient ki lineární kombinae

k1Ñu1 � k2Ñu2 � . . . knÑun � Ño (58)

tak musí být rùzný od nuly. Neh» je to tøeba k1. Pokud nyní skalárnì vynásobíme

obì strany rovnosti (58) vektorem
Ñu1, dostaneme rovnost

k1Ñu1 � Ñu1 � k2Ñu2 � Ñu1 � . . . knÑun � Ñu1 � Ño � Ñu1, (59)

na její¾ levé strané jsou v¹ehny èleny kromì prvního díky pøedpokládané ortogona-

litì vektorù
Ñu1, Ñu2, ..., Ñun rovny nule. Rovnost (59) se tak redukuje na tvar

k1Ñu
2
1 � 0, (60)

kde
Ñu2
1
x 0 (vektory Ñui jsou dle pøedokladu nenulové). Potom ale musí být k1 � 0, o¾

je ale ve sporu s pøedpokladem, ¾e k1 x 0. Tím je pravdivost vìty dokázána.

6.1 Výhody ortonormální báze

Uvedeme si dvì výhody, které nám oproti þobyèejnéÿ bázi pøinese pou¾ití ortonor-

mální báze.

6.1.1 Výpoèet skalárního souèinu

Jsou-li vektory
Ñu, Ñv urèeny souøadniemi

Ñu � �u1, u2, ..., un�, Ñv � �v1, v2, ..., vn� vzhle-

dem k nìjaké ortonormální bázi B � �

Ñb1,Ñb2, ...,Ñbn�, je jakýkoliv skalární souèin tìhto

vektorù dán vztahem

Ñu � Ñv � u1v1 � u2v2 � ... � unvn,

bez ohledu na jeho konkrétní de�nii.

Tuto u¾iteènou skuteènost snadno doká¾eme. Vektory
Ñu, Ñv zapí¹eme jako lineární

kombinae vektorù báze B

Ñu � u1Ñb1 � u2Ñb2 � � � � � unÑbn, Ñv � v1Ñb1 � v2Ñb2 � � � � � vnÑbn

81



a skalárnì je spolu vynásobíme

Ñu � Ñv � �u1Ñb1 � u2Ñb2 � � � � � unÑbn� � �v1Ñb1 � v2Ñb2 � � � � � vnÑbn�. (61)

Pravou stranu (61) roznásobíme u¾itím vlastností 2 a 3 z de�nie skalárního souèinu

(viz def. 13). Dostaneme

Ñu � Ñv � u1v1Ñb
2
1 � u1v2

Ñb1 � Ñb2 � � � � � u1vnÑb1 � Ñbn� (62)

�u2v1Ñb1 � Ñb2 � u2v2Ñb
2
2 � � � � � u2vn

Ñb2 � Ñbn�

� � � � �

�unv1Ñb1 � Ñbn � unv2Ñb2 � Ñbn � � � � � unvnÑb
2
n,

kde ov¹em, díky ortonormálnosti báze B, pro v¹ehna i, j � 1, 2, . . . , n platí

Ñbi �Ñbj � 0

pokud i x j, jinak Ñb2i � 1. Rovnost (62) je tak pro ka¾dou ortonormální bázi B �

�

Ñb1,Ñb2, ...,Ñbn� ekvivalentní rovnosti

Ñu � Ñv � u1v1 � u2v2 � � � � � unvn, (63)

bez ohledu na to, jak je de�nován skalární souèin þ�ÿ.

Poznali jsme, ¾e pokud pou¾íváme ortonormální bázi (a my tak èiníme, proto¾e není-

li øeèeno jinak, praujeme se souøadniemi vzhledem ke kanoniké bázi), nemusíme

se starat o de�nii skalárního souèinu a poèítáme ho tak, jak jsme zvyklí ze støední

¹koly.

PØÍKLAD 6.2. Proveïte výpoèet (61) a úpravu naznaèenou v (62) pro ortonor-

mální bázi B � �
Ñe1, Ñe2� a vektory

Ñu � �u1, u2�, Ñv � �v1, v2�. Nedosazujte konkrétní

hodnoty, praujte v þsymbolikémÿ re¾imu.

6.1.2 Urèení souøadni vektoru vzhledem k ortonormální bázi

Uva¾ujme vektor
Ñu � �u1, u2, ..., un�, jeho¾ souøadnie u1, u2, ..., un jsou dány vzhle-

dem k ortonormální bázi B � �

Ñb1,Ñb2, ...,Ñbn�, tj.

Ñu � u1Ñb1 � u2Ñb2 � ... � unÑbn. (64)

Potom pro i�tou souøadnii ui vektoru Ñu platí

ui � Ñu � Ñbi, (65)

kde i � 1, 2, . . . , n.

Vztah (65) nám umo¾òuje ryhlý výpoèet jednotlivýh souøadni vektoru. Podstatu

jeho dùkazu si uká¾eme na pøípadu i � 1, zobenìní pro i � 1, 2, . . . , n bude zøejmé.

Jestli¾e vynásobíme obì strany (64) vektorem

Ñb1, dostaneme rovnost

Ñu � Ñb1 � u1Ñb
2
1 � u2

Ñb2 � Ñb1 � ... � unÑbn � Ñb1, (66)
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která je díky ortonormálnosti vektorù

Ñb1,Ñb2, ...,Ñbn ekvivalentní s rovností

u1 � Ñu � Ñb1.

Pro zobenìní staèí zamìnit 1 za i a uva¾ovat i � 1, 2, . . . , n.

PØÍKLAD 6.3. Urèete souøadnie vektoru
Ñv � �1, 1, 1� vzhledem k ortonormální

bázi B � �
Ñu1, Ñu2, Ñu3�; Ñu1 � �

1
º

6
, 2
º

6
,� 1

º

6
�, Ñu2 � �0,

1
º

5
, 2
º

5
�, Ñu3 � �

5
º

30
,� 2

º

30
, 1
º

30
�,

Øe¹ení: Oznaème vBi i�tou souøadnii vektoru
Ñv vzhledem k B. Potom vB

1
� �1, 1, 1� �

�

1
º

6
, 2
º

6
,� 1

º

6
� �

2
º

6
, vB

2
� �1, 1, 1� � �0, 1

º

5
, 2
º

5
� �

3
º

5
, vB

3
� �1, 1, 1� � � 5

º

30
,� 2

º

30
, 1
º

30
� �

4
º

30
.

6.2 Gram{Shmidtùv ortogonalizaèní proes

Vìta 8 nám zaruèuje, ¾e ka¾dý koneènì generovaný vektorový prostor má alespoò

jednu koneènou bázi. Poté, o jsme se seznámili s výhodami ortonormální báze, je

zøejmé, ¾e byhom uvítali stejnou záruku i pro existeni ortonormální báze. A sku-

teènì, taková záruka existuje, pro vektorové prostory se skalárním souèinem nám ji

dává následujíí vìta.

Vìta 20 (Existene ortonormální báze). Ka¾dý netriviální koneènì generovaný

vektorový prostor se skalárním souèinem má aspoò jednu ortonormální bázi.

Dùkaz. Existene koneèné báze je zaruèena vìtou 8. K dùkazu vìty 20 tak postaèí

ukázat, ¾e z ka¾dé koneèné báze uva¾ovaného vektorového (pod)prostoru mù¾eme

vytvoøit bázi ortonormální. To skuteènì mo¾né je. Garantuje nám to postup známý

jako Gram{Shmidtùv ortogonalizaèní proes. Místo dùkazu vìty 20 si podrobnì ro-

zebereme tento postup pro pøípad vektorovýh prostorù dimenze dva a tøi. Zobenìní

postupu pro pøípad vektorového prostoru dimenze n, které je podstatou dùkazu vìty,

je potom zøejmé.

Gram{Shmidtùv ortogonalizaèní proes se týká vytvoøení ortonormální báze vek-

torového prostoru, vyu¾íváme ho v¹ak pøedev¹ím k urèování ortonormálníh bází

vektorovýh podprostorù. V pøípadì vektorovýh prostorù mù¾eme v¾dy þsáhnoutÿ

po kanoniké bázi (tj. napøíklad pro R2
je to ��1, 0�, �0, 1�� ).

6.2.1 Vytvoøení ortonormální báze vektorového prostoru di-

menze 2

Pøedpokládejme, ¾e známe bázi �
Ña1, Ña2� vektorového podprostoru W bb Vn (tj. W �

�
Ña1, Ña2�) a heme vytvoøit jeho ortonormální bázi �

Ñe1, Ñe2�. Budeme postupovat tak,

¾e nejprve vytvoøíme ortogonální bázi �

Ñb1,Ñb2� podprostoru W. Potom vektory této
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báze pomoí formule (36) znormujeme. Výsledkem je po¾adovaná ortonormální báze

�
Ñe1, Ñe2�.

I.Vytvoøení ortogonální báze podprostoru W

První vektor

Ñb1 ortogonální báze ztoto¾níme s prvním vektorem
Ña1 z dané báze

Ñb1 � Ña1. (67)

Druhý vektor

Ñb2 potom vyjádøíme jako lineární kombinai vektorù

Ñb1 a Ña2

Ñb2 � Ña2 � kÑb1 (68)

tak, aby

Ñb1 � Ñb2 � Ñb1 � Ña2 � kÑb
2
1 � 0. (69)

Z této podmínky kolmosti vektorù ortogonální báze vyjádøíme hodnotu koe�ientu

k � �
Ñb1 � Ña2
Ñb2
1

, (70)

kterou dosadíme do vztahu (68) pro vektor

Ñb2

Ñb2 � Ña2 �
Ñb1 � Ña2
Ñb2
1

Ñb1. (71)

Rovnostmi (67) a (71) jsou urèeny vektory

Ñb1,Ñb2 ortogonální báze podprostoru W

Ñb1 � Ña1, Ñb2 � Ña2 �
Ñb1 � Ña2
Ñb2
1

Ñb1. (72)

Obrázek 30: Gram{Shmidtùv ortogonalizaèní proes pro podprostor dimenze 2 - vytvoøení ortogo-

nální báze

Poznámka. Vztah (70) pro výpoèet vektoru

Ñb2 kolmého k vektoru

Ñb1 � Ña1 mù¾eme

odvodit þryze geometrikyÿ, bez nutnosti øe¹it rovnii (69) pro neznámou k. Pou¾i-

jeme k tomu obrázek 30 (nebo pøíslu¹ný aplet vytvoøený v GeoGebøe) a poznatky
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o kolmém prùmìtu jednoho vektoru do smìru druhého, které jsme shromá¾dili v

kap. 5.4.3. Vidíme, ¾e vektor

Ñb2, který má být kolmý k

Ñb1, dostaneme jako souèet

vektoru
Ña2 s vektorem Ñu�, který je vektorem opaèným k vektoru

Ñu, jeho¾ velikost je

rovna kolmému prùmìtu vektoru
Ña2 do smìru vektoru

Ñb1 (viz kap. 5.4.3, str. 72).

Pro velikost kolmého prùmìtu vektoru
Ña2 do smìru vektoru

Ñb1 platí

S
ÑuS �

S
Ña2 � Ñb1S

S

Ñb1S
. (73)

Pøitom výraz
Ña2 � Ñb1 C 0 pro ϕ > `0; π

2
e a

Ña2 � Ñb1 � 0 pro ϕ > �

π
2
, πe, kde ϕ je úhel

mezi vektory

Ñb1 (tj. také
Ña1) a Ña2. Pravdivost tohoto vztahu pro ϕ > `0; π

2
e snadno

proká¾eme rozepsáním jeho pravé strany podle vztahu pro výpoèet odhylky dvou

vektorù. Dostaneme vztah

S
ÑuS �

Ña2 � Ñb1

S

Ñb1S
�

S
Ña2SSÑb1S cosϕ

S

Ñb1S
� S
Ña2S cosϕ,

který odpovídá de�nii hodnoty funke kosinus v pravoúhlém trojúhelníku (S
Ña2S je

délka pøepony, S
ÑuS je délka odvìsny pøilehlé k úhlu ϕ). Pro ϕ > �

π
2
, πe staèí uva¾ovat

úhel π � ϕ.

Známe tedy velikost vektoru
Ñu (viz (73)) a víme, ¾e má smìr vektoru

Ñb1 (nebo

opaèný, pro ϕ > �

π
2
, πe). Staèí tedy vynásobit èíslem

Ña2 � Ñb1

S

Ñb1S
jednotkový vektor smìru

Ñb1 a dostaneme vektor
Ñu

Ñu �
Ña2 � Ñb1

S

Ñb1S

Ñb1

S

Ñb1S
�

Ña2 � Ñb1
Ñb2
1

Ñb1

Podle obrázku 30 je potom vhodným vektorem

Ñb2 souèet Ña2 � Ñu�, kde Ñu� � �Ñu, tj.

Ñb2 � Ña2 � Ñu� � Ña2 � Ñu � Ña2 �
Ña2 � Ñb1
Ñb2
1

Ñb1. (74)

Vztah (74) je toto¾ný se vztahem (70). Geometrikou úvahou jsme tak dostali stejný

výsledek jako výpoètem. (kone poznámky)

II.Vytvoøení ortonormální báze podprostoru W

Nyní vektory

Ñb1,Ñb2 znormujeme a tím dostaneme po¾adovanou ortonormální bázi

podprostoru W

Ñe1 �
Ñb1

S

Ñb1S
, Ñe2 �

Ñb2

S

Ñb2S
. (75)
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PØÍKLAD 6.4. Urèete ortonormální bázi podprostoruW bb R3, který je generován

vektory
Ñv1 � �1, 1, 2�, Ñv2 � �0, 1,�1�.

Øe¹ení:

I.Vytvoøení ortogonální báze podprostoru W

První vektor

Ñb1 ortogonální báze ztoto¾níme s prvním vektorem
Ñv1 � �1, 1, 2� z dané

báze

Ñb1 � �1, 1, 2�.

Druhý vektor

Ñb2 potom vyjádøíme jako lineární kombinai vektorù

Ñb1 � �1, 1, 2� a

Ñv2 � �0, 1,�1�
Ñb2 � Ñv2 � kÑb1 � �0, 1,�1� � k�1, 1, 2� (76)

tak, aby

Ñb1 � Ñb2 � �1, 1, 2� � �0, 1,�1� � k�1, 1, 2�
2
� 0.

Z této podmínky kolmosti vektorù ortogonální báze vyjádøíme hodnotu koe�ientu

k � �
Ñb1 � Ñv2
Ñb2
1

� �

�1, 1, 2� � �0, 1,�1�

�1, 1, 2�2
�

1

6
,

kterou dosadíme do vztahu (76) pro vektor

Ñb2

Ñb2 � �0, 1,�1� �
1

6
�1, 1, 2� � �

1

6
,
7

6
,
�2

3
� .

Proto¾e v pøípadì ortogonální báze jde jenom o smìry vektorù, nikoliv o jejih veli-

kosti, mù¾eme výsledný vektor násobit 6, abyhom se zbavili zlomkù. Tuto úpravu

oeníme zanedlouho pøi normování vektoru. Hledanou ortogonální bázi podprostoru

W tak tvoøí vektory

Ñb1 � �1, 1, 2�, Ñb2 � �1, 7,�4�. (77)

II.Vytvoøení ortonormální báze podprostoru W

Nyní vektory

Ñb1,Ñb2 znormujeme a tím dostaneme po¾adovanou ortonormální bázi

podprostoru W

Ñe1 �
Ñb1

S

Ñb1S
� �

1
º

6
,
1
º

6
,
2
º

6
� , Ñe2 �

Ñb2

S

Ñb2S
� �

1
º

66
,

7
º

66
,
�4
º

66
� . (78)

Øe¹ení v programu wxMaxima:

(%i1) load(eigen);

(%o1) C � ~PROGRA 2~MAXIMA 1.0~share~maxima~5.26.0~share~matrix~eigen.mac
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(%i2) b:gramshmidt({[1,1,2℄,[0,1,-1℄});

(%o2) ��0, 1,�1�, �1,
3

2
,
3

2
��

(%i3) e[1℄:unitvetor(b[1℄); e[2℄:unitvetor(b[2℄);

(%o3) �0,
1
º

2
,�

1
º

2
�

(%o4) �

º

2
º

11
,

3
º

2
º

11
,

3
º

2
º

11
�

Poznámka. Vidíme, ¾e algoritmus, který se skrývá za pøíkazem þgramshmidtÿ,

nezpraovává vektory v poøadí, v jakém je zadáme, ale volí si optimální poøadí sám.

Stejnì mù¾eme postupovat i my.

6.2.2 Vytvoøení ortonormální báze vektorového prostoru di-

menze 3

Studium této kapitoly je dobrovolné.

Pøedpokládejme, ¾e známe bázi �
Ña1, Ña2, Ña3� vektorového podprostoru W bb Vn (tj.

W � �
Ña1, Ña2, Ña3�) a heme vytvoøit jeho ortonormální bázi �

Ñe1, Ñe2, Ñe3�. Budeme po-

stupovat tak, ¾e nejprve vytvoøíme ortogonální bázi �

Ñb1,Ñb2,Ñb3� podprostoru W. Po-

tom vektory této báze pomoí formule (36) znormujeme. Výsledkem je po¾adovaná

ortonormální báze �
Ñe1, Ñe2, Ñe2�.

I.Vytvoøení ortogonální báze podprostoru W

Postup vytvoøení prvníh dvou vektorù

Ñb1,Ñb2 ortogonální báze je identiký s vý¹e

popsaným pøípadem podprostoru dimenze 2. Platí tedy

Ñb1 � Ña1, Ñb2 � Ña2 �
Ñb1 � Ña2
Ñb2
1

Ñb1. (79)

Tøetí vektor

Ñb3 potom vyjádøíme jako lineární kombinai vektorù

Ñb1,Ñb2 a Ña3

Ñb3 � Ña3 �mÑb1 � nÑb2 (80)

tak, aby

Ñb1 � Ñb3 � Ñb1 � Ña3 �mÑb
2
1 � n

Ñb1 � Ñb2 � Ñb1 � Ña3 �mÑb
2
1 � 0, (81)

Ñb2 � Ñb3 � Ñb2 � Ña3 �mÑb1 � Ñb2 � nÑb
2
2 �

Ñb2 � Ña3 � nÑb
2
2 � 0. (82)

Z tìhto podmínek (81), (6.2.1) kolmosti vektorù ortogonální báze vyjádøíme hod-

noty koe�ientù

m � �

Ñb1 � Ña3
Ñb2
1

, n � �

Ñb2 � Ña3
Ñb2
2

(83)
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které dosadíme do vztahu (80) pro vektor

Ñb3

Ñb3 � Ña3 �
Ñb1 � Ña3
Ñb2
1

Ñb1 �
Ñb2 � Ña3
Ñb2
2

Ñb2. (84)

Rovnostmi (79) a (84) jsou urèeny vektory

Ñb1,Ñb2,Ñb3 ortogonální báze podprostoruW

Ñb1 � Ña1, Ñb2 � Ña2 �
Ñb1 � Ña2
Ñb2
1

Ñb1, Ñb3 � Ña3 �
Ñb1 � Ña3
Ñb2
1

Ñb1 �
Ñb2 � Ña3
Ñb2
2

Ñb2. (85)

Poznámka. I v pøípadì nalezení tøetího vektoru ortogonální báze mù¾eme uplatnit

þryze geometrikýÿ pøístup. Tentokrát byhom pou¾ili opaèné vektory ke dvìma

kolmým prùmìtùm vektoru
Ña3 do smìrù vektorù

Ñb1 a

Ñb2, které byhom slo¾ili s

vektorem
Ña3, abyhom dostali vektor

Ñb3 kolmý na oba vektory

Ñb1 a

Ñb2. Detailnì se

zde tímto postupem nebudeme zabývat.

Obrázek 31: Gram{Shmidtùv ortogonalizaèní proes pro podprostor dimenze 3 - vytvoøení ortogo-

nální báze

II.Vytvoøení ortonormální báze podprostoru W

Nyní vektory

Ñb1,Ñb2,Ñb3 znormujeme a tím dostaneme po¾adovanou ortonormální bázi

podprostoru W

Ñe1 �
Ñb1

S

Ñb1S
, Ñe2 �

Ñb2

S

Ñb2S
, Ñe3 �

Ñb3

S

Ñb3S
. (86)

PØÍKLAD 6.5. Urèete ortonormální bázi vektorového prostoru W � ��
Ñu1, Ñu2, Ñu3�� ;

Ñu1 � �1, 1,�1,�2�, Ñu2 � �1, 0, 1, 1�, Ñu3 � �0, 1, 1, 0�.
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Øe¹ení:

I.Vytvoøení ortogonální báze podprostoru W

První vektor

Ñb1 ortogonální báze ztoto¾níme s prvním vektorem
Ñu1 � �1, 1,�1,�2� z

dané báze

Ñb1 � �1, 1,�1,�2�.

Druhý vektor

Ñb2 potom vyjádøíme jako lineární kombinai vektorù

Ñb1 � �1, 1,�1,�2�

a
Ñu2 � �1, 0, 1, 1�

Ñb2 � Ñu2 � kÑb1 � �1, 0, 1, 1� � k�1, 1,�1,�2� (87)

tak, aby

Ñb1 � Ñb2 � �1, 1,�1,�2� � �1, 0, 1, 1� � k�1, 1,�1,�2�
2
� 0.

Z této podmínky kolmosti vektorù ortogonální báze vyjádøíme hodnotu koe�ientu

k � �
Ñb1 � Ñv2
Ñb2
1

� �

�1, 1,�1,�2� � �1, 0, 1, 1�

�1, 1,�1,�2�2
�

2

7
,

kterou dosadíme do vztahu (87) pro vektor

Ñb2

Ñb2 � �1, 0, 1, 1� �
2

7
�1, 1,�1,�2� � �

9

7
,
2

7
,
5

7
,
3

7
� .

Proto¾e v pøípadì ortogonální báze jde jenom o smìry vektorù, nikoliv o jejih

velikosti, mù¾eme výsledný vektor násobit 7, abyhom se zbavili zlomkù. Dostaneme

Ñb2 � �9, 2, 5, 3�.

Tøetí vektor

Ñb3 vyjádøíme jako lineární kombinai vektorù

Ñb1 � �1, 1,�1,�2�,Ñb2 �

�9, 2, 5, 3� a Ñu3 � �0, 1, 1, 0�

Ñb3 � Ñu3 �mÑb1 � nÑb2 � �0, 1, 1, 0��m�1, 1,�1,�2� � n�9, 2, 5, 3�

tak, aby

Ñb1 � Ñb3 � �1, 1,�1,�2� � �0, 1, 1, 0� �m�1, 1,�1,�2�2 � n�1, 1,�1,�2� � �9, 2, 5, 3� � 7m � 0,

Ñb2 � Ñb3 � �9, 2, 5, 3� � �0, 1, 1, 0� �m�9, 2, 5, 3� � �1, 1,�1,�2� � n�9, 2, 5, 3�2 � 7 � 119n � 0.

Z tìhto podmínek kolmosti vektorù ortogonální báze (v¹imnìte si, ¾e v tomto pøí-

padì jsou vektory

Ñb1 � �1, 1,�1,�2� a Ñu3 � �0, 1, 1, 0� ji¾ na sebe kolmé) vyjádøíme

hodnoty koe�ientù

m � 0, n � �

1

17

které dosadíme do vztahu pro vektor

Ñb3

Ñb3 � �0, 1, 1, 0� � 0�1, 1,�1,�2� �
1

17
�9, 2, 5, 3� � ��

9

17
,
15

17
,
12

17
,�

3

17
� .
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Vektor

Ñb3 násobíme 17, abyhom se zbavili zlomkù. Potom vektory

Ñb1,Ñb2,Ñb3 ortogo-

nální báze podprostoru W jsou

Ñb1 � �1, 1,�1,�2�, Ñb2 � �9, 2, 5, 3�, Ñb3 � ��9, 15, 12,�3� .

II.Vytvoøení ortonormální báze podprostoru W

Nyní vektory

Ñb1,Ñb2,Ñb3 znormujeme a tím dostaneme po¾adovanou ortonormální bázi

podprostoru W

Ñe1 � �
1
º

7
,
1
º

7
,�

1
º

7
,�

2
º

7
� ,

Ñe2 � �
9

º

119
,

2
º

119
,

5
º

119
,

3
º

119
� ,

Ñe3 � ��
9

º

459
,

15
º

459
,

12
º

459
,�

3
º

459
� .

Øe¹ení v programu wxMaxima (kód navazuje na øe¹ení pøedházejíího pøíkladu):

(%i5) kill(b);

(%o5) done

(%i6) b:gramshmidt({[1,1,-1,-2℄,[1,0,1,1℄,[0,1,1,0℄});

(%o6)
��0, 1, 1, 0�, �1,�

1

2
,
1

2
, 1�, �

32

5
,
3

5
,�

3

5
,�

2 3

5
��

(%i7) e[1℄:unitvetor(b[1℄); e[2℄:unitvetor(b[2℄);

e[3℄:unitvetor(b[3℄);

(%o7)
�0,

1
º

2
,
1
º

2
, 0�

(%o8) �

º

2
º

5
,�

1
º

2
º

5
,

1
º

2
º

5
,

º

2
º

5
�

(%o9) �

º

3
º

5
,

1
º

3
º

5
,�

1
º

3
º

5
,�

2
º

3
º

5
�

Poznámka. Pøíkaz þgramshmidtÿ opìt volil jiné poøadí zpraování vektorù a na¹el

jinou ortogonální bázi, s þlépe vypadajíímiÿ vektory.

Kromì volby vhodného poøadí vektorù si ruèní výpoèet vektorù ortonormální

báze daného podprostoru mù¾eme v øadì pøípadù podstatnì zjednodu¹it také tím,

¾e daný systém generátorù nahradíme vektory, které jsme získali eliminaí pøíslu¹né

matie. V pøípadì pøíkladu 6.5 jsme tak mohli místo pùvodníh vektorù �1, 1,�1,�2�,
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�1, 0, 1, 1�, �0, 1, 1, 0� poèítat s vektory �1, 0, 0, 0�, �0, 1, 0,�1�, �0, 0, 1, 1�, které ge-

nerují stejný podprostor, proto¾e

<

�

�

�

�

�

>

1 1 �1 �2

1 0 1 1

0 1 1 0

=

A

A

A

A

A

?

� � � � �

<

�

�

�

�

�

>

1 0 0 0

0 1 0 �1

0 0 1 1

=

A

A

A

A

A

?

.

Vyzkou¹ejte!

6.3 Cvièení: Ortonormální báze

1. Urèete ortonormální báze následujííh vektorovýh podprostorù R3
:

a) Rovina generovaná vektory �0, 2, 1�, �1,�2,�1�.

b) Rovina de�novaná rovnií 2x � y � 3z � 0.

) Mno¾ina v¹eh vektorù kolmýh na vektor �1,�1,�2�.

2. Najdìte ortonormální bázi podprostoru W � ���1, 1, 2�, �1, 0, 1��� bb V3.

Pøíklady pro dobrovolné øe¹ení

3. Urèete ortonormální bázi vektorového (pod)prostoru W �

a) W � ��
Ñv1, Ñv2��; Ñv1 � �1, 1, 1�, Ñv2 � �0, 1, 1�,

b) W � ��
Ñv1, Ñv2, Ñv3��; Ñv1 � �1, 1, 1�, Ñv2 � �0, 1, 1�, Ñv3 � �1, 0, 1�,

) W � ��
Ñv1, Ñv2, Ñv3��; Ñv1 � �1, 1,�1�, Ñv2 � �1, 0, 2�, Ñv3 � �2,�2, 3�,

d) W � ��
Ñu1, Ñu2, Ñu3��; Ñu1 � �1, 1, 2, 1�, Ñu2 � �0, 1, 1, 1�, Ñu3 � �3, 1, 0, 1�.

4. Urèete ortonormální bázi vektorového podprostoru V bb R4
, který obsahuje

v¹ehny vektory kolmé na vektor
Ñu � �1, 2,�1,�3�.
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6.4 Ortogonální matie

Z geometrie víme, ¾e a�nní transformae bodového prostoru An daná rovnií

X � AX �

�B,

X,X �

> An, je shodností právì tehdy, kdy¾ pro matii A platí vztah

ATA � I, (88)

kde I je jednotková matie øádu n1. Matie A je ètverová a uvedený vztah je

mo¾né rozepsat rovniemi pro její prvky. Napøíklad pro a�nní transformai roviny,

její¾ matie má tvar

A � �

a11 a12
a21 a22

	 ,

je podmínka (88) ekvivalentní se soustavou rovni

a211 � a
2
12 � 1, (89)

a221 � a
2
22 � 1,

a11a21 � a12a22 � 0.

V pøípadì a�nní transformae prostoru An s matií

A �

<

�

�

�

�

�

�

�

�

>

a11 a12 ... a1n
a21 a22 ... a2n
... ... ... ...

an1 an2 ... ann

=

A

A

A

A

A

A

A

A

?

je podmínka (88) ekvivalentní se soustavou rovni

n

Q

k�1

aikajk � 0, i x j, i, j � 1, 2, . . . n, (90)

n

Q

k�1

a2ik � 1, i � 1, 2, . . . n. (91)

Porovnáme-li vztahy (90), (91) s de�nií ortonormálníh vektorù (viz def. 17), vi-

díme, ¾e øádkové vektory matie A shodnosti v prostoru An jsou ortonormální (platí

to i pro sloupové vektory matieA). Proto¾e ortogonální vektory jsou v¾dy nezávislé

(viz vìta 19), mù¾eme podle de�nie 18 dokone øíi, ¾e øádkové (sloupové) vektory

matie A tvoøí ortonormální bázi. Takovouto matii nazýváme þortogonální matieÿ

(nìkdy té¾ þortonormální matieÿ

2

).

1

viz napø. Sekanina, M. a kol.: Geometrie II, SPN, Praha 1988, str. 55

2

viz napø. Sekanina, M. a kol.: Geometrie II, SPN, Praha 1988, str. 57
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De�nie 19 (Ortogonální matie). Ortogonální matií rozumíme ètverovou matii

A, pro kterou platí:

AT
�A � I.

Poznámky.

1.Po ortogonální matii A zøejmì platí AT
� A�1. Potom ale té¾

A �AT
� I.

2.V ortogonální matii je skalární souèin dvou rùznýh øádkù roven nule, skalární

souèin stejnýh øádkù je roven jedné. Symboliky zapsáno:

n

Q

k�1

aikajk � δ
j
i , i, j � 1, 2, . . . , n.

3.Determinant ortogonální matie. Pro A platí

AT
�A � I � det �AT

�A� � detAT
� detA � detA � detA � �detA�2 � det I � 1.

Potom

SdetAS � 1,

jinak zapsáno

detA � �1.

PØÍKLAD 6.6. Transformae, pro které je SdetAS � 1 nazýváme ekvia�nity. Vy-

myslete ètverovou matii druhého øádu, její¾ determinant je 1, ale matie není

ortogonální. Uká¾ete tak, ¾e ne ka¾dá ekvia�nita má matii A ortogonální, tj. ¾e ne

ka¾dá ekvia�nita je shodností.

PØÍKLAD 6.7. Uka¾te, ¾e

R�α� � �
cosα � sinα

sinα cosα
	 ,

matie otoèení kolem poèátku soustavy souøadné o úhel α, je ortogonální matie.

Spoèítejte její determinant.
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7 Kolmost vektorovýh podprostorù

Studium této kapitoly je dobrovolné.

Od kolmosti dvou vektorù nyní pøejdeme ke kolmosti dvou vektorovýh podpro-

storù. Budeme se zabývat otázkou, kdy jsou dva vektorové podprostory na sebe

kolmé a jak to poznáme. Zaèneme tím, ¾e stanovíme, jak urèit kolmost jednoho

vektoru k podprostoru.

7.1 Kolmost vektoru k podprostoru

Obrázek 32: Vektor Ñu kolmý k podprostoru V � �

Ñb1,Ñb2�

De�nie 20 (Kolmost vektoru k podprostoru). O vektoru
Ñu øekneme, ¾e je kolmý

k vektorovému podprostoru Vk, právì kdy¾ je kolmý ke ka¾dému vektoru z tohoto

podprostoru. Znaèíme

Ñu Ù Vk.

Uvedená de�nie nám nedává pøímý návod, jak o kolmosti vektoru k vektorovém

podprostoru rozhodnout. Vektorù je ve vektorovém podprostoru nekoneènì mnoho

a ovìøení kolmosti daného vektoru ke ka¾dému z nih je proto nereálné. Na¹tìstí

v¹ak víme, ¾e ka¾dý vektor z vektorového podprostoru lze vyjádøit jako lineární

kombinai vektorù jeho báze, a báze u¾ má koneèný poèet vektorù (viz Obr. 32).

Vìta 21 (Kritérium kolmosti vektoru k podprostoru). Vektor
Ñu > Vn je kolmý k pod-

prostoru Vk bb Vn, jestli¾e je kolmý ke v¹em vektorùm jeho báze �

Ñb1,Ñb2, ...,Ñbk�.

Dùkaz. Podle de�nie 20 je vektor
Ñu > Vn kolmý k podprostoru Vk bb Vn právì tehdy,

kdy¾ je kolmý ke ka¾dému vektoru
Ñv > Vk, tj. kdy¾ pro ka¾dý vektor

Ñv > Vk platí

Ñu � Ñv � 0. (92)
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Proto¾e Vk � �Ñb1,Ñb2, ...,Ñbk�, mù¾eme ka¾dý vektor
Ñv > Vk vyjádøit jako lineární kom-

binai
Ñv � v1Ñb1 � v2Ñb2 � � � � � vkÑbk. Po dosazení do (92) a roznásobení tak dostáváme

rovnost

v1Ñu � Ñb1 � v2Ñu � Ñb2 � � � � � vkÑu � Ñbk � 0, (93)

která je urèitì splnìna, jestli¾e je vektor
Ñu kolmý ke v¹em vektorùm báze

Ñb1,Ñb2, ...,Ñbk,

tj., jestli¾e

Ñu � Ñb1 � Ñu � Ñb2 � � � � � Ñu � Ñbk � 0. (94)

7.2 Kolmost dvou podprostorù

Kolmost vektoru k vektorovému podprostoru vyu¾ijeme v de�nii a pøi urèení kol-

mosti dvou vektorovýh podprostorù.

Obrázek 33: Dva kolmé podprostory

De�nie 21 (Kolmost vektorovýh podprostorù). Dva vektorové podprostory Vr, Vs bb

Vn jsou na sebe kolmé, jestli¾e v ka¾dém z nih existuje vektor, který je kolmý k dru-

hému podprostoru. Znaèíme

Vr Ù Vs

Pøi rozhodování o kolmosti dvou konkrétníh vektorovýh podprostorù danýh svými

bázemi budeme vyu¾ívat þnutnou a postaèujíí podmínku kolmosti dvou podpro-

storùÿ, která je formulována v následujíí vìtì 22. Ne¾ ji uvedeme, objasníme si její

smysl (a tím i my¹lenku jejího dùkazu, který pøeneháme ètenáøi) na pøíkladu dvou

podprostorù dimenzí 2 a 3.
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PØÍKLAD 7.1. Rozhodnìte, za jakýh podmínek jsou na sebe kolmé podprostory

V2 � ��Ña1, Ña2��, V3 � ��Ñb1,Ñb2,Ñb3��

Øe¹ení: Dle de�nie 21 jsou dané dva vektorové podprostory V2, V3 na sebe kolmé,

jestli¾e v prostoru V2 existuje nìjaký vektor
Ñx, který je kolmý k podprostoru V3, a

zároveò v podprostoru V3 existuje vektor Ñy kolmý k prostoru V2. K popsání tìhto

skuteèností vyu¾ijeme tvrzení vìty 21 (þvektor je kolmý k podprostoru, jestli¾e je

kolmý ke v¹em vektorùm jeho bázeÿ).

1. Existuje vektor
Ñx > V2, který je kolmý k V3.

Jestli¾e vektor
Ñx nále¾í podprostoru V2, mù¾eme ho psát jako lineární kombinai

vektorù jeho báze
Ñx � x1Ña1 � x2Ña2. Dle vìty 21 je vektor

Ñx kolmý k podprostoru V3,

jestli¾e je kolmý k vektorùm jeho báze

Ñb1,Ñb2,Ñb3, tj., jestli¾e jsou splnìny rovnie

Ñx � Ñb1 � x1Ña1 � Ñb1 � x2Ña2 � Ñb1 � 0,

Ñx � Ñb2 � x1Ña1 � Ñb2 � x2Ña2 � Ñb2 � 0,

Ñx � Ñb3 � x1Ña1 � Ñb3 � x2Ña2 � Ñb3 � 0.

(95)

Homogenní soustava (95) má netriviální øe¹ení právì tehdy, kdy¾ její matie

A1 �

<

�

�

�

�

�

>

Ña1 � Ñb1 Ña2 � Ñb1
Ña1 � Ñb2 Ña2 � Ñb2
Ña1 � Ñb3 Ña2 � Ñb3

=

A

A

A

A

A

?

(96)

má hodnost men¹í ne¾ 2.

2. Existuje
Ñy > V3, který je kolmý k V2.

Jestli¾e vektor
Ñy nále¾í podprostoru V3, mù¾eme ho psát jako lineární kombinai

vektorù jeho báze
Ñy � y1Ñb1 � y2Ñb2 � y3Ñb3. Dle vìty 21 je vektor

Ñy kolmý k podprostoru

V2, jestli¾e je kolmý k vektorùm jeho báze
Ña1, Ña2, tj., jestli¾e jsou splnìny rovnie

Ñy � Ña1 � y1Ñb1 � Ña1 � y2Ñb2 � Ña1 � y3Ñb3 � Ña1 � 0

Ñy � Ña2 � y1Ñb1 � Ña2 � y2Ñb2 � Ña2 � y3Ñb3 � Ña2 � 0
(97)

Homogenní soustava (97) má netriviální øe¹ení právì tehdy, kdy¾ její matie

A2 � �

Ña1 � Ñb1 Ña1 � Ñb2 Ña1 � Ñb3
Ña2 � Ñb1 Ña2 � Ñb2 Ña2 � Ñb3

	 (98)

má hodnost men¹í ne¾ 3 (o¾ je v tomto pøípadì urèitì splnìno).

Vidíme, ¾e pro kolmost podprostorù V2, V3 jsou rozhodujíí hodnosti mati A1,A2.

Proto¾e A2 � AT
1
a h�A2� � h�AT

1
�, staèí uva¾ovat jenom jednu z tìhto mati,

napøíkladA2, kterou v souladu s následujíí vìtou oznaèímeG. Aby byly podprostory
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V2, V3 na sebe kolmé, tj. aby mìly obì uvedené soustavy (95), (97) nenulová øe¹ení,

musí být hodnost matie

G � �

Ña1 � Ñb1 Ña1 � Ñb2 Ña1 � Ñb3
Ña2 � Ñb1 Ña2 � Ñb2 Ña2 � Ñb3

	 (99)

men¹í ne¾ 2. V obeném pøípadì byhom øekli, ¾e hodnost takovéto matie musí

být men¹í ne¾ minimum z dimenzí posuzovanýh vektorovýh prostorù, jak uvádí

následujíí vìta.

Vìta 22 (Nutná a postaèujíí podmínka kolmosti dvou podprostorù). Dva vektorové

podprostory Vr a Vs s bázemi �a1, a2, . . . , ar� a �b1, b2, . . . , bs� jsou na sebe kolmé

právì tehdy, kdy¾ pro hodnost matie

G �

<

�

�

�

�

�

�

�

�

>

Ña1 � Ñb1 Ña1 � Ñb2 �
Ña1 � Ñbs

Ña2 � Ñb1 Ña2 � Ñb2 �
Ña2 � Ñbs

� � � �

Ñar � Ñb1 Ñar � Ñb2 �
Ñar � Ñbs

=

A

A

A

A

A

A

A

A

?

platí

h�G� �min�r, s�.

PØÍKLAD 7.2. Rozhodnìte, zda jsou dané vektorové podprostory prostoru R4
na

sebe kolmé:

a) V2 � ��1, 0, 1, 1�, �0, 2,�1, 1��, V3 � ��0, 1, 0, 1�, �1, 0,�1, 2�, �1, 2,1,�2��,

b) V2 � ��1, 1, 2,�1�, �3, 0, 1,�1��, V3 � ��1, 0, 1, 2�, �2,�3, 2, 2�, �1, 1,1,�2��,

) V1 � ��1, 0,�1, 2��, V3 � ��0, 1, 2, 1�, �1, 3,�1,�1�, �2,1, 0,�1��.

Poznámka. Zvlá¹tní kategorii vzájemnì kolmýh podprostorù daného vektorového

prostoru Vn tvoøí tzv. totálnì kolmé podprostory. Jedná se o dvojie podprostorù,

které jsou kolmé a souèet jejih dimenzí je pøitom roven n. Øíkáme, ¾e tyto podpro-

story jsou vzájemnì svými ortogonálními doplòky.

7.3 Ortogonální doplnìk vektorového podprostoru

PØÍKLAD 7.3. Urèete mno¾inu v¹eh vektorù z V3, které jsou kolmé (ortogonální)

k vektoru
Ñu � �2, 1,�3�.

Øe¹ení: Hledáme mno¾inu W b V3, pro kterou platí: �
Ñx > W ; Ñu � Ñx � 0, tj. mno¾inu

v¹eh øe¹ení homogenní rovnie

2x1 � x2 � 3x3 � 0, (100)
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kde x1, x2, x3 jsou souøadnie vektoru
Ñx. Rovnii (100) mù¾eme uva¾ovat jako þsou-

stavuÿ jedné rovnie o tøeh neznámýh. Potom dvì ze tøí neznámýh, napø. x1 a x3
nahradíme reálnými parametry a zbývajíí neznámou x2 dopoèítáme. Dostaneme

x1 � r,

x3 � s, (101)

x2 � �2r � 3s; r, s > R

a hledanou mno¾inu W zapí¹eme ve tvaru

W � ��r,�2r � 3s, s�; r, s > R�. (102)

Proto¾e W � ��r,�2r � 3s, s�; r, s > R� � �r�1,�2, 0�� s�0, 3, 1�; r, s > R�, mù¾eme W

psát jako lineární obal dvojie vektorù �1,�2, 0�, �0, 3, 1�,

W � ���1,�2, 0�, �0, 3, 1���. (103)

Potom je, jak ji¾ víme, W vektorovým podprostorem V3,

W bb V3.

Pokud budeme uva¾ovat také podprostor generovaný vektorem
Ñu,

U � ���2, 1,�3����, (104)

tvoøí U,W dvojii vzájemnì se ortogonálnì doplòujííh podprostorù vektorového

Obrázek 34: U � ���2,1,�3����,W � ���1,�2,0�, �0,3,1���

prostoru V3 (viz Obr. 34), znaèíme

U �W Ù, W � UÙ

a èteme þpodprostor U je ortogonálním doplòkem podprostoru Wÿ, resp. þpodpro-

stor W je ortogonálním doplòkem podprostoru Uÿ.
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Poznámka. Ve vektorovém prostoru dimenze 3 je ortogonálním doplòkem roviny

(pøesnìji vektorového prostoru dimenze 2) pøímka na ní kolmá (vektorový prostor

dimenze 1, jeho¾ vektory jsou ortogonální se v¹emi vektory té roviny) a ortogonálním

doplòkem pøímky je naopak rovina.

De�nie 22 (Ortogonální doplnìk vektorového podprostoru). Ortogonálním doplò-

kem vektorového podprostoru Vk bb Vn rozumíme mno¾inu v¹eh vektorù kolmýh

(ortogonálníh) k Vk. Znaèíme V Ù

k
.

Ortogonální doplnìk vektorového podprostoru je vektorový prostor a jeho dimenze

je n � k. Dùkaz toho, ¾e se jedná o vektorový prostor pøeneháme ètenáøi. Staèí na

danou mno¾inu uplatnit vìtu 9 (o urèení vektorového podprostoru). Zde se zamìøíme

jenom na údaj o dimenzi n � k podprostoru V Ù

k .

Vìta 23 (Dimenze ortogonálního doplòku). Je-li Vk podprostor vektorového prostoru

Vn, je jeho ortogonální doplnìk V Ù

k vektorový prostor dimenze n � k.

Dùkaz. Neh» Vk � �Ña1, Ña2, . . . , Ñak�, kde Ña1, Ña2, . . . , Ñak je ortonormální báze. Potom pro

ka¾dý vektor
Ñx � �x1, x2, . . . , xk� > V

Ù

k
musí platit

Ñai � Ñx � 0; i � 1, 2, . . . , k. Dostáváme

tak homogenní soustavu k rovni o n neznámýh

a11x1 � a12x2 � � � � � a1nxn � 0,

a21x1 � a22x2 � � � � � a2nxn � 0, (105)

. . . . . .

ak1x1 � ak2x2 � � � � � aknxn � 0,

její¾ matie má hodnost k (její øádkové vektory
Ñai, i � 1, 2, . . . , k jsou ortonormální,

proto jsou dle vìty 19 lineárnì nezávislé). Z n neznámýh je tedy k základníh a n�k

volnýh. Proto musíme pou¾ít n � k parametrù a mno¾inou v¹eh øe¹ení soustavy,

tj. ortogonálním doplòkem prostoru Vk, je tak vektorový prostor dimenze n� k.

Poznámka. Z vý¹e uvedeného vyplývá, ¾e souèet dimenzí dvou vektorovýh pod-

prostorù prostoru Vn, které jsou vzájemnì svými ortogonálními doplòky, je n. Tj.

pro Vr, Vs bb Vn, kde Vr � V Ù

s (a tedy také Vs � V Ù

r ), platí

r � s � n.

Jak bylo uvedeno ji¾ v poznáme na stranì 97, rozli¹ujeme podprostory kolmé (Vr Ù

Vs) a podprostorytotálnì kolmé (Vr � V Ù

s a Vs � V Ù

r ). Pøitom prostory totálnì kolmé

jsou zároveò i kolmé, av¹ak naopak to neplatí. Ne ka¾dé kolmé prostory jsou zároveò

také totálnì kolmé.

PØÍKLAD 7.4. Uveïte pøíklad vektorovýh podprostorù, které jsou kolmé, ale

nejsou totálnì kolmé.

Øe¹ení: Napøíklad dvì na sebe kolmé roviny ρ � x � 0 a σ � y � 0 v prostoru V3 jsou

kolmé, ale nejsou totálnì kolmé (souèet jejih dimenzí je 4, tj. vìt¹í ne¾ dimenze

þmateøskéhoÿ prostoru V3), viz Obr. 35.
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Obrázek 35: Roviny ρ � x � 0, σ � y � 0 jsou kolmé, ale nejsou totálnì kolmé

8 Orientae báze vektorového prostoru

Rozli¹ujeme pravotoèivou (té¾ kladnou) a levotoèivou (té¾ zápornou) bázi vektoro-

vého prostoru.

Význam pojmù kladná a záporná orientae je v souladu s tím, jak je pou¾íváme

napøíklad v planimetrii pøi naná¹ení orientovanýh úhlù. Kladný smysl má pohyb

proti smìru pohybu hodinovýh ruèièek, záporný smysl pak je pøisouzen pohybu ve

smìru pohybu hodinovýh ruèièek. Pohyb v kladném smyslu je pravotoèivý, pro-

to¾e ho, velmi zjednodu¹enì øeèeno

6

, mù¾eme v daném smìru pøirozenì realizovat

prsty pravé ruky. V pøípadì pohybu v záporném smyslu pak hovoøíme o levotoèivém

pohybu, proto¾e pøirozenì pou¾ijeme levou ruku.

Uva¾ujme bázi (pro jednoduhost ortonormální) �
Ñu, Ñv� prostoru V2. Jak vidíme na

Obrázek 36: Pravotoèivá (vlevo) a levotoèivá (vpravo) báze prostoru V2

Obr. 36, vektory
Ñu, Ñv mù¾eme v rovinì uspoøádat dvìma zpùsoby, pro které je ty-

piké, ¾e heme-li pøejít od jednoho k druhému, nestaèí nám vektory pootoèit,

musíme pou¾ít osovou soumìrnost. Podle smyslu pøehodu od vektoru
Ñu k vektoru

Ñv

oznaèujeme tyto kon�gurae vektorù i jimi tvoøené báze jako pravotoèivou (kladný

smysl, Obr. 36, vlevo), respektive levotoèivou (záporný smysl, Obr. 36, vpravo). Pro

6

Exaktnìj¹í pojednání o pravidleh pravé a levé ruky viz napø. Wikipedia: Right hand rule
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pravotoèivé báze pou¾íváme té¾ oznaèení kladné báze, pro levotoèivé pak záporné

báze.

Stejnì rozdìlujeme báze v trojrozmìrném prostoru

1

. Uva¾ujme bázi �
Ñu, Ñv, Ñw� vek-

torového prostoru V3. Vektory Ñu, Ñv, Ñw mù¾eme opìt uspoøádat dvìma zpùsoby, mezi

kterými nelze pøejít pouhým otoèením, ale musíme pou¾ít soumìrnost podle roviny.

Kon�gurai, v ní¾ pøi pøehodu mezi vektory v poøadí
Ñu, Ñv, Ñw postupujeme v klad-

Obrázek 37: Pravotoèivá (vlevo) a levotoèivá (vpravo) báze prostoru V3

ném smyslu, nazýváme pravotoèivou (té¾ kladnou) bází (Obr. 37, vlevo), kon�gurai,

v ní¾ postupujeme v záporném smyslu, nazýváme levotoèivou (té¾ zápornou) bází

(Obr. 37, vpravo).

Vektorový prostor, v nìm¾ pou¾íváme takto orientované báze, nazýváme orientovaný

vektorový prostor.

8.1 Matie pøehodu mezi dvìma bázemi

Studium této kapitoly je dobrovolné.

Máme-li ve vektorovém prostoru zavedeny dvì báze, mù¾eme souøadnie vektoru

vzhledem k jedné z nih pøevést na souøadnie tohoto vektoru vzhledem k druhé

z nih pomoí tzv. matie pøehodu mezi bázemi, jak ukazuje následujíí pøíklad 8.1.

Ka¾dá matie pøehodu mezi dvìma bázemi je regulární (proè?) a tak je její

determinant rùzný od nuly. Pokud je kladný, jsou pøíslu¹né báze stejnì orientované

(tj. obì jsou kladné, nebo jsou obì záporné), pokud je determinant matie pøehodu

záporný, jsou pøíslu¹né báze opaènì orientované (tj. jedna je kladná a druhá je

záporná).

PØÍKLAD 8.1. Vektor
Ñu > V2 je dán souøadniemi

ÑuB � �u�
1
, u�

2
� vzhledem k bázi

B � �

Ñb1,Ñb2�. Urèete jeho souøadnie
ÑuA � �u1, u2� vzhledem k bázi A � �

Ña1, Ña2�.

1

Pojem orientae báze a vektorového prostoru se dá samozøejmì zavést obenì pro vektorové prostory dimenze

n, viz [1℄ PECH, P. (2004) Analytiká geometrie lineárníh útvarù, Èeské Budìjovie, Jihoèeská univerzita v È. B.,

dostupné na adrese http://www.pf.ju.z/stru/katedry/m/knihy/Analytika.pdf, str. 105{107
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Øe¹ení: Vektory

Ñb1,Ñb2 báze B samozøejmì patøí do vektorového prostoru V2, mù¾eme

je proto vyjádøit jako lineární kombinae vektorù
Ña1, Ña2 báze A

Ñb1 � p11Ña1 � p12Ña2,

Ñb2 � p21Ña1 � p22Ña2.
(106)

Pokud soustavu (106) napí¹eme v matiovém tvaru

�

Ñb1
Ñb2

	 � �

p11 p12
p21 p22

	 � �

Ña1
Ña2

	 , (107)

�guruje v nìm tzv. matie pøehodu of báze A k bázi B

P�A,B� � �
p11 p12
p21 p22

	 . (108)

Vektor
Ñu zapí¹eme jako lineární kombinae vektorù obou danýh bází

Ñu � u1Ña1 � u2Ña2 � u
�

1
Ñb1 � u

�

2
Ñb2

a za vektory

Ñb1 a Ñb2 dosadíme výrazy z rovni (106)

u1Ña1 � u2Ña2 � u
�

1�p11Ña1 � p12Ña2� � u
�

2�p21Ña1 � p22Ña2�.

Po úpravì dostaneme rovnii

u1Ña1 � u2Ña2 � �u
�

1p11 � u
�

2p21�Ña1 � �u
�

1p12 � u
�

2p22�Ña2,

v ní¾ porovnáme sobì odpovídajíí koe�ienty u vektorù
Ña1, Ña2 na levé a pravé stranì.

Výslednou soustavu

Ñu1 � u
�

1p11 � u
�

2p21

Ñu2 � u
�

1p12 � u
�

2p22

potom mù¾eme zapsat matiovou rovnií, v ní¾ �guruje matie pøehodu od báze A

k bázi B (108)

� u1 u2 � � � u
�

1
u�
2
�

�

p11 p12
p21 p22

	 , (109)

nebo shematiky pomoí danýh vektorù

ÑuA �
ÑuB � P�A,B�. (110)

PØÍKLAD 8.2. Vektor
Ñu má vzhledem k bázi M � �

Ñm1, Ñm2, Ñm3� vektorového pro-

storu V3 souøadnie
ÑuM � �2, 1,�3�. Urèete jeho souøadnie

ÑuN vzhledem k bázi

N � �
Ñn1, Ñn2, Ñn3�, jestli¾e platí:

Ñm1 � 4Ñn1 � 2Ñn2 � Ñn3, Ñm2 � �3Ñn1 � Ñn2 � 2Ñn3, Ñm3 �

�2Ñn1 � 3Ñn2 � 11Ñn3.
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Øe¹ení: Ze soustavy rovni

Ñm1 � 4Ñn1 � 2Ñn2 � Ñn3,

Ñm2 � �3Ñn1 � Ñn2 � 2Ñn3,

Ñm3 � �2Ñn1 � 3Ñn2 � 11Ñn3

získáme matii pøehodu od báze N k bázi M

P�N,M� �

<

�

�

�

�

�

>

4 �2 �1

�3 1 2

�2 �3 11

=

A

A

A

A

A

?

,

kterou dle (110) vynásobíme zprava vektor
ÑuM � �2, 1,�3�, abyhom dostali hledané

souøadnie vektoru
Ñu vzhledem k bázi N

ÑuN � �2, 1,�3� �

<

�

�

�

�

�

>

4 �2 �1

�3 1 2

�2 �3 11

=

A

A

A

A

A

?

� �11, 6,�34�.

PØÍKLAD 8.3. Najdìte matii pøehodu od bázeM k bázi N a naopak, od N k M,

jestli¾e M � ��1, 1�, �0, 2��, N � ��2, 1�, �1, 2��.

Øe¹ení: Podle (107) mù¾eme psát N � P�M,N� �M. Po dosazení za M a N tak

dostaneme matiovou rovnii �

2 1

1 2
	 � P�M,N� ��

1 1

0 2
	 , jejím¾ øe¹ením je matie

P�M,N� � �

2 �

1

2

1 1

2

	 . Proto¾e pro matii P�N,M� platí podle (107) rovnie M �

P�N,M� �N, je zøejmé, ¾e P�N,M� � P�M,N�

�1
� �

1

3

1

3

�

2

3

4

3

	 .

PØÍKLAD 8.4. Najdìte matie pøehodu mezi uvedenými (ortonormálními) bá-

zemi E � �
Ñe1, Ñe2�, F � �

Ñf1, Ñf2� vektorového prostoru V2.

a)
Ñe1 � �1, 0�, Ñe2 � �0, 1�; Ñf1 � �

1
º

2
, 1
º

2
�, Ñf2 � ��

1
º

2
, 1
º

2
�,

b)
Ñe1 � �1, 0�, Ñe2 � �0, 1�; Ñf1 � �

1
º

2
, 1
º

2
�, Ñf2 � �

1
º

2
,� 1

º

2
�,

Øe¹ení:

ad a) P�E,F � �
<

�

�

�

>

1
º

2

1
º

2

�

1
º

2

1
º

2

=

A

A

A

?

, P�F,E� �
<

�

�

�

>

1
º

2
�

1
º

2
1
º

2

1
º

2

=

A

A

A

?

,

ad b) P�E,F � �
<

�

�

�

>

1
º

2

1
º

2
1
º

2
�

1
º

2

=

A

A

A

?

, P�F,E� � P�E,F �.

Poznámka. Matie pøehodu mezi dvìma ortonormálními bázemi je ortogonální.

Její determinant je roven 1 (pøíslu¹né báze jsou souhlasné) nebo -1 (pøíslu¹né báze

jsou nesouhlasné).
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