
9 Vektorový souèin

Vektorový souèin je operae de�novaná ve vektorovém prostoru dimenze 3, do které

vstupují dva vektory (tj. binární operae) a jejím¾ výsledkem je vektor na tyto

dva vektory kolmý (viz Obr. 38). Vektorový souèin vektorù
Ñu, Ñv zapisujeme

Ñu � Ñv.

Výsledný vektor té¾ nazýváme vektorový souèin. Zobenìním vektorového souèinu

Obrázek 38: Vektorový souèin Ñw � Ñu � Ñv

pro prostory dimenze n je tzv. ortogonální doplnìk n-1 vektorù, operae, do ní¾

vstupuje n � 1 vektorù a jejím¾ výsledkem je jeden vektor na v¹ehny tyto vektory

kolmý.

Formuli pro výpoèet souøadni vektorového souèinu
Ñu � Ñv odvodíme na základì ná-

sledujííh tøí po¾adovanýh vlastností výsledného vektoru (viz Obr. 39):

Obrázek 39: S ÑwS � SÑuSSÑvS sinϕ

i. Vektorový souèin
Ñu � Ñv je kolmý (ortogonální) k vektorùm

Ñu a
Ñv, tj.

�
Ñu � Ñv� � Ñu � 0, (111)

�
Ñu � Ñv� � Ñv � 0. (112)

ii. Vektorový souèin
Ñu � Ñv tvoøí spolu s nezávislými vektory

Ñu a
Ñv pravotoèivou

bázi.
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iii. Velikost (norma) vektoru
Ñu� Ñv je rovna obsahu rovnobì¾níku vymezeného vek-

tory
Ñu a

Ñv, tj.

S
Ñu � ÑvS � SÑuSSÑvS sinϕ. (113)

Nejprve si uvìdomíme, jaké dùsledky plynou z uvedenýh vlastností pro pravotoèivou

ortonormální bázi vektorového prostoru V3. Uva¾ujme napøíklad kanonikou bázi

a oznaème si její vektory

Ñi,Ñj, Ñk. Proto¾e jsou tyto vektory (i) na sebe kolmé, (ii)

tvoøí pro nezávislé
Ñu a

Ñv pravotoèivou bázi a (iii) obsah rovnobì¾níku (ètvere)

vymezeného ka¾dými dvìma z nih je 1, je zøejmé, ¾e platí:

Ñi � Ñj � Ñk, Ñk �Ñi � Ñj, Ñj � Ñk � Ñi, (114)

Ñj �Ñi � �Ñk, Ñi � Ñk � �Ñj, Ñk � Ñj � �Ñi, (115)

Ñi �Ñi � Ño, Ñj � Ñj � Ño, Ñk � Ñk � Ño. (116)

Vektory
Ñu, Ñv > V3 nyní vyjádøíme pomoí vektorù této ortonormální báze

Ñu � u1Ñi � u2Ñj � u3Ñk, Ñv � v1Ñi � v2Ñj � v3Ñk,

zapí¹eme jejih vektorový souèin

Ñu � Ñv � �u1Ñi � u2Ñj � u3Ñk� � �v1Ñi � v2Ñj � v3Ñk�,

který za pøedpokladu platnosti pøíslu¹ného distributivního zákona roznásobíme

Ñu � Ñv �u1v1Ñi �Ñi � u1v2Ñi � Ñj � u1v3Ñi � Ñk�

� u2v1Ñj �Ñi � u2v2Ñj � Ñj � u2v3Ñj � Ñk�

� u3v1Ñk �Ñi � u3v2Ñk � Ñj � u3v3Ñk � Ñk

a s pou¾itím vztahù (114), (115), (116) zjednodu¹íme na tvar

Ñu � Ñv � �u2v3 � u3v2�Ñi � �u3v1 � u1v3�Ñj � �u1v2 � u2v1�Ñk. (117)

Z (117) vyplývá, ¾e vektorový souèin
Ñu � Ñv vektorù

Ñu � �u1, u2, u3�, Ñv � �v1, v2, v3� je

vektor, øíkejme mu tøeba
Ñw, jeho¾ souøadnie vypoèítáme ze souøadni vektorù

Ñu, Ñv

takto

Ñw �
Ñu � Ñv � �u2v3 � u3v2, u3v1 � u1v3, u1v2 � u2v1�. (118)

Nyní si ovìøíme, ¾e vektor
Ñw de�novaný (118) skuteènì splòuje ony tøi vý¹e uvedené

po¾adavky i{iii.

ad i) Ovìøíme splnìní podmínek ortogonálnosti vektorù
Ñw a

Ñu, resp. Ñw a
Ñv

Ñw �
Ñu � �Ñu � Ñv� � Ñu � u2v3u1 � u3v2u1 � u3v1u2 � u1v3u2 � u1v2u3 � u2v1u3 � 0.
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Ñw �
Ñv � �Ñu � Ñv� � Ñv � u2v3v1 � u3v2v1 � u3v1v2 � u1v3v2 � u1v2v3 � u2v1v3 � 0.

ad ii) Pro ovìøení, ¾e vektory
Ñu, Ñv, Ñw �

Ñu � Ñv tvoøí kladnou bázi dosadíme za
Ñu a

Ñv vektory kanoniké báze

Ñi � �1, 0, 0� a

Ñj � �0, 1, 0�. Podle (118) je potom

Ñi � Ñj �

�0, 0, 1� � Ñk. Vektorový souèin skuteènì tvoøí spolu s danými dvìma vektory kladnou

bázi.

ad iii) To, ¾e vektor
Ñw �

Ñu�Ñv de�novaný vztahem (118) má normu S
Ñu�ÑvS � SÑuSSÑvS sinϕ,

proká¾eme dosazením souøadni pøíslu¹nýh vektorù. Pøed tím v¹ak je¹tì obì strany

této rovnosti umoníme na druhou

S
Ñu � ÑvS2 � SÑuS2SÑvS2 sin2ϕ,

a vhodnou úpravou s vyu¾itím vztahu pro výpoèet odhylky dvou vektorù se zbavíme

goniometriké funke sin

S
Ñu � ÑvS2 � SÑuS2SÑvS2�1 � cos2ϕ�,

S
Ñu � ÑvS2 � SÑuS2SÑvS2 � SÑuS2SÑvS2 cos2ϕ,

S
Ñu � ÑvS2 � SÑuS2SÑvS2 � �Ñu � Ñv�2. (119)

Únavné výpoèty pøi dosazení souøadni vektorù do poslední rovnosti a ovìøení její

platnosti provedeme v programu wxMaxima.

Nejprve naèteme balíèek funkí þvetÿ pro poèítání s vektory a zadáme souøadnie

vektorù
Ñu, Ñv, Ñw (vektorový souèin je v Maximì reprezentován symbolem �, výsledek,

jak vidíme, odpovídá formuli (118))

(%i1) load(vet)$

(%i2) u:[u1,u2,u3℄; v:[v1,v2,v3℄; w:express(u~v);

(%o2)
�u1, u2, u3�

(%o3) �v1, v2, v3�

(%o4)
�u2 v3 � u3 v2, u3 v1 � u1 v3, u1 v2 � u2 v1�

Poté zapí¹eme vztah (119) a odeètením porovnáme její levou a pravou stranu.

(%i5) Rovnie:(w.w)=(u.u)*(v.v)-(u.v)^2;

(%o5)
�u2 v3 � u3 v2�

2
� �u3 v1 � u1 v3�

2
� �u1 v2 � u2 v1�

2
�

�u32 � u22 � u12� �v32 � v22 � v12� � �u3 v3 � u2 v2 � u1 v1�
2

(%i6) expand(lhs(Rovnie)-rhs(Rovnie));

(%o6) 0

Výsledek 0 znamená, ¾e se obì strany (119) rovnají. Platnost vztahu (113) pro vektor

Ñw de�novaný formulí (118) je tím prokázána.
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9.1 Výpoèet vektorového souèinu

Víme, ¾e vektorový souèin
Ñw �

Ñu� Ñv vektorù Ñu � �u1, u2, u3�, Ñv � �v1, v2, v3� je vektor,

jeho¾ souøadnie jsou dány vztahem (viz té¾ (118))

Ñw �
Ñu � Ñv � �u2v3 � u3v2, u3v1 � u1v3, u1v2 � u2v1�. (120)

Není v¹ak nutné si tento vztah pamatovat a souøadnie vektorového souèinu poèítat

dosazením do nìj. Uká¾eme si zde nìkteré jednodu¹¹í zpùsoby jejih výpoètu. Zaè-

neme tím, ¾e si v¹imneme, ¾e výrazy pro jednotlivé souøadnie vektorového souèinu

v (120) se dají zapsat ve formì determinantù mati øádu 2, které obsahují souøadnie

danýh vektorù
Ñu a

Ñv

Ñu � Ñv � �W
u2 u3
v2 v3

W ,� W
u1 u3
v1 v3

W , W
u1 u2
v1 v2

W� . (121)

Po rozepsání pomoí vektorù kanoniké báze dostaneme rovnost

Ñu � Ñv � W
u2 u3
v2 v3

W

Ñi � W
u1 u3
v1 v3

W

Ñj � W
u1 u2
v1 v2

W

Ñk, (122)

její¾ pravou stranu mù¾eme interpretovat jako rozvoj determinantu

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

u1 u2 u3
v1 v2 v3
Ñi Ñj Ñk

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

podle posledního øádku. Zápis vektorového souèinu vektorù
Ñu � �u1, u2, u3�, Ñv �

�v1, v2, v3� ve formì tohoto determinantu se snáze pamatuje a pøiná¹í i podstatné

zjednodu¹ení výpoètu jeho souøadni

Ñu � Ñv �

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

u1 u2 u3
v1 v2 v3
Ñi Ñj Ñk

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

. (123)

Buï praujeme pøímo s determinantem (123), nebo vyu¾ijeme nìkterý odvozený

algoritmus. Jako napøíklad ten následujíí. Souøadnie vektorù
Ñu, Ñv napí¹eme pod

sebe jako øádky matie (není nutné psát závorky), za kterou je¹tì pøipí¹eme její

první dva sloupe

u1 u2 u3 u1 u2
v1 v2 v3 v1 v2

(124)

V tomto shématu potom postupnì na vybrané dvojie sloupù (2. a 3., 3. a 4., 4.

a 5.) uplatòujeme køí¾ové pravidlo a poèítáme souøadnie vektorového souèinu
Ñu� Ñv

u1 u2 u3 u1 u2
v1 v2 v3 v1 v2

�� u2v3 � u3v2,

u1 u2 u3 u1 u2
v1 v2 v3 v1 v2

�� u3v1 � u1v3,

u1 u2 u3 u1 u2
v1 v2 v3 v1 v2

�� u1v2 � u2v1.
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9.2 Vlastnosti vektorového souèinu

Vìt¹inu vlastností vektorového souèinu ji¾ známe. Zde si je souhrnnì zopakujeme a

pøidáme nìkolik dal¹íh.

(1) Vektorový souèin
Ñu � Ñv je kolmý k vektorùm

Ñu a
Ñv; Ñu � Ñv Ù Ñu, Ñv.

(2) Nezávislé vektory
Ñu a

Ñv tvoøí spolu s vektorovým souèinem
Ñu � Ñv pravotoèivou

1

(kladnou) bázi �
Ñu, Ñv, Ñu � Ñv�. Jsou-li vektory Ñu, Ñv závislé, je

Ñu � Ñv � Ño.

(3) Vektorový souèin
Ñu � Ñv není komutativní;

Ñu � Ñv � ��Ñv � Ñu�.

(4) Distributivnost vzhledem ke sèítání vektorù; �
Ñu � Ñv� � Ñw �

Ñu � Ñw �
Ñv � Ñw

(5) Asoiativnost vzhledem k násobení skalárem; �cÑu� � Ñv � Ñu � �cÑv� � c�Ñu � Ñv�

(6) Velikost (norma) vektoru
Ñu�Ñv je rovna obsahu rovnobì¾níku vymezeného vektory

Ñu a
Ñv;

S
Ñu � ÑvS � SÑuSSÑvS sinϕ. (125)

Dle (119) platí pro druhou moninu normy vektorového souèinu

S
Ñu � ÑvS2 � SÑuS2SÑvS2 � �Ñu � Ñv�2 � W

Ñu2 ÑuÑv

ÑvÑu Ñv2
W , (126)

kde W

Ñu2 ÑuÑv

ÑvÑu Ñv2
W je tzv. Gramùv determinant vektorù

Ñu, Ñv. Vztah S
Ñu � ÑvS2 � W

Ñu2 ÑuÑv

ÑvÑu Ñv2
W

je potom speiálním pøípadem tzv. Lagrangeovy identity

2

9.3 U¾ití vektorového souèinu

S rùznými aplikaemi vektorového souèinu se budeme setkávat v dal¹íh partiíh

této publikae. Zde si uvedeme dva pøíklady - výpoèet obené rovnie roviny dané

jedním bodem a dvìma nezávislými vektory a výpoèet obsahu trojúhelníku daného

souøadniemi jeho vrholù.

PØÍKLAD 9.1. Rovina ρ je dána bodem A � ��3, 2, 1� a dvìma nezávislými vektory

Ñu � ��1, 1, 2� a Ñv � ��1,�3, 2�, urèete její obenou rovnii.

1

Tato skuteènost nám dovoluje urèit smìr vektorového souèinu Ñu � Ñv pomoí pravidla pravé ruky: Pravou ruku

umístíme malíkovou hranou do roviny vektorù Ñu, Ñv tak, aby smìr prstù odpovídal poøadí, v nìm¾ je násobíme (v pøípadì

Ñu � Ñv smìøují od Ñu k Ñv), potom má vztyèený pale smìr vektorového souèinu Ñu � Ñv.
2

Viz [1℄ PECH, P. (2004) Analytiká geometrie lineárníh útvarù, Èeské Budìjovie, Jihoèeská univerzita v È. B.,

dostupné na adrese http://www.pf.ju.z/stru/katedry/m/knihy/Analytika.pdf, str. 114{115.
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Øe¹ení: Obená rovnie roviny má tvar ax�by�cz�d � 0, kde �a, b, c� jsou souøadnie

vektoru kolmého k této rovinì, øíkáme mu normálový vektor a znaèíme ho
Ñn. K

vyøe¹ení pøíkladu tak staèí najít jakýkoliv normálový vektor roviny ρ, pou¾ít jeho

souøadnie jako koe�ienty a, b, c v obené rovnii ρ � ax � by � cz � d � 0, dosadit za

x, y, z souøadnie bodu A a dopoèítat hodnotu koe�ientu d.

Vzhledem k vlastnostem vektorového souèinu pou¾ijeme jako normálový vektor

roviny ρ vektor

Ñn �
Ñu � Ñv � �1, 0, 3� � �7,�1, 2� � �8, 0, 4�.

(viz Obr. 40). Rovina ρ je tedy dána rovnií ve tvaru 8x�4z�d � 0, kde d dopoèítáme

Obrázek 40: Ñn � Ñu � Ñv � �8,0,4�

po dosazení souøadni A. Z pøíslu¹né rovnie 8 � ��3�� 4 � 1� d � 0 dostáváme d � 20.

Odpovídajíí rovnii 8x � 4z � 20 � 0 potom mù¾eme je¹tì vydìlit 4 a dostaneme

základní tvar obené rovnie roviny ρ � 2x � z � 5 � 0.

Poznámka. U normálového vektoru nám jde o jeho smìr, nikoliv velikost. Proto

jsme mohli dìlit 4 ji¾ souøadnie vektoru
Ñu�Ñv � �8, 0, 4� a nadále praovat s vektorem

Ñn � �2, 0, 1�.

PØÍKLAD 9.2. Vypoètìte obsah trojúhelníku ABC s vrholy A � �7, 3, 4�, B �

�1, 0, 6�, C � �4, 5,�2�.

Øe¹ení: Velikost (norma) vektorového souèinu
Ñu � Ñv je rovna obsahu rovnobì¾níku,

který je vymezen vektory
Ñu, Ñv

S
3

� S
Ñu � ÑvS.

Potom obsah trojúhelníku ABC spoèítáme jako polovinu velikosti vektorového sou-

èinu
Ñu � Ñv, kde Ñu � B �A, Ñv � C �A (viz Obr. 41)

S
Q

�

1

2
S
Ñu � ÑvS �

1

2
S��6,�3, 2� � ��3, 2,�6�S �

1

2

»

142 � ��42�2 � ��21�2 � 24, 5.
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Obrázek 41: Obsah trojúhelníku ABC je roven

1

2
SÑu � ÑvS

PØÍKLAD 9.3. Vypoètìte obsah trojúhelníku ABC; A � ��1, 1�,B � �2, 3�, C �

�1, 4�.

Øe¹ení: Pro øe¹ení tohoto úkolu je nejsnaz¹í pou¾ít vnìj¹í souèin (té¾ smí¹ený sou-

èin), jak uvidíme v kapitole 10. Výpoèet pomoí vektorového souèinu v¹ak není nijak

obtí¾ný a naví se uká¾e, ¾e oba postupy spolu souvisejí. Rovinu, v ní¾ se nahází

Obrázek 42: Obsah trojúhelníku ABC je roven

1

2
SÑu � ÑvS

daný trojúhelník jednodu¹e hápeme jako podprostor bodového prostoru dimenze

3. Tento pøehod do prostoru vy¹¹í dimenze nejjednodu¹eji vyøe¹íme tak, ¾e rovinu

ABC ztoto¾níme se souøadniovou rovinou xy, tj. souøadnie danýh bodù zmìníme

z uspoøádanýh dvoji na trojie pøidáním 0 jako tøetí slo¾ky; A � ��1, 1, 0�,B �
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�2, 3, 0�, C � �1, 4, 0� (viz Obr. 42). Potom k výpoètu obsahu trojúhelníku ABC pou-

¾ijeme vektorový souèin stejnì jako pøi øe¹ení pøíkladu 9.2. Obsah trojúhelníkuABC

vyjde 2, 5.

9.4 Ortogonální doplnìk n-1 vektorù v prostoru Vn

Studium této kapitoly je dobrovolné.

Zobenìním vektorového souèinu do prostoru Vn je ortogonální doplnìk n � 1

vektorù. Tímto pojmem rozumíme jeden vektor, který je kolmý ke v¹em daným

n�1 vektorùm z Vn. Vektorový souèin byhom tedy mohli nazývat také ortogonální

doplnìk 2 vektorù v prostoru V3.

K zobenìní vektorového souèinu do prostoru dimenze n pou¾ijeme jeho zápis

(123) ve formì determinantu.

De�nie 23 (Ortogonální doplnìk n-1 vektorù). Ortogonálním doplòkem n�1 vek-

torù
Ñai � �ai1, ai2, . . . , ain�, i � 1, 2, . . . , n � 1, jejih¾ souøadnie jsou udány vzhledem

k ortonormální bázi �
Ñe1, Ñe2, . . . , Ñen� vektorového prostoru Vn, nazýváme vektor, který

je výsledkem rozvoje determinantu

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

a11 a12 � a1n
a21 a22 � a2n
� � � �

an�1,1 an�1,2 � an�1,n
Ñe1 Ñe2 �

Ñen

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

(127)

podle n�tého øádku. Znaèíme ho

Ña1 � Ña2 � ... � Ñan�1.

Poznámka. Podle de�nie 23 a podle vìty o rozvoji determinantu

1

pro ortogonální

doplnìk n � 1 vektorù
Ña1, Ña2, . . . , Ñan�1 platí

Ña1 � Ña2 � ... � Ñan�1 �

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

a11 a12 � a1n
a21 a22 � a2n
� � � �

an�1,1 an�1,2 � an�1,n
Ñe1 Ñe2 �

Ñen

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

� A1Ñe1 �A2Ñe2 � ... �AnÑen.

Potom ale mù¾eme øíi, ¾e ortogonální doplnìk uvedenýh n � 1 vektorù je vektor,

jeho¾ slo¾kami jsou algebraiké doplòky prvkù posledního øádku determinantu (127)

Ña1 � Ña2 � ... � Ñan�1 � �A1,A2, ...,An� .

1

Dle vìty o rozvoji determinantu je

P

n
k�1 aik �Ajk � δij � detA, i, j � 1,2, . . . , n, kde δij je tzv. Kronekerovo delta,

pro které platí, ¾e δij � 1 pro i � j a δij � 0 pro i x j.
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9.5 Vlastnosti ortogonálního doplòku n � 1 vektorù

Vlastnosti ortogonálního doplòku n� 1 vektorù

1

jsou analogiké vlastnostem vekto-

rového souèinu, které jsou uvedeny na stranì 108.

(1) Ortogonální doplnìk
Ña1 � Ña2 � ... � Ñan�1 je kolmý k vektorùm

Ña1, Ña2, ..., Ñan�1.

(2) Pro vektory
Ña1, Ña2, ..., Ñan�1 lineárnì nezávislé je �Ña1, Ña2, ..., Ñan�1, Ña1 � Ña2 � ...� Ñan�1�

kladnou bázi Vn.

(3) Pro vektory
Ña1, Ña2, ..., Ñan�1 lineárnì závislé je Ña1 � Ña2 � ... � Ñan�1 � Ño.

(4) Prohozením poøadí dvou vektorù se ortogonální doplnìk
Ña1 � Ña2 � � � � � Ñan�1 mìní

na opaèný.

(5) S
Ña1�Ña2�...�Ñan�1S2 �

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

Ña2
1

Ña1Ña2 Ña1Ña3 �
Ña1Ñan�1

Ña2Ña1 Ña2
2

Ña2Ña3 �
Ña2Ñan�1

� � � � �

Ñan�1Ña1 Ñan�2Ña2 Ñan�1Ña3 �
Ña2n�1

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

� detG�Ña1, Ña2, . . . , Ñan�1�,

kde detG�Ña1, Ña2, . . . , Ñan�1� je Gramùv determinant.

9.6 Cvièení: Vektorový souèin

1. Vypoètìte obsah trojúhelníku ∆ABC; A��2,�3�, B�4,�1�, C�1, 5�.

2. Vypoètìte obsah trojúhelníku ∆KLM ; K�1, 0,�2�, L�2, 3, 5�, L��3, 4, 0�.

3. Napi¹te obenou rovnii roviny σ � �KLM� pro K�1, 0,�2�, L�2, 3, 5�, L��3, 4, 0�.

4. Urèete souøadnie paty kolmie spu¹tìné z bodu P �2, 1,�3� do roviny ρ � �ABC�

pro A�1,�3, 0�, B�2, 5, 1�, C�1, 2, 1�.

1

Víe o tìhto vlastnosteh viz [1℄ PECH, P. (2004) Analytiká geometrie lineárníh útvarù, Èeské Budìjovie,

Jihoèeská univerzita v È. B., dostupné na adrese http://www.pf.ju.z/stru/katedry/m/knihy/Analytika.pdf, str.

106{111.
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