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Abstrakt: Tento pfispévek nabizi moznou odpovéd na otazku, jaké tlohy zafazovat pfi
badatelsky orientovaném vyucovani matematice. V tivodu jsou struéné vymezeny rizné typy
uloh, které se pii tomto vyucovani mohou uplatnit: badatelské ulohy, oteviené ulohy a
polyvalentni Glohy. V hlavni ¢asti pfispévku je podrobné ptedstavena jedna z badatelskych
uloh, ktera je polyvalentni i oteviena. Pfi vhodném uchopeni je tato uloha vyuzitelna pfi
badatelsky orientovaném vyudovani nezavisle na stupni vzdélavani (ZS, SS, VS).

Kli¢ova slova: BOVM, badatelsky orientované vyucovani matematice, badatelskd tuloha,
oteviena uloha, polyvalentni uloha.

Inquiry tasks in mathematics teaching

Abstract: This contribution offers a possible answer to a question which tasks can be used in
the classroom within inquiry based mathematics teaching. In the introduction, we shortly
characterize various types of tasks that can be utilized within this type of teaching: inquiry
tasks, open tasks, and polyvalent tasks. The main part of the contribution introduces in detail
one of inquiry tasks that is open and polyvalent. When properly arranged, the task can be
employed independently of the school level (elementary, secondary, higher).

Key words: IBME, inquiry based mathematics education, inquiry task, open task, polyvalent
task.

Uvod

Ctenafe, ktefi neznaji badatelsky orientované vyucovani, si dovolim odkazat na svij
piispévek, ktery se objevil na jedné z pfedchozich konferenci a ktery se vymezeni tohoto stylu
vyucovani vénuje [6]. Mnoho dalsich podrobnosti a riznych souvislosti tykajicich se historie
a vymezeni badatelsky orientovaného vyucovani (nejen) matematice naleznete v prvni
polovin¢ souhrnného ¢lanku [14] a v kapitole [12].



Zjednodusene¢ lze fici, ze badatelsky orientované vyucovani je vyucovani, pti kterém dochazi
k badatelskym aktivitam zaka ¢i studenti. Ulohy podnécujici takové badatelské aktivity
budeme nazyvat badatelské ulohy.

Badatelské tulohy byvaji zpravidla wulohami otevienymi ve smyslu otevieného pfistupu
k matematice, coz znamena, Ze u nich muize existovat

- vice zpusobt, jak tlohu uchopit;
- vice zptisobu, jak ulohu fesit;
- vice riiznych feSeni (n€kdy i s nejasnou klasifikaci);

- vice zptsobt, jak z ulohy vytvotit ulohu novou.

Obzvlasté cennymi jsou pak ulohy polyvalentni, coz jsou oteviené Ulohy, jejichz jednotliva

feseni jsou rtizné obtizna a kazdy zak/student si tak mize najit "své" feseni odpovidajici jeho
znalostem.

Jednu takovou polyvalentni Glohu si nyni podrobné piedstavime. Jeji zadani jsem volné
ptelozila z publikace [4] a po mnoha ostrych testech upravila, aby Iépe vyhovovalo
planovanému rozfazovani tulohy a jejimu dal$imu didaktickému rozpracovani. Oproti
puvodnimu zadani tak napiiklad pfibyla pravidla P1 a P2.

Pehkonenova dloha -- zadani

Z 12 stejne dlouhych pardtek miizeme vytvorit obrys Ctverce, jehoz obsah
je 9 ctverecnych pardtek (zkrdcené ¢p).

Dokazete z 12 paratek vytvorit 0brys rovinného utvaru s obsahem 8, 7, 6, 5 ¢p?
Je treba Vyuzit vSechna pardtka a dodrzovat nasledujici dvé pravidla:

Pl) pdratka se mohou dotykat pouze svymi konci,
P2) kazdy konec pdratka se dotyka pravé jednoho jiného pardtka.

Kolik existuje utvarii s obsahem 5 ¢ép? Je jich vic nez 10? (Za riizné povazujeme
takové utvary, které nelze prevést jeden na druhy otocenim alnebo prevrdacenim.)

Dokazete vytvorit obrysy rovinnych utvarii s obsahem 4, 3, 2, 1 ép?
Dokazete vytvorit obrys rovinného utvaru s obsahem vetsim nez 9 ¢p?

Jaky je nejmensi mozny obsah? JaKy je nejvetsi mozny obsah?



Reseni dlohy

Jak se ukazalo po n¢kolika ostrych testech ulohy, nejcastéji pouzivany prvoplanovy postup
feSeni vychazi z obrysu ¢tverce zminovaného v zadani ulohy a z Gpravy, ktera by se mohla
nazyvat prolamovadni rohit nebo také rohovd uprava. Tato tprava spociva v premisténi dvou
paratek tvoricich n¢ktery z rohti utvaru tak, aby se obsah utvaru zmensil 0 1 ¢p.

Jednotliva feseni, jez mizeme ziskat z obrysu Ctverce opakovanym uplatnénim této upravy,
jsou znazornéna V Tabulce 1. Tabulka je uspoifadana tak, ze vybereme-li si n&jaky utvar
uvedeny v tabulce, tak v sousednich bunkach vpravo jsou umistény utvary, které se
z vybraného utvaru daji vytvofit jednou rohovou upravou. Vyétem utvari je tabulka
kompletni, ale n¢které¢ utvary je samoziejmé¢ mozné z puvodniho Etverce ziskat i jinym
pofadim rohovych tprav. Pro ptehlednost je kazdy sloupec tabulky v zdhlavi opatfen udajem
o obsahu tutvart, které se v ném nachazeji.

Tab. 1: Reseni ziskana z obrysu ¢tverce pomoci rohové Gpravy.
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Timto zplisobem jsme vSak rozhodné neziskali vSechna feSeni Pehkonenovy ulohy. Krome¢
obrysu Ctverce totiz z 12 paratek mizeme vytvofit i obrysy jinych zndmych geometrickych
utvard, naptiklad obdélniki, a i na n¢ se miizeme pokusit uplatnit rohovou tpravu. Ukaze se,
ze na obdélnik o rozmérech 2 a 4 pératka je mozno rohovou upravu uplatnit, ale na obdélnik
0 rozmérech 1 a 5 paratek ji uplatnit nelze (viz Tabulka 2).

Tab. 2: Reseni ziskand z obrysu obdélniki pomoci rohové tpravy.
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Pokud bychom se chtéli s tlohou pohybovat pouze v kontextu jednotkové ctvercové sité,
mame uz téméf vSechna feSeni nalezena. Obrys zZddného jiného utvaru jiZ na této siti nelezi,
ale pfesto nadm jedno feSeni chybi — neni totiZ dostupné pomoci rohové upravy. Vyuziva
analogické upravy, kterou bychom mohli nazyvat prolamovdni dvojrohui nebo také
dvojrohova uprava. Tato uprava spociva v pfemisténi téi paratek tvoticich dva sousedni rohy
utvaru tak, aby se obsah utvaru zmensil 0 2 ¢p. Z utvart znézornénych v Tabulkéach 1, 2
muzeme dvojrohovou upravu pouzit pouze na jediny; ziskame tak chybéjici posledni feSeni na
jednotkové Etvercové siti (viz Tabulka 3).

Tab. 3: Jediné feseni ziskané pomoci dvojrohové upravy (vpravo).
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Mimo jednotkovou ¢tvercovou sit’ mame mnoho dal§ich moznosti. Pythagorejsky trojuhelnik
se stranami 3, 4 a 5 paratek sice mize mit vrcholy umisténé v bodech jednotkové ¢tvercoveé
sité, ale jeho pfepona je mimo sit’. Tento trojuhelnik ma obsah 6 ¢p a na jeho obrys mizeme
opakovan¢ uplatnit rohovou upravu. Musime jen ddvat pozor, kdy je uprava jesté¢ mozna a
kdy uz ne (viz Tabulka 4).

Tab. 4: Reseni ziskana z obrysu pythagorejského trojuhelniku pomoci rohové tpravy;
Vv poslednim sloupci piipady, kdy rohova tuprava jiz neni mozna.
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Z dalSich zndmych geometrickych tutvarli na prvni pohled Zadny nevypada, ze by ho bylo
mozné umistit svymi vrcholy do bodl jednotkové ¢tvercové sité, ale pokud bychom chtéli mit
jistotu, museli bychom systematicky prochazet geometrické Utvary jeden po druhém a
podrobné je zkoumat. Podobné& neni jasné, jestli jeSté néjaké dalsi rovinné Gtvary mohou mit
celociselny obsah. Pokusime se ted’ obé zalezitosti v ramci moznosti objasnit najednou —
systematickym zkoumanim.

Jako prvni krok tohoto zkoumani musime zjistit, obrysy kterych znamych geometrickych
utvard je jesté¢ mozné z 12 paratek vytvofrit, a pak ur€it obsahy téchto tvart. Po nahlédnuti do
Skolnich matematickych tabulek zuZime hledani na trojuhelniky, pravidelné mnohothelniky,
lichobézniky, kosodélniky a kosoctverce.

Otazka hledani vSech trojuhelnikd, jejichz obrys je mozné vytvorit z 12 paratek, je péknym
kombinatorickym cvicenim zaloZenym na trojuhelnikové nerovnosti. Pfestoze by ¢lovek mohl
mit pocit, Ze takovych trojihelnikli musi existovat mnoho, ve skutecnosti existuji pouze tfi.
Kromé jiz vySe zminovan¢ho pythagorejského trojuhelniku uZ existuje jen rovnostranny
trojuhelnik se stranou o délce 4 péaratka a rovnoramenny trojuhelnik se zdkladnou o délce
2 paratka a rameny o délce 5 paratek. Obecny trojuhelnik Zzadny neexistuje. Obsah
rovnostranného ani rovnoramenného trojuhelniku neni celociselny, protoze jejich vyska neni
celocCiselnd (rameno a polovina zakladny maji sice celoCiselnou velikost, ale nepatii do zadné
pythagorejské trojice). Ze stejného diivodu nelze vrcholy téchto dvou trojuhelnikli umistit do
bodi jednotkové Ctvercoveé site.



Pravidelné mnohouhelniky, jejichz obrys je mozné vytvofit z 12 paratek, existuji také jen tii.
Kromé jiz vySe zminované¢ho rovnostranného trojuhelniku se jedna o pravidelny Sestitthelnik
(se stranou o délce 2 paratka) a pravidelny dvandactitthelnik (se stranou o délce 1 paratka).
Jejich obsah neni celociselny, ale je zajimavy tim, Ze je vétsi nez 9 Cp. Jejich vrcholy opét
nelze umistit do bodi jednotkové ¢tvercové sité.

Nove nalezené trojuhelniky a pravidelné mnohothelniky jsou uvedené v Tabulce 5.

Tab. 5: Dalsi trojuhelniky a pravidelné mnohothelniky.
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Otazka hledani vSech lichobé&znikili je ponékud komplikované;si, vyZaduje vhodné rozloZeni
lichobéZzniku na mensi utvary — obdélnik a dva pravouhlé trojuhelniky s jednou stejné
dlouhou odvésnou; po pfilozeni téchto trojuhelnikit k sobé vznikne novy trojuhelnik (viz
Obr. 1). Obrys lichobézniku je tvofen sloZzenim obrysu tohoto nového trojihelniku a obrysem
dvou vodorovnych stran obdélniku.

Obr. 1: Rozd¢leni lichobézniku na obdélnik a dva trojuhelniky



Pokracujeme opét systematicky:

Pokud maji vodorovné strany obdélniku délku 1 paratka (tj. ¢ = 1), zbyde na
trojuhelnik 10 pératek. Z 10 paratek mizeme sestavit 2 rizné trojuhelniky, oba jsou
rovnoramenné: prvni s rameny o délce 4 paratka a zakladnou o délce 2 paratka (tj.
b=d=4,x=y=1), druhy s rameny o délce 3 paratka a zakladnou o délce 4 paratka
(t.b=d=3,x=y=2).

Pokud maji vodorovné strany obdélniku délku 2 paritka, zbyde na trojuhelnik
8 paratek. Z nich miizeme sestavit 1 trojihelnik, opét rovnoramenny: s ramenem délky
3 paratka a zékladnou délky 2 paratka (b=d=3,x=y=1).

Pokud maji vodorovné strany obdélniku délku 3 paratka, zbyde na trojuhelnik
6 paratek. Z nich mizeme sestavit 1 trojuhelnik, tentokrat rovnostranny o stran¢ délky
2paritka(b=d=2,x=y=1).

Pokud maji vodorovné strany obdélniku délku 4 paratka, zbydou na trojuhelnik
4 paratka. Ze 4 paratek trojuhelnik nelze sestavit.

Pokud maji tyto vodorovné strany délku 5 paratek, zbydou na trojuhelnik 2 paratka,
coz je malo. Trojihelnik nelze sestavit.

Protoze vSechny nalezené trojuhelniky maji stejn€ dlouhd ramena, budou stejné dlouhd i
ramena vzniklych lichobéznikii. Zadny z nalezenych trojuhelnikii neni pravouhly, takze ani
zadny z lichobéznikl nebude pravouhly.

Vsechny nalezené rovnoramenné lichobéZniky jsou znazornény v Tabulce 6. Vypocet obsahu
téchto lichobéznikli neni obtizny, nebot’ jejich vySka je zérovenn vySkou nad zakladnou
rovnoramenného trojihelniku; pata vysky je tedy umisténa ve stfedu zékladny. JelikoZ je
navic délka zakladny vzdy sudé cislo, tak se do Pythagorovy véty dosazuji cela Cisla. Ale
vypoétené vysky nejsou celoéiselné, tak ani obsahy nejsou celo¢iselné a vrcholy lichobéznika
nelze umistit do boda jednotkové Etvercoveé site.

Tab. 6: Rovnoramenné lichobézniky.
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Nesmime ovSem zapomenout 1 na varianty, kdy nalezené rovnoramenné trojihelniky pfi
tvorbé lichobézniku oto¢ime tak, aby jedno jejich rameno bylo umisténo vodorovné. Potom
vzniknou lichobézniky s rtizn€¢ dlouhymi rameny (jedno rameno lichobé&zniku je tvoifeno



ramenem trojuhelniku a druhé rameno je tvoieno zékladnou trojuhelniku). Urceni obsahu
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vétu a vztah mezi sinem a kosinem stejné¢ho thlu. Vysledné nerovnoramenné lichobézniky a
jejich obsahy uvadi Tabulka 7.

Tab. 7: Nerovnoramenné lichobézniky.
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Ne ndhodou ndm zavér zbyly kosodélniky a kosoctverce — kratké zamysleni nad tim, co
urcuje obsah libovolného rovnobézniku (zakladna a vyska), nas totiz dovede k univerzalnimu
feSeni Pehkonenovy tlohy: pfi vhodném zkoseni dokdzeme vytvofit kosodélnik nebo
kosoctverec o libovolném obsahu mensim nez 9 ¢p. Naptiklad zkosenim ¢tverce ze zadani
Pehkonenovy tlohy mizeme vytvotit kosoctverec 0 obsahu 6 ¢p (pokud strany zkosime tak,
aby vyska byla 2 paratka) i kosoltverec o obsahu 3 ¢p (je-li vySka 1 paratko). Mizeme
samoziejmé dostat 1 kosoCtverce nebo kosodélniky s necelo¢iselnym obsahem (i libovolné
malym), staci zvolit vhodnou necelociselnou vySku utvaru. Tabulka 8 znézoriuje Ctyfi rizné
rovnobé&Zzniky o vySce 1 paratko.

Tab. 8: Kosodélniky a kosoctverec.
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Na prvni pohled to vypadd, Ze vrcholy rovnobéznikli opét neplijdou umistit do bodi
jednotkové Ctvercové sit€. Ale neni to pravda. Aby bylo umisténi mozné, musi byt vyska



rovnobézniku celoCiselnd a zaroven musi byt celo¢iselny i1 rozestup mezi sousednimi vrcholy
ve vodorovném sméru. V praxi to znamend, ze pravouhly trojuhelnik pod dolni zkosenou
stranou musi byt pythagorejsky. Protoze nejmensi pythagorejsky trojuhelnik ma pieponu
0 délce 5, mize takova situace nastat pro kosodélnik vznikly zkosenim stejného obdélniku
jako kosodélnik na prvnim tadku tabulky 8. Dva takové utvary odpovidajici dvéma riznym
poloham pythagorejského trojuhelniku znazoriiuje Tabulka 9.

Tab. 9: Dva kosodélniky Vv jednotkové ¢tvercové siti.
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Shrnuti odpovédi na jednotlivé otazky ze zadani tilohy

Dokazete z 12 paratek vytvorit obrys rovinného utvaru s obsahem 8, 7, 6, 5 ¢p?
Ano. Takové Utvary jsou naptiklad uvedeny v Tabulkach 1, 2, 3, 4. Dal§imi utvary mohou byt
vhodné zkosené kosodélniky a kosoctverce.

Kolik existuje utvarii s obsahem 5 ¢p? Je jich vic nez 10?

V Tabulkach 1 az 4 je takovych utvar zndzornéno celkem 12. Dal$imi mohou byt vhodné
zkosené¢ kosodélniky a kosoCtverce, tfeba kosoctverec o zékladné 3 paratka a vySce 5/3
paratka.

Dokazete vytvorit obrysy rovinnych utvaru s obsahem 4, 3, 2, 1 cp?

Ano. Napiiklad Tabulka 4 uvadi dva utvary s obsahem 4 ¢p a jeden s obsahem 3 ¢p;
Tabulka 8 uvadi po jednom utvaru ke kazdému obsahu 4, 3, 2, 1 ¢p. Také Tabulka 9 uvadi
utvary s obsahem 4 ¢p a 3 ¢p.

Dokazete vytvorit obrys rovinného utvaru s obsahem vétsim nez 9 cp?
Ano. Jedna se napfiklad o pravidelny Sestitthelnik a pravidelny dvanéctiuhelnik, uvedené
v Tabulce 5.

Jaky je nejmensi mozny obsah? Jaky je nejvétsi mozny obsah?
Obsah muze byt libovoln¢ maly (rovnobéznikové univerzalni feSeni). Nejvetsi mozny obsah
je obsah pravidelného dvanéctithelniku.



Co jsme dale zjistili

Z péaratek je mozné sestrojit rozliéné znamé geometrické utvary: ¢tverec, 2 rizné obdélniky,
1 pravouhly trojihelnik, 1 rovnoramenny trojuhelnik, 3 pravidelné mnohouhelniky
(trojihelnik, Sestithelnik, dvanactihelnik), 7 lichobéznikl, nekonecné mnoho rovnobézniki.
Ale celociselny obsah mohou mit pouze c¢tverec, obdélniky, pravouhly trojahelnik a vhodné
zvolené rovnobézniky.

Dalsi ttvary s celo¢iselnym obsahem miizeme ziskat ze ¢tverce, z obdélnikii a z pravothlého
trojihelniku rohovou nebo dvojrohovou upravou.

Do bodt jednotkové ¢tvercové sité¢ miizeme umistit vrcholy ¢tverce, obdélnika a vSech ttvari
z nich vzniklych rohovou a dvojrohovou upravou. A také vrcholy pythagorejského
trojthelniku a dvou kosodélnikd.

Jak je mozné ulohu dale rozvinout

Prvoplanovym rozsifenim Pehkonenovy ulohy by mohlo byt jeji zopakovani s jinym poctem
paratek, ale po chvili zkoumani se ukaze genialita pivodniho poétu 12, kterou nelze
jednoduse prenést na jiné pocty paratek:

- Abychom mohli vychazet ze ¢tverce podobné jako Pehkonen, musi byt pocet paratek
délitelny 4.

- Cislo 4 je ptili§ malé, nabizi jako feSeni pouze &tverec a kosoétverce.

- Cislo 8 nabizi i obdélnik, kosodélniky, trojithelnik, pravidelny osmithelnik a
lichobéznik, ale vétSinu z nich pouze v 1 exemplafi. Navic ¢islo 8 neni délitelné 3,
takZe nedostaneme rovnostranny trojuhelnik. Navic ¢islo 8 neni souctem Zzadné
pythagorejské trojice, takze nedostaneme ani pravouhly trojuhelnik.

- Cislo 16 nabizi podobné utvary jako ¢&islo 8, a ve vice exemplaiich. Ale opét neni
délitelné 3 a neni sou¢tem zadné pythagorejské trojice.

- U disla 16 a vétsich je na misté poloZit si otdzku, zdali takovy pocet pro paratka neni
piilis velky, a to jak pro manipulaci s nimi, tak pro kombinatorické¢ uvahy. Jiz
systematické hledani vSech trojuhelnikii pro pocet 12 bylo pomé&rné ¢asoveé naro¢né, a
co teprve s vétSimi Cisly...

Opakovat tlohu en bloc s jinym poctem paratek tedy nebudeme. Ale muZeme vyuzit
jednotlivé soucasti tilohy a ty dale rozvijet. Ukdzeme si tii rizné moznosti takového rozvoje.

Pted chvili zminované systematické hledani vSech trojuhelnikid je péknou kombinatorickou
rozcvickou, jako legitimni se tedy jevi otazka, kolik rGznych obryst trojuhelnikd mizeme
sestavit napiiklad z 11 paratek, nebo z 10. Podobny efekt by mélo odstranéni pozadavku "je
tteba vyuzit vSechna paratka" z ptiivodniho znéni Pehkonenovy tlohy.



Dal$im zajimavym momentem feSeni Pehkonenovy ulohy jsou rohova a dvojrohova uprava.
Neni mozné tyto upravy néjak zobecnit? Rohovou tpravu lze formalné€ popsat ve tiech
krocich:

i) v obrysu zvolime dvé sousedni paratka, ktera jsou navzajem kolma;

i) uchopime je a zrcadlové preklopime podle osy tvofené spojnici téch jejich konct,
které se navzajem nedotykaji;

iii) zkontrolujeme, zda se spojnice téch konct paratek, které se navzajem dotykaji,
pieklopila dovnitf utvaru, k némuz piivodni obrys patfil.

Krok iii) zajistuje, Ze nove vznikly utvar ma obsah mensi nez ptivodni utvar a ze nové vznikly
utvar spliuje konstrukéni pravidla P1 a P2 uvedena v zadéani ulohy:

— pokud by se spojnice preklopila vné Gtvaru, obsah by se o 1 ¢p zvétsil;
— pokud by se spojnice pteklopila na obrys utvaru, preklopena paratka by se dostala do
kontaktu s dal$imi paratky, a tak by nebylo splnéno pravidlo P1 nebo P2.

Tento formalni prepis ndm napovida souvislost rohové ipravy s osovou soumeérnosti. Prvni
krok upravy miizeme snadno zobecnit a v obrysu zvolit libovolny pocet sousednich paratek,
bez blizsiho pozadavku na jejich vzajemnou polohu. Pak uz jen sta¢i ve druhém a tietim
kroku zobecnit popis koncti, které se navzajem (ne)dotykaji, a dostaneme popis nové tpravy,
ktera v sob& zahrnuje jak rohovou tpravu, tak dvojrohovou, a také mnoho dal$ich Gprav:

i) v obrysu zvolime libovolny souvisly neuzavieny tsek (tj. tento usek ma pravé dva
konce);

i) uchopime jej a zrcadlové pieklopime podle osy tvofené spojnici jeho konci;

iii) zkontrolujeme, zda se cely usek (bez konct) pieklopil dovniti utvaru, k némuz
puvodni obrys patfil.

S touto obecnou tpravou mizeme z 12 paratek tvofit obrysy dalSich utvari a nadale
dodrzovat pravidla P1 a P2; upravu mizeme pouzivat i opakované (viz Tabulka 10).

Tab. 10: Obecna tprava pouzita na pravidelny Sestitthelnik, pravidelny dvanactithelnik,
rovnoramenny trojuhelnik a rovnoramenny lichobéznik.
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Pfi vhodné volbé vychoziho obrysu a vhodné volbé pfemistovaného tseku mohou nové
vzniklé utvary mit i celoCiselny obsah (viz Tabulka 11).

Tab. 11: N¢ktera feSeni s celo¢iselnym obsahem ziskana pomoci obecné upravy ¢tverce.
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Tteti moZnost rozsifeni Pehkonenovy tlohy ndm nabizi pasdz, ve které jsme hledali vSechny
mozné lichobéZniky, jejichz obrys je tvofen 12 paratky. Tvarli jsme nalezli 7, coZ je pomérné
dost, ale Zadny z nich nemél celoc¢iselny obsah. Jako ndvaznou si tak miiZzeme polozit otazku,
kolik paratek bychom pottebovali, abychom mohli sestrojit obrys lichob&zniku s celo¢iselnym

obsahem.



Vyjit mizeme ze situace na Obr. 1, podrobnéji se zaméiime na trojuhelnik a obdélnik
znazornéné na tomto obrazku vpravo. K celociselnému obsahu nds mohou dovést dvé cesty:
bud’ bude obsah obdélniku i obsah trojuhelniku necelo¢iselny, ale jejich soucet celociselny,
nebo bude obsah obdélniku i obsah trojuhelniku celociselny a jejich souéet pak automaticky
také. Prvni mozZnost je pomérné obtizna na argumentaci a nebudeme se ji vénovat. Podrobné
se vSak podivame na tu druhou moznost. Hledame tedy obdélnik a trojuhelnik z Obr. 1 vpravo
tak, aby jejich obsahy byly celoCiselné. Protoze svisly rozmér obdélniku je zaroven vySkou
trojuhelniku a vodorovny rozmér obdélniku je vzdy celoCiselny (je cely sestrojen z paratek),
tak z pozadavku na celociselny obsah obdélniku plyne pozadavek na celoCiselnou vysku
trojuhelniku. K celociselnému obsahu trojuhelniku nés dovede pythagorejsky trojuhelnik,
nejmensi takovy je trojuhelnik z Tabulky 4. Tento trojihelnik mizeme umistit do schématu
z Obr. 1 celkem tfemi riznymi zpusoby, ale pouze ve dvou z nich je jeho vyska celoCiselna:

- Pokud ma vodorovna strana trojuhelniku délku 5 paratek (tj. x +y =15, b =4, ¢ = 3),
tak jeho vyska je 12/5, coZ neni celé ¢islo.

- Pokud ma vodorovna strana trojahelniku délku 4 paratka (tj. x + y = 4, b = 5), tak jeho
vyska splyne s druhou jeho odvésnou (tj. v = 3,y = 4, d = 0, x = 0). Na tento
trojuhelnik budeme potfebovat 12 paratek. Nejmensi mozny vodorovny rozmér
obdélniku je 1 paratko (tj. ¢ = 1). Slozenim trojuhelniku a obdélniku vznikne
pravouhly lichobéznik, na jehoz obrys je potieba 12 + 2 = 14 paratek.

- Pokud ma vodorovna strana trojuhelniku délku 3 paratka (tj. x +y = 3, b = 5), tak jeho
vySka splyne s druhou jeho odvésnou (tj. v = 4,y = 3,d = 0, x = 0). Na tento
trojihelnik budeme potfebovat 12 paratek. Nejmensi mozny vodorovny rozmér
obdélniku je 1 paratko (tj. ¢ = 1). SloZenim trojuhelniku a obdélniku vznikne
pravouhly lichobé&znik, na jehoz obrys je potieba 12 + 2 = 14 paratek.

Oba nalezené lichobézniky jsou uvedeny v Tabulce 12. Jejich obsah je sou¢tem obsahu
pythagorejského trojuhelniku (6 ¢p) a obsahu obdélniku s vodorovnym rozmérem 1 paratko a
svislym rozmérem rovnym vySce pythagorejského trojuhelniku (tj. 3, resp. 4 paratka).

Tab. 12: Lichobézniky s celo¢iselnym obsahem.

S=9& O=14p = S=10& O=14p

Zajimavou variantou je hleddni rovnoramenného lichobézniku s celo¢iselnym obsahem,
s vyuzitim dvou pythagorejskych trojuhelnik, kde kazdy je umistény z jedné strany
obdélniku:



Pokud ma vodorovna strana trojuhelnikt délku 4 paratka (tj. x =y =4, b =d =5), tak
jejich vyska splyne s druhou odvésnou (tj. v = 3). Slozenim téchto dvou trojihelnika
dostaneme trojuhelnik, na jehoz obrys potiebujeme 18 paratek. NejmenSi mozny
vodorovny rozmér obdélniku je 1 paratko (tj. ¢ = 1). Slozenim trojuhelniku a
obdélniku vznikne rovnoramenny lichobéZnik, na jehoz obrys je potfeba 18 + 2 = 20
paratek.

Pokud ma vodorovna strana trojuhelnikt délku 3 paratka (tj. x =y = 3, b = d =5), tak
jejich vyska splyne s druhou odvésnou (tj. v = 4). Slozenim téchto dvou trojihelnika
dostaneme trojuhelnik, na jehoz obrys potiebujeme 16 paratek. NejmenSi mozny
vodorovny rozmér obdélniku je 1 paratko (tj. ¢ = 1). Slozenim trojuhelniku a
obdélniku vznikne rovnoramenny lichobé&znik, na jehoZ obrys je potieba 16 + 2 = 18
paratek.

Oba nalezené rovnoramenné lichobézniky jsou uvedeny v Tabulce 13. Jejich obsah je
sou¢tem obsahi dvou pythagorejskych trojahelnikd (12 ¢p) a obsahu obdélniku
s vodorovnym rozmérem 1 pératko a svislym rozmérem rovnym vySce pythagorejskych
trojthelniku (tj. 3, resp. 4 paratka).

Tab. 13: Rovnoramenné lichobé&zniky s celo¢iselnym obsahem.

Kdy a jak ulohu vyuZit ve vyuce

Pfi vhodném uchopeni je mozné Pehkonenovu tlohu vyuzit na libovolném stupni vzdélavani.
Na 1. stupni ZS napiiklad zfistaneme v kontextu jednotkové Gtvercové sité a budeme se
vénovat ctverciim, obdélnikim a utvarGm z nich vzniklym pomoci rohové a dvojrohové
upravy. Jako alternativni pomtcku mizeme vyuzit i Geoboard / Geodesku.

Pokud vynechdme navaznost na obsah utvaru, miZeme se na 1. stupni ZS vénovat i
trojuhelniklim a napftiklad hledat rtizné trojuhelniky, které je mozné z paratek vytvofit.

Na 2. stupni ZS muZeme dale zafadit pythagorejsky trojihelnik, rovnostranné a
rovnoramenné trojuhelniky, rovnobéZniky a pravidelné mnohothelniky (zde je mozné Zakiim
nabidnout vhodné vzorce na vypocet obsahu vychazejici z délky strany, viz napf.



[1, str. 326]). Pro zdatnéjsi feSitele jsou z druhostupiiového obsahu dostupné i rovnoramenné
a pravouhlé lichobézniky.

Na SS se miZeme navic vénovat i obecnym lichob&znikiim, piipadné podrobnému
odvozovani vzorci na vypocet obsahu pravidelnych mnohouhelniki vychazejicich z délky
strany.

Ulohu je mozné vyuzit jako opakovaci, poskytuje souhrnny nahled na rizné typy rovinnych
utvard a jejich vlastnosti, vztahy mezi nimi. Piipadn¢ jako motivacni pii vstupu do nového
tématu.

Misto zavéru

Tabulka 14 nabizi jesté jedno feSeni, které jsme doposud neobjevili. Na prvni pohled mozna
vypada podeziele, ale splituje vS§echny pozadavky Pehkonenovy ulohy, véetné pravidel P1 a
P2. Na rozdil od vSech ostatnich feSeni ale neni nalezeny ttvar jednoduse souvisly (ma uvnitf
"diru"), ¢imz se dostavame k vysokoskolské matematice, topologii a ja osobné se tak oklikou
dostavam ke své dizertaéni praci, jez mj. vychazela z vlastnosti jednoduse souvislych mnozin.

Tab. 14: Reseni "s dirou".

S=3¢

Podobnych nec¢ekanych spojitosti muze tloha skryvat vic, je jen na feSitelich, jestli si je
budou chtit objevovat.

Dodatek 1

Jak jsem slibila na workshopu, uvedu zde soupis publikaci s dal§imi badatelskymi tlohami,
na kterych jsem se v poslednich letech podilela a které jsou v ¢eském jazyce. Doporuceny
stupen vzdélavani je pouze orientani, fidi se obtiZznosti ulohy a pfevladajicim matematickym
obsahem.

Pro vSechny stupn¢ vzdélavani:
- ulohy v druh¢ poloving¢ publikace [14], obtiznost tloh je zde odlisena hvézdickami.

Pro 1. a 2. stuped ZS:
- piispévek z konference v Litomysli [2];
- sada na sebe navazujicich ptispévki z konferenci v Srni [10, 5, 15, 13].



Pro 2. stupen ZS a SS:
- ptispévek z konference v Srni [8].

Pro SS:
- sada prispévku z ¢asopisu MFI [3, 11];
- prispévek z konference UPVM [6] a na néj navazujici piispévky z ¢asopisu SBML [7,
9].

Dodatek 2

Nelze nedodat pod€kovani tviircim prostfedi GeoGebra, ve kterém jsem vytvofila vSech 76
ilustraci k tomuto pfispévku a ve kterém jsem si ovéfovala vétSinu nalezenych numerickych
vysledku. Tim se, také oklikou, dostavame k jednomu z témat konference UPVM — mij
ptispévek nepopisuje zaddné vyuziti dynamického software ve vyuce, ale je sam o sobé
ukéazkou takového vyuziti.
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