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Predmluva

Sbornik obsahuje prispévky, které zaznély na dvanacté konferenci Uziti pocitacu ve vijuce
matematiky, poradané ve dnech 13.—15. listopadu 2025 Pedagogickou fakultou Jihoceské
univerzity v Ceskych Budéjovicich ve spolupréci se Spoleénost! uéiteld matematiky JCMF
a Jednotou Geskych matematikii a fyziki, poboénym spolkem Ceské Budéjovice.

Plenérni prednasky prednesli Volker Ulm (Universitéit Bayreuth, Némecko): Diagno-
sing and supporting pupils with severe difficulties in learning arithmetic, Tomas Fabian
(Gymnézium, Dvur Kralové nad Labem): Dynamickd geometrie aneb GeoGebra v akci,
Petra Kuncova (Cesky statisticky trad): Popularizace statistiky s Ceskym statistickym
ufadem a Zuzana Pétikovd (Univerzita Tomése Bati Zlin): Automatizované hodnoceni ma-
tematickych tloh s moodle pluginem STACK. Anotace prednédsek jsou spolu s prezentacemi
dostupné na webové strance konference www.pf.jcu.cz/upvm.
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kromé 4 plenarnich prednéasek zaznélo 16 referatu, bylo usporadano 10 workshopu a bylo
piedstaveno 5 posterti. Clénky vychdzejici z pifspévki jsou ve shborniku uvedeny v abecednim
poradi podle jmen autori. Sbornik byl recenzovan cleny programového vyboru konference.

Podékovani patii clenum organiza¢niho vyboru a studentum Pedagogické fakulty za
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MATTECOACH: KDYZ DOUCOVANI POMAHA
ZAKUM I BUDOUCIM UCITELUM

Eliska Berankova

Katedra algebry a geometrie, Prirodovédecka fakulta, Univerzita Palackého
v Olomouci

Abstrakt: Mattecoach je online aplikace poskytujici bezplatnou podporu v matematice
zakum zakladnich a stfednich kol prostiednictvim textového chatu a sdilené tabule.
Doucovani zajistuji studenti ucitelstvi matematiky, kteif si timto zptisobem rozvijeji své
didaktické i odborné kompetence. Projekt vznikl ve Svédsku, funguje také ve Skotsku a od
roku 2024 i v Ceské republice. Prispévek predstavuje princip fungovani aplikace a shrnuje
vysledky z prvniho roku provozu, véetné piinosu pro zaky i budouci ucitele.

Klicova slova: matematické vzdeélavani, online podpora uceni, doucovani matematiky;,
peer-to-peer pristup, priprava budoucich ucitelu, digitalni vzdélavani

Mattecoach: When Mathematics Support Benefits Both Pupils
and Future Teachers

Abstract: Mattecoach is an online platform providing free mathematics tutoring for
primary and secondary school students through text-based chat and a shared whiteboard.
Tutoring is delivered by pre-service mathematics teachers, who simultaneously develop their
didactic and professional skills. The project originated in Sweden, operates in Scotland,
and has been implemented in the Czech Republic since 2024. The contribution introduces
the functioning of the application and presents results from its first year of operation,
highlighting its benefits for both pupils and future teachers.

Key words: mathematics education, online learning support, mathematics tutoring,
peer-to-peer learning, pre-service teacher education, digital education
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Uvod

Matematika predstavuje dulezitou soucast vzdélavani a rozvoj matematického mysleni je
klicovy pro dalsi studijni i profesni drahu zaktu. Soucasné vzdélavaci prostiedi zaroven
nabizi nové moznosti, jak zédky v jejich uceni podporovat, rozvijet jejich porozumeéni
a posilovat jejich samostatnost. Digitalni nastroje a online formy vyuky oteviraji prostor
pro flexibilni a individualizovanou podporu, ktera muze doplnit tradiéni vyuku ve skole.

Projekt Mattecoach na tyto moznosti navazuje a prinasi model online podpory v ma-
tematice, jenz propojuje potieby zaku s pripravou budoucich uciteli matematiky. Nabizi
bezpecné a dostupné prostiedi, ve kterém mohou zaci pracovat vlastnim tempem a soucasné
ziskat cilenou pomoc. Zaroven vytvari autenticky prostor pro rozvoj didaktickych a ko-
munikacnich dovednosti studentu ucitelstvi, ¢imz prispiva k inovaci vzdélavani na obou
urovnich.

1 Mattecoach jako nastroj podpory vyuky
matematiky

Aplikace Mattecoach je online platforma urcend k podpore u¢eni matematiky zaku zaklad-
nich a strednich skol. Vznikla v roce 2009 ve Svédsku ve spolupraci tif univerzit — Linkoping
University, KTH Royal Institute of Technology ve Stockholmu a Chalmers University of
Technology v Goteborgu — s cilem nabidnout dostupné a kvalitni matematické doucovani
v online prostiedi [2]. Postupné se projekt rozsitil i do dalsich zemi; v roce 2023 byla
spusténa anglické verze aplikace ve Skotsku na University of Edinburgh [4]. Diky této verzi
se Mattecoach stal ptristupnym sirsi mezinarodni komunité. V roce 2024 byla navazana
spoluprace mezi svédskymi univerzitami a Univerzitou Palackého v Olomouci, ktera
umoznila spusténi ceské verze aplikace dostupné na webu mattecoach.upol.cz [3].

Stejné jako v zahranici je i ceska verze Mattecoache poskytovana zdarma. Tento princip
vychazi ze zakladni filozofie projektu — zajistit rovny ptistup k podpore ve vzdélavani bez
ohledu na socioekonomické zazemi zaku. Aplikace funguje od pondéli do ¢tvrtka v case
17:00-20:00, coz odpovidd modelu ovéfenému ve Svédsku. Mattecoach je uréen zkim
zékladnich a stfednich skol s ruznymi vzdélavacimi potfebami — od téch, kteri se chtéji
pripravit na test nebo piijimaci zkousky, ptes zédky s dlouhodobéjsimi obtizemi az po zaky
matematicky nadané, ktefi maji zajem rozsitovat své znalosti nad ramec Skolni vyuky.

Komunikace probiha prostfednictvim textového chatu a sdilené tabule, coz umoznuje
anonymni a individualizovanou podporu bez nutnosti zapnuti kamery. Tento zpusob prace
poskytuje zakium vétsi pocit bezpeci a snizuje obavy z chyb nebo hodnoceni. Zaroven nabizi
flexibilitu — aplikace je dostupna na vsSech zarizenich s webovym prohlizecem a umoznuje
kou¢um pracovat s vice zaky soucasné, pricemz kazdy z nich postupuje vlastnim tempem.
Zéci se mohou k FeSenym dlohdm béhem konverzace opakované vracet, coz podporuje lepsi
orientaci v probiraném ucivu.

Zékladnim principem prace v aplikaci je peer-to-peer pristup. Studenti ucitelstvi mate-
matiky zde vystupuji v roli koucu, kteii zaky provazeji procesem feSeni tiloh. Nejde o posky-
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tovani hotovych feseni, ale o cilené otazky a podporu vedouci k aktivnimu premysleni zéka.
Koucové se zaméruji na zjisténi toho, ¢emu zak rozumi, kde vzniké problém, a pomahaji
mu nalézt spravny postup vlastni cestou. Tento piistup ptispiva k hlubsimu porozumeéni
matematickym konceptim a rozvoji samostatnosti pii feseni problému.

Doucovani v ¢eské verzi Mattecoache zajistuji studenti ucitelstvi matematiky Pii-
rodovédecké a Pedagogické fakulty Univerzity Palackého v Olomouci. Ti kombinuji od-
borné znalosti s didaktickymi dovednostmi ziskanymi béhem studia a zaroven prochézeji
specialnim skolenim zaméfenym na online vyuku a koucovani. Projekt tak pfinasi prinos
nejen zakum, ale i samotnym budoucim ucitelum, ktefi zde ziskavaji cennou praktickou
zkusenost.

Celkove projekt Mattecoach sleduje tii hlavni cile: podporu zaku prostrednictvim
dostupné a kvalitni pomoci v matematice, rozvoj profesnich a didaktickych kompetenci
budoucich uéitelu a vyzkum online vyuky matematiky. Analyza probihajicich konverzaci
umoznuje sledovat zpusoby komunikace, typické obtize zaku i efektivitu peer-to-peer
pristupu. Mattecoach tak predstavuje nejen nastroj podpory vyuky, ale i platformu pro
inovaci a vyzkum v oblasti matematického vzdélavani [1].

2 Vysledky z prvniho roku fungovani aplikace
Mattecoach

Aplikace Mattecoach byla v Ceské republice spusténa 14. f{jna 2024 a béhem prvniho roku
provozu se do jejiho fungovani zapojilo 22 koucu — studentu ucitelstvi matematiky. Ti
uskutecnili celkem 1274 konverzaci se zaky, coz odpovida 1831 hodindm online koucovani.
V prubéhu skolniho roku se projekt postupné dostaval do povédomi vefejnosti, a to nejen
prostiednictvim cilené propagace na zakladnich a sttednich skolach a béhem dnt otevienych
dveri Ptirodovédecké fakulty Univerzity Palackého, ale také diky medidlnim vystuptim
v tisténych periodikach, rozhlase a televizi.

Soucasti rozvoje projektu bylo rovnéz zavedeni vysokoskolského predmétu Mattecoach
(2 kredity) na Univerzité Palackého v Olomouci. Tento predmét poskytuje studenttim
teoretické zazemi v oblasti online vyuky matematiky, prakticky vycvik koucovani a prostor
pro analyzu a reflexi autentickych chatovych konverzaci. Projekt se tak stal pfirozenou
soucasti pripravy budoucich ué¢iteli matematiky a propojil podporu zaku s univerzitnim
vzdélavanim.

Obrazek 1 zachycuje vyvoj poctu konverzaci v jednotlivych mésicich skolniho roku.
Zietelné se ukazuje, ze Mattecoach byl nejvice vyuzivan v obdobich zvysené studijni
zatéze, zejména od inora do dubna, kdy se zaci ptripravuji na piijimaci zkousky a maturitu.
Zvysena aktivita v tomto obdobi zaroven odrazi efekt medialni propagace, kterd probéhla
v unoru a prispéla k vétsimu povédomi o existenci aplikace.

7 obrazku 2 vyplyva, ze nejvétsi podil dotazu pochéazel od zaku zékladnich skol,
predevsim druhého stupné, prestoze vyznamnou c¢ast uzivatelu tvorili i stfedoskolsti
studenti. Ojedinéle se objevily také dotazy od vysokoskolskych studentu ¢i dotazy z jinych
predmétu nez matematiky. Pokud to kapacity projektu umoznuji, snazi se kou¢ové pomahat
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i s tlohami z fyziky nebo zaky odkazat na vhodnou formu podpory v dané oblasti.
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Obrézek 1: Vyvoj poctu konverzaci v jednotlivych mésicich skolniho roku 2024,/2025
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Obrazek 2: Rozlozeni konverzaci podle stupné vzdélavani

Analyza tematického zaméreni konverzaci ukazuje, ze u zéku zakladnich skol dominovala
témata spojena s prijimacimi zkouskami, algebraickymi vyrazy, aritmetikou a slovnimi
ulohami. Sttedoskolsti studenti se na kouce nejcastéji obraceli s dotazy na rovnice, nerovnice
a funkce, pricemz zde vyrazné prevazovala problematika exponencialnich, logaritmickych
a goniometrickych rovnic a funkci. Tyto vysledky potvrzuji, ze Mattecoach nejcastéji
vyuzivaji zaci v prechodovém obdobi mezi zdkladni a stfedni skolou, kdy se setkavaji
s narocnéjsimi matematickymi koncepty a potieba individudlni podpory je nejvyraznéjsi.

Prvni rok fungovani projektu potvrdil, ze Mattecoach dokéaze efektivné propojit
podporu zaku s rozvojem studentu ucitelstvi matematiky. Aplikace nabizi moderni formu
podpory uceni zalozenou na peer-to-peer piistupu, ktery podporuje aktivni mysleni,
samostatnost a hlubsi porozuméni matematice u obou skupin. Projekt tak otevira nové
moznosti pro inkluzivni, dostupné a smysluplné uceni matematiky v online prostiedi.

Tento ptispévek vznikl za podpory projektu IGA_PrF_2025_008 a fondu F — Projekt na
podporu navyseni kapacit vysokoskolského vzdélavani v ucitelskych studijnich programech.
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OD DIGITALNI SIMULACE K ODVALOVANI 3D
TISTENEHO FYZICKEHO MODELU

Daniela Bimova, Petra Pirklova

Katedra matematiky, Fakulta prirodovédné-humanitni a pedagogicka,
Technicka univerzita v Liberci

Abstrakt: Pracovni dilna byla navrzena s cilem poskytnout vyucujicim matematiky
ruznych typu a stupnu skol, tj. zdjemcum z rad ucastniku konference, praktické zkuSenosti
prace s dynamickymi applety obsahujicimi iilohy zamérené na odvalovani rozlicnych modela
krychle. Ucastnici pracovni dilny aktivné vypracovéavali predpfipravené dlohy nejen v online
virtualnim prostiredi GeoGebra Classroom, ale i s pomoci 3D tisténych fyzickych modeli.

Klicova slova: Spontanni stereometrie, odvalovani krychle, GeoGebra 3D, dynamické
applety, 3D tisténé modely.

From digital simulation to the rolling of a 3D printed physical
model

Abstract: The workshop was designed to provide mathematics teachers from diverse types
and levels of schools (that is, conference participants interested in the topic) with practical
experience in working with dynamic applets containing tasks focused on rolling various
models of the cube. The workshop participants actively worked through pre-prepared tasks
not only in the online virtual environment of GeoGebra Classroom, but also with the help
of 3D printed physical models.

Key words: Spontaneous stereometry, rolling the cube, GeoGebra 3D, dynamic applets,
3D printed models.

Uvod

V soucasné dobé je velmi ¢asto obtizné motivovat zaky vhodnym zptusobem k uceni. Je
proto vice nez zadouci najit takové zpusoby a metody, které by je vedly k touze po poznani
néceho nového, objeveni pro né neznamych skutecnosti ¢i zakonitosti apod. a které by
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jim zaroven poskytly pocit tispéchu. Z uvedenych duvodu jsme si polozily otazku: ,,Jak
motivovat zaky k pochopeni geometrického jevu, jakym muze byt napi. odvalovani ruznych
modelu krychle?“ Odpovéd na tuto otdzku jsme hledali spolecné s ticastniky pracovni
dilny pomoci aktivnich ¢innosti spocivajicich v feseni zadanych tloh.

1 Geometrické mysleni a prostorova predstavivost

Vzhledem ke skutec¢nosti, ze v revidované verzi dokumentu Ramcovy vzdélavaci program
pro zakladni vzdélavani (RVP ZV, 2025) doslo k opétovné redukei u¢iva geometrie —
a pritom dostatecné rozvinuté geometrické mysleni a prostorova predstavivost jsou nezbytné
nejen pro fadu kazdodennich ¢innosti, ale i pro fadu profesi — vyvstavaji otazky, jaké
geometrické ulohy do vyuky zatazovat (tj. ilohy pro jakd geometrickd témata do vyuky
geometrie nendsilnou formou integrovat, kdyz byla centralné dalsi témata z vyuky geometrie
odebrana), kdy takové geometrické tilohy do vyuky implementovat a jakymi zpusoby.

Nejprve ve strucnosti pojednejme o vyznamech geometrického mysleni a prostorové
predstavivosti nejen z hlediska kognitivni psychologie, ale predevsim i z hlediska didaktiky
matematiky.

Geometrické mysleni i prostorovéa predstavivost jsou zafazovany mezi tzv. kognitivni
slozky clovéka. Toto jejich zafazeni je opodstatnéné, a to pravé jak z hlediska kognitivni
psychologie, tak i z pohledu didaktiky matematiky a neurovéd.

Geometrické mysleni predstavuje specifickou formu kognitivniho zpracovani
informaci, ktera mj. zahrnuje:

e vnimani a rozpoznavani rovinnych tvaru, prostorovych objektu a vztaht mezi nimi,

e mentalni manipulaci s geometrickymi objekty,

e abstrahovéani prostorovych vlastnosti,

e deduktivni a vizudlné-logické usuzovani.
V kognitivni psychologii je geometrické mysleni fazeno mezi vyssi kognitivni funkce, nebot
kombinuje percepéni procesy s abstraktnim a logickym myslenim. V didaktice matematiky
se ¢asto zminuje, ze geometrické mysleni ma vlastni vyvojové stupné (napi. van Hieleho
model), coz je typicky znak kognitivni schopnosti.

Prostorova predstavivost je standardné povazovana za zakladni kognitivni schop-
nost clovéka, kterd zahrnuje naptiklad:

e mentalni rotaci objekt,

e predstavovani si pohybu a transformaci v prostoru,

e orientaci v prostoru.
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V psychologii je prostorova predstavivost ¢asto fazena mezi vizualné-prostorové schop-
nosti, které tvori samostatnou slozku inteligence.

7 obecného hlediska jsou geometrické mysleni a prostorova predstavivost soucasti
kognitivnich procesi (mezi né fadime vnimani, pamét, mysleni, predstavivost), inteli-
gence jedince (zejména jeji vizudlné-prostorové a logické slozky) a exekutivnich funkci
(pokud jde o plénovani, kontrolu a koordinaci mentélnich operaci).

V oblasti vzdélavani jsou tyto dvé uvedené schopnosti — geometrické mysleni a prosto-
rova predstavivost — povazovany za kliCové pro porozuméni geometrii, stereometrii
a technickym oborum, vyznamné pro (kazdodenni) lidské &innosti (orientace
v prostoru, ve mésté ¢i na mapé, manipulace s prostorovymi objekty, prace s nastroji),
rozvijitelné cilenou vyukou, manipulativnimi aktivitami a dynamickymi vizua-
lizacemi.

Lze shrnout, ze geometrické mysleni i prostorovéa predstavivost jsou plnohodnotnymi
kognitivnimi slozkami ¢lovéka, mezi které patii zakladni schopnosti lidské mysli propojujici
vnimani, predstavivost, abstrakci a logické usuzovani, a majici zasadni vyznam jak pro
matematické vzdélavani, tak pro bézné fungovani clovéka v prostoru

2 Procvicovani geometrického mysleni a prostorové
predstavivosti pomoci odvalovani modelu krychle

Profesor Hejny klade ve své dlouholeté praci duraz na uceni zalozeném na , budovani
schémat “ a na rozvoj geometrické predstavivosti prostiednictvim izolovanych a gene-
rickych modelu, které zaci aktivné objevuji a testuji. Ve své knize (Hejny, 1989) zavadi
pojem spontanni stereometrie jako takovy typ prostorové geometrie, v niz nejsou krome
zakladnich znalosti o prostorovych télesech, resp. objektech zapotiebi zadné hlubsi poznatky
z prostorové geometrie. Spontanni stereometrii tedy chape v tomto duchu jako soubor do-
vednosti a predstav o trojrozmérnych objektech vznikajicich ze zkusenosti s manipulacemi
a modelovanim. Hejny rozdéluje spontanni stereometrii na Sest oblasti:

e geometrickd télesa (modelovani a zndzornovéani téles, manipulace s modely téles,
skladani/rozkladéni téles, ... ),

e sité téles (vytvareni siti a manipulace s nimi),
e geometrie povrchu téles (pohyb po povrchu télesa),

e pohyb téles (odvalovani a otaceni téles, zapis téchto pohybu, stopa vytvorena
odvalovédnim télesa nebo jeho ¢ésti),

e kombinatorickd geometrie téles (napi. obarvovani vrcholi, hran a stén télesa, kombi-
natorické hry),

e prostorova bludisté (feseni, ale i tvoreni prostorového bludisté).
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Uvedenych Sest oblasti spontanni stereometrie nabizi fadu aktivit a tloh, pomoci nichz
lze u zaku nendsilnou formou rozvijet a trénovat geometrické mysleni i prostorovou
predstavivost. Pro pracovni dilnu jsme zvolily oblast pojmenovanou pohyb téles a specialné
jsme se zamérily na odvalovani rozlicnych modelu krychle po predem vytvorenych trasach.

Ijlohy zamérené na odvalovani ruznych modelu krychle zamérné propojuji nékolik
kognitivnich procesi, a to tyto nasledujici procesy:

e vizudlné-prostorovou transformaci (mentélni rotace a translace),

e strukturdlni reprezentaci (hrany, sousedstvi stén, povrch modelu krychle — tj. barvy
nachdazejici se nebo symboly znédzornéné na jednotlivych sténach prislusného modelu
krychle),

e sekvenéni pldnovéni (sled kroku pii odvalovéni),

e propojeni 2D reprezentaci (rovinné sité) s 3D objektem (odpovidajicim 3D fyzickym
modelem).

Tento multiplex kognitivnich procesu podporuje vytvéareni flexibilnich modelu 3D objektu,
tj. praveé to, co Hejny oznacuje jako konstrukci generického schématu ve stereometrii.
Ptesnéji, odvalovani modelu krychle nuti zdka uvazovat, jak se konkrétni sténa krychle
,premisti“ na novou pozici, jak se v ptislusném kroku odvaleni zméni orientace symbolu
na sténach (pokud se tedy muze zménit; napt. u kruhu zndzornéného na sténé modelu
krychle k zadné zmeéné orientace diky jeho tvaru dojit nemuze) a jak z piislusného kroku
odvaleni odvodi vyslednou konfiguraci modelu krychle umisténého na nové pozici.

2.1 Zminka o empirickych vyzkumech

Moderni kognitivné-vzdélavaci vyzkumy ukazuji, ze prostorové dovednosti jsou naucitelné
a maji 8irsi dopad na vykon v STEM oblastech. Metaanalyza (Uttal a kol., 2013)
shromazdila stovky studii, ze kterych byl odvozen zavér, ze cileny trénink prostorovych
dovednosti vede k jejich vyraznym zlepSenim. Jinymi slovy feceno, specifickd cviceni (véetné
implementace uloh zamétrenych na trénovani a rozvoj manipulativnich dovednosti se 3D
objekty) prindseji redlna zlepseni schopnosti, které jsou spojeny s tspéchem v matematice
a technickych oborech. Dalsi prehledy a studie (Hegarty, 2018; Sorby, 2009) potvrzuji, Ze
specifické postupy (mentélni rotace, préce se zobrazenimi, skladani/rozkladani siti téles
atd.) vedou k méfitelnému zlepseni a nékdy i k lepsim skolnim vysledkum. Uvedend fakta
tak empiricky podporuji zatazovani iloh zamétenych na odvalovani rozlicnych modelu
krychle do strukturovaného rozvoje stereometrickych dovednosti zaku.

2.2 Odvalovani modela krychle z hlediska vzdélavaciho procesu

7, pohledu vzdélavaciho procesu funguji tlohy zalozené na odvalovani ruznych modelu
krychle v nasledujicich vzajemné se doplnujicich rovinéch:
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e manipulace se 3D (tisténym) fyzickym modelem podporuje propojeni moto-
rickych dovednosti s mentalnimi reprezentacemi prostorovych transformaci. Do této
roviny lze zaradit také feSeni problému ,na prstech® ¢i pomoci ,,rukou®. V téchto
pripadech prsty ¢i ruce pomahaji zakum vytvorit si konkrétni imaginarni izola¢ni
model, se kterym ve svych predstavach nasledné pracuji.

e pozvolné abstrahovani (napf. opakované odvalovéni jednoho a téhoz modelu
po ruznych trasach vede k identifikaci invariantu, tj. k urceni, ktera sténa sousedi
se kterou sténou, které symboly se objevi v sousednich ¢tvercich zobrazené trasy
odvalovéni aj.),

e metakognitivni fizeni

— wytvorent strategie (Zaci jsou nuceni planovat diléi kroky postupu a mozné
strategie feSeni tloh (pfi postupném odvalovani barevného modelu krychle po
zadané trase budou napt. sledovat jednotlivé pozice modré stény)),

— prubéznd kontrola porozumeéni (béhem prubézné kontroly se zaci mohou ptat
sami sebe: ,,U¢inil(a) jsem tento krok spravné? ‘)

— wyhodnocovani a pribéind zména strategie (v prubéhu feseni ilohy mohou zaci
dojit ke zjisténi: , Tento postup mi nevyhovuje, zkusim najit jiny zpusob feseni. ¢,
coz je zpravidla vede ke zméné puvodné zvolené strategie)

e reflexe a hodnoceni (zaci hodnoti, zda byl jimi zvoleny postup feseni tlohy
efektivni; uvédomuji si vzniklé chyby, a predevsim jejich mozné pric¢iny; prenaseji
ziskané zkusenosti na dalsi podobné situace, tj. na feseni tloh podobného typu).

Metakognice, neboli uvédomovani si fizeni vlastnich myslenkovych procesu pii uceni
a teSeni tloh nespoc¢iva v samotném zpusobu feSeni tlohy, ale ve védomém pochopeni
toho, jak k TeSeni pristupujeme, jak ho kontrolujeme a jak se z néj ué¢ime. Metakognici 1ze
v kontextu odvalovani ruznych modelu krychle chapat napt. nasledovné:

e 73k rozpozna, ze se v feSeni ilohy s pomoci mentalniho odvalovani ,,ztraci®, a tak
vedomé pouzije 3D fyzicky model,

e 7ak dokdze vysvétlit, pro¢ jim zvolend strategie funguje ¢i nefunguje (napt. sledovani
stény jedné barvy (tzv. referen¢ni stény) béhem procesu odvalovéni),

e 74k dokaze po vyteSeni ulohy reflektovat, ktera zvolena strategie vedouci k nalezeni
spravného feSeni byla nejicinnéjsi, a také zvladne vysvétlit, pro¢ tomu tak bylo.

2.3 Navrhy implementace tiloh zamérenych na odvalovani
modela krychle
Zakladni princip procesu odvalovani ruznych modelu krychle nebo jinych téles (Bimova

& Pirklové, 2024) je mozné zakum nejprve nazorné ukazat s pomoci uziti 3D fyzickych
modelu a predtisténych planku pfislusnych tras.
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Ulohy zamérené na odvalovani rozlicnych modelu krychle je mozné zacleniovat do vyuky
geometrie jiz od 1. stupné zakladni skoly, kdy jsou zaci zvykli pracovat s 3D fyzickymi
modely. A protoze odvalovani modelu krychle spadd pod jednu z Sesti oblasti spontanni
stereometrie, nejsou k feSeni tiloh tohoto typu zapotiebi zadné hlubsi znalosti z geometrie.
Z4ci musi pouze pochopit zakladni princip procesu odvalovani modelu krychle a zazna-
mendavani pozadovanych barev ¢i symbolu vyskytujicich se na jeho jednotlivych sténach do
vyznacené trasy. K nalezeni feseni tiloh uvedeného typu mohou zaci zpocatku vyuzivat jak
papirové modely, tak i 3D tisténé fyzické modely. Oba typy modelu krychle mohou vyrobit
sami zaci v pracovnich ¢innostech ¢i v informatice (zaclenéni mezipredmétovych vztaha ve
vyuce), nebo je pro zaky muze vyrobit ucitel. Nevyhodou papirovych modelu oproti 3D
tisténym fyzickym modelum je jejich kratka zivotnost, a to predevsim v piipadé, ze je
budou pouzivat opakované zaci mladsiho skolniho véku. Vyhodou obou dvou typu modelu
je jejich variabilita. Tzn. lze je vyrobit takovym zpusobem, aby na jejich sténdch byly
znazornény takové barvy ¢i symboly, které se vyskytuji v predkladanych tlohach. Navic pti
samostatné tvorbé papirovych modelu si zaci procvici ruzné typy siti krychle, skldadani sité
do povrchu modelu krychle a zpétné rozklddani povrchu modelu krychle do roviny, dale
budou trénovat své motorické dovednosti (presnost rysovani, stithdni, ohybani v mistech
prehybu apod.). Pii tvorbé 3D tisténych fyzickych modelu je zakum predstaven postupny
proces 3D tisku, a to od 3D modelovéani virtualniho modelu ve vhodném geometrickém
softwaru, nastaveni virtudlntho modelu k 3D tisku (vytvoteni souboru ve formétu *.stl,
slicovani, generovani souboru ve formétu *.gcode) a samotny proces 3D tisku 3D fyzického
modelu na 3D tiskarné.

Zéci jakéhokoliv véku (nejen mladstho skolnfho véku) mohou pomoci induktivniho
zpusobu vyuky, v jehoz ramci prechazeji od konkrétnich prikladu a dil¢ich zkusenosti
k obecnym pravidlum, principum a zobecnénim, resit zadané ilohy zamérené na odvalovani
ruznych modelu krychle. Dostanou-li se do faze, kdy jsou schopni tilohy uvedeného typu
resit pouze ve svych predstavach, lze piejit k abstraktnéjsim variantam tloh uvedeného
typu.

Mezi abstraktnéjsi varianty uloh zamérenych na odvalovani ruznych modelu krychle
muzeme zaradit jednak tlohy feSené ve virtudlnim prostiedi nékterého ze 3D geometrickych
softwart, tak i fesené pouze v predstavach zaku. Abstraktnéjsi varianty tloh je vhodné
zatazovat do vyuky geometrie na 2. stupni zakladnich skol ¢i na stiednich skolach. Pti
jejich implementaci je vSak tfeba brat také zretel napr. na digitalni dovednosti zéku. Tj. je
zapotiebi, aby v ptipadé feseni 1loh ve virtualnim prostiedi zaci znali prostiedi prislusného
3D geometrického softwaru a uméli v ném pracovat.

fHohy zaméfené na odvalovani ruznych modelu krychle lze také rozlicnymi zpusoby
variovat. Pokud maji zZaci Tesit tlohy tohoto typu pouze ve svych predstavach, nabizi se
nejen vhodnéa volba délek tras odvalovani, ale také prihodnd volba barev ¢i symbolu na
sténach modelu krychle. Trasa odvalovani modelu krychle muze byt zékum zadédna, anebo
zaci mohou trasu odvalovani zaznamenavat dle danych pokynu napt. do ¢tvercové site.

Pro ovéreni spravnosti feSeni se nabizi kombinace mentdlniho zpusobu feseni s kontrolou
pomoci manipulace s 3D tisténym fyzickym modelem, se siti modelu krychle ¢i napt. pomoci
animace v dynamickém appletu vytvoreném v softwaru GeoGebra 3D. Mé dosavadni



18 Sbornik prispévku konference UPVM 2025

zkuSenosti ukazuji, ze ruzné kombinace zminénych zpusobu feseni tloh uvedeného typu
jsou pro procvicovani geometrického mysleni a trénovani prostorové predstavivosti zakt
efektivni. Hegarty a kol. (2018) upozornuji, ze ruzné strategie feseni prostorovych tloh
mohou mit pfi uceni ruznou efektivitu, a proto je uziteéné je studentum zptistupnit.

3 Navrzena sada uloh

Jak bylo zminéno vyse, geometrické mysleni a prostorovou predstavivost lze rozvijet cilenou
vyukou, manipulativnimi aktivitami a dynamickymi vizualizacemi. Za témito ucely jsme
navrhly sadu uloh zamérenych na odvalovani ruznych modelu krychle.

Slovni i grafické zadani iloh zamérenych na odvalovani ruznych modelu krychle jsme
zpracovaly v softwaru GeoGebra v podobé dynamickych appletu. Pfitom pod ruznymi
modely krychle (obrazek 1) rozumime:

e model Sestibarevné krychle (kazda sténa krychle je obarvena jinou barvou),

e model hraci kostky (s body 1-6 na jejich sténdch, pritom soucet bodu na protéjsich
sténédch hraci kostky je roven sedmi),

e model krychle se symboly na sténédch (na kazdé sténé krychle je zobrazen jiny symbol,
napf. ¢tverec. kruh, symboly ,+“ nebo ,, x “ atd.)

e model krychle s prostorovou lomenou ¢arou na jejich sténach.

Obrazek 1: 3D virtualni modely krychle k navrzenym tloham

Vytvoreny byly celkem ctyfti sady uloh. V kazdé sadé iloh byl pouzit pouze jeden typ
modelu krychle a byla zvolena pravé jedna trasa odvalovani. Navic kazda ze ¢tyt zvolenych
tras predstavovala vzdy jeden typ sité krychle, po kterém se model krychle muze odvalovat
pouze takovym zpusobem, aniz by se v nékterém ze ¢tvercu sité musel odvalit zpét na
predchozi ¢tverec. Lze Tici, ze pohyby odvalovani modelu krychle po vybranych ¢tyrech
typech sité krychle jsou ,,jednosmérné“.

Ulohy vénované zaznamenavani barev, bodu, symbolu ¢ ¢asti prostorové lomené ¢ary
do jednotlivych ¢tvercu prislusného typu sité krychle se lisily zpusobem zadani prislusnych
modelu krychle. V prvni podiloze (a) byly barvy, body, symboly ¢i ¢ésti prostorové lomené
cary vyskytujici se na sténdch piislusného modelu krychle popsany pouze slovné. Ve druhé



Od digitalni simulace k odvalovani 3D tisténého fyzického modelu 19

poduiloze (b) ptibyl ke slovnimu zadani tulohy i staticky model krychle znazornény ve
3D okné programu GeoGebra. Na jednotlivych statickych modelech krychle byly bud
vSechny stény obarveny danymi barvami, anebo na sténach byly znazornény prislusné
body, symboly ¢i casti lomené prostorové cary, a to dle piislusného slovniho popisu
uvedeného v zadani ilohy. Ve tieti podiloze (c) byly slovni zadéani a staticky model krychle
doplnény o dynamicky model krychle, jehoz stény byly jednobarevné. Tento jednobarevny
dynamicky model krychle se po postupném stlacovani ptislusnych tlacitek ve 3D okné
softwaru odvaloval krok za krokem. Ve ¢tvrté podiloze (d) byl navic dynamicky model
krychle bud’ opatien barevnymi sténami, anebo body, symboly ¢i ¢dstmi prostorové lomené
cary zobrazenymi na jeho sténach, a to v kazdém kroku jeho odvaleni.

Obrazek 2: Grafickd zadani vybranych dvou navrzenych tloh

K péatym poduloham (e) byly 3D vymodelovany a nésledné 3D vytistény fyzické
modely krychli a také vytvoreny rovinné planky tras, po kterych bylo mozné 3D tisténé
modely krychli odvalovat. Délky stran ¢tvercu nachézejicich se v plancich jednotlivych
tras odpovidaly délkam hran piislusného modelu krychle.

Kazda sada tloh byla doplnéna jesté dalsim typem tlohy. V Sesté podiloze (f) nebylo
jiz pozadovano zaznamenavani barev, bodi, symbolu nebo ¢asti prostorové lomené ¢ary do
¢tvercu planku trasy, ale ikolem bylo zakreslit (napf. pomoci néstroje ,,Pero* ¢i pomoci
dalsich néstroju softwaru GeoGebra) kolmy pohled shora a kolmy pohled zptedu na
trajektorii, kterou vykresli zadany vrchol modelu krychle pfi jeho postupném odvalovani
po trase zakreslené na planku. V ptipadé, ze by tlohu tesili zaci, ktefi umi pracovat
s nastroji 3D okna softwaru GeoGebra, anebo s nastrojem ,,Stopa objektu*, mohli by téz
zkusit vykreslit trajektorii pohybujictho se bodu ve 3D okné s pomoci vhodnych nastroju
tohoto softwaru.

Do navrzené sady tloh byly tedy zakomponovany ulohy, které prirozenym zpusobem
cilené rozvijeji geometrické mysleni a trénuji prostorovou piedstavivost zaku. K jejich
vyfeseni stac¢i pouze porozuméni principu odvalovani modelu krychle po dané trase
a zpusobu zaznamenavani pozadovanych udaju trasy zakreslené v planku. Graficka zadani
uloh byla doplnéna dynamickymi vizualizacemi. Pti feSeni patych a Sestych poduiloh lze
vyuzit manipulativnich ¢innosti s 3D tisténymi fyzickymi modely.
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4 Uskutecnéna pracovni dilna

Utastnici pracovni dilny meéli moznost se vzit do roli zaku a ve virtudlnim prostredi
GeoGebra Classroom (https://www.geogebra.org/classroom /waghttyt) tesili postupné
podilohy v jednotlivych vyse uvedenych sadach tloh. V uplném zavéru pracovni dilny pak
byli pozaddani o vyplnéni kratkého dotazniku, ktery obsahoval polozky tykajici se jak jimi
zvolenych zpusobt feseni 1loh, tak i jejich metakognice.

Veérime, ze pracovni dilna poskytla uc¢astnikum praktické zkusSenosti jak se samotnym
feSenim tuloh zamérenych na odvalovani ruznych modelu krychle, tak i s vyuzitim dyna-
mickych appletu vytvorenych ve virtualnim online prosttedi GeoGebra Classroom a 3D
tisténych fyzickych modeli krychle ve vyuce geometrie. Ugastnici méli totiz v GeoGebra
Classroom moznost seznamit se s dynamickymi vizualizacemi postupnych procesu odva-
lovani ruznych modelu krychle po predem stanovenych trasach, ale i se zndzornovanim
obtisku ¢i vykreslovanim trajektorii vybranych vrcholi modelu krychle. Nasledné si vy-
zkouseli i praci s 3D tisténymi fyzickymi modely. Manipulace s nimi v rukou jim poskytla
jiny, hmatatelny pohled na totéz téma.

Predpokladame, ze tcastnici pracovni dilny ziskali inspiraci, jak obohatit vyuku
geometrie o atraktivni prvky, které propojuji vyuziti digitalnich technologii s realnou
zkuSenosti spojenou s manipulativnimi dovednostmi.

Na konci pracovni dilny bylo konstatovano, ze ulohy z uvedené sady se jevi zajimavé,
inspirativni a ve vyuce pouzitelné.

5 Zaveéer

Lze shrnout, ze ¢lanek se zamétfuje na problematiku motivace zaku k uceni geometrie
a zduraznuje vyznam rozvoje geometrického mysleni a prostorové predstavivosti, které jsou
povazovany za klicové kognitivni schopnosti nezbytné nejen pro matematické vzdélavani,
ale i pro bézné fungovani ¢lovéka a fadu profesi. V kontextu redukce uciva geometrie
v RVP ZV (2025) je diskutovéna potieba volit vhodné typy tloh a didaktické postupy, jez
by tyto schopnosti rozvijely nenésilnou a smysluplnou formou. Zminény jsou pfitom také
poznatky z kognitivni psychologie, didaktiky matematiky i empirickych vyzkumi, které
potvrzuji, ze prostorové dovednosti jsou cilenym tréninkem rozvijitelné a maji pozitivni
dopad na vykon v matematickych a technickych oborech.

Jako konkrétni didakticky néstroj je predstaveno odvalovani ruznych modelu krychle,
chapané v duchu Hejného konceptu spontanni stereometrie. Tento typ tloh propojuje
manipulaci s fyzickymi a virtualnimi 3D modely, mentalni rotace, praci se sitémi téles
i metakognitivni strategie zaku. Jsou popsany navrh a realizace sady tloh zpracovanych
v prostiedi softwaru GeoGebra, véetné jejich postupné gradace od konkrétnich manipu-
lativnich ¢innosti az po abstraktnéjsi mentalni feseni (v ptipadé feseni sady tloh zaky;
v pracovni dilné tomu bylo v piipadé feseni sady tuloh uciteli pfesné naopak). Zkusenosti
z uskute¢néné pracovni dilny naznacuji, ze kombinace dynamickych vizualizaci, 3D tisténych
fyzickych modelu a reflexe vlastnich postupti muze byt pro vyuku geometrie inspirativni
a efektivni, a to jak z hlediska rozvoje prostorovych schopnosti, tak z hlediska motivace
zak.


https://www.geogebra.org/classroom/waghttyt

Od digitalni simulace k odvalovani 3D tisténého fyzického modelu 21

Literatura

1]

[7]

Bimova, D., Pirklova, P.: Pf’e/{;lcipé@z’ krychlovijch téles, Setkani ucitelu mvatematiky
vsech typu a stupnu skol 2024, JCMF a Katedra matematiky FAV ZCU, ISBN:
978-80-11-05688-9, p. 25-30, 2024.

GeoGebra Classroom — Odvalovani riznigych modelu krychle_sbornik UPVM 2025
[online]. [cit. 2025-12-13]. Dostupné z: https://www.geogebra.org/classroom/waghttyt.

Hegarty, M.: Ability and sex differences in spatial thinking: What does the mental
rotation test really measure? Psychonomic Bulletin & Review, 2018.

Hejny, M.: Tedria vyucovania matematiky 2. 1. vyd. Bratislava: Slovenské pedagogické
nakladatelstvo, 1989. ISBIN: 9788008000147

Rdmcovy vzdéldvaci program pro zdkladni vzdéldvdni [online]. Praha: NPI CR, 2025
[cit. 2025-12-13]. Dostupné z: https://prohlednout.rvp.cz/zakladni-vzdelavani

Sorby, S. A.: FEducational research in developing 3-D spatial skills for engineering
students. International Journal of Science Education, 2009.

[7] Uttal, D. H., Meadow, N. G., Tipton, E., Hand, L. L., Alden, A. R., & Warren, C.:
The malleability of spatial skills: A meta-analysis of training studies. Psychological
Bulletin, 2013.

Daniela Bimova Petra Pirklova

Katedra matematiky, Katedra matematiky,

Fakulta pifrodovédné-humanitni a pedago- ~ Fakulta pifrodovédné-humanitni a pedago-
gickd, Technicka univerzita v Liberci gickd, Technicka univerzita v Liberci
Studentska 1402/2, 461 17 Liberec 1 Studentska 1402/2, 461 17 Liberec 1
e-mail: daniela.bimova@tul.cz e-mail: petra.pirklova@tul.cz


https://www.geogebra.org/classroom/waghttyt
https://prohlednout.rvp.cz/zakladni-vzdelavani

GEOGEBRA A SYNTETICKE RESENI
GEOMETRICKYCH PROBLEMU

Jiri Blazek

Fakulta pedagogicka, Technicka univerzita v Liberci

Abstrakt: Dynamickd Geometrie (DGE) predstavuje model Euklidovské geometrie, ktery,
diky své nazornosti, usnadnuje studentum porozuméni. DGE ale také muze predstavovat
vyznamnou pomoc pii procesu feseni geometrické ulohy. Tento ¢lanek prezentuje vyzkum,
ktery se zabyval otdzkou, jak ,ndrotné“ (s ohledem na studentuv duvtip a matematické
znalosti) je objevit s pomoci softwaru relevantni fakta. Bylo zjisténo, ze u vétsiny faktu,
ktera studenti objevili, byly néastroje softwaru vedeny konkrétni tivahou a na zéklade
teoretickych znalosti

Klicova slova: GeoGebra, Reseni problému, Geometrie, Pomoc softwaru

GeoGebra and synthetic justification of geometric problems

Abstract: Dynamic Geometry (DGE) is a model of Euclidean geometry which, thanks to
its accuracy, makes understanding easier for students. DGE can also be a significant aid
in the process of solving geometric problems. This article presents research that addressed
the question of how ”"difficult” (in terms of student insight and mathematical knowledge) it
is to discover relevant facts using software. It was found that for most of the facts that
students discovered, the software tools were guided by specific considerations and based
on theoretical knowledge.

Key words: GeoGebra, Problem Solving, Geometry, Software Support

Clének je publikovén v casopise South Bohemia Mathematical Letters, Vol. 33 (2025), No. 1
Dostupné z: https://home.pf.jcu.cz/~sbml
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MELODIE NA MILIMETROVEM PAPIRE:
VYUZITI POCITACEM GENEROVANEHO
MELODICKEHO GRAFU K APLIKACI
MATEMATIKY

Stanislava Dvorakova!, Vitézslav Kruzik?

Wysoka skola polytechnicka Jihlava, 2Gymnéazium, Olomouc,
Cajkovského 9

Abstrakt: Clanek piedstavuje metodu Melodického grafu jako néstroj pro propojeni
hudby a matematiky. Hudebni dilo je v ném transformovano do souradnicového systému,
kde pocita¢ generuje vizualni struktury tvorené vodorovnymi tseckami. Cilem je demon-
strovat matematickou podstatu hudby skrze symetrii a kombinatoriku. Piispévek popisuje
implementaci v programovacim prostiedi a analyzuje vliv této vizualizace na vyuku ge-
ometrickych transformaci, pomért a diskrétni matematiky. Tato multimodalni metoda
prokazatelné zvysuje motivaci a hloubku pochopeni u student.

Klicova slova: Melodicky graf, geometrické transformace, diskrétni matematika, didaktika
matematiky, vizualizace dat, Pitch-Time Plot.

Melody on Graph Paper: Using Computer-Generated Pitch-Time
Plots for Mathematical Applications

Abstract: The article introduces the Pitch-Time Plot method as a tool for intercon-
necting music and mathematics. Within this framework, a musical work is transformed
into a coordinate system where a computer generates visual structures consisting of hori-
zontal line segments. The objective is to demonstrate the mathematical essence of music
through symmetry and combinatorics. The paper describes the implementation within
a programming environment and analyzes the impact of this visualization on teaching
geometric transformations, ratios, and discrete mathematics. This multimodal approach
demonstrably increases student motivation and the depth of their understanding.

Key words: Pitch-Time Plot, geometric transformations, discrete mathematics, mathe-
matics education, data visualization.
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Uvod

Vztah mezi hudbou a matematikou fascinuje lidstvo jiz od antickych dob, kdy Pythagoras
zkoumal ¢iselné pomeéry strun. Od stfedovékych neum a standardizace linek Guidem
z Arezza az po vznik mensuralni notace a generalbasu se lidé pokouseli najit idealni
zpusob, jak exaktné zachytit hudebni myslenku. V dnesni digitalni éte se k témto tradiénim
metodam pridavaji technologie jako MIDI a pokrocila analyza zvuku, které umoznuji
nahlizet na ton jako na soubor méritelnych vlastnosti: vysky, délky, sily a barvy.

Tato prace se zaméfuje na vyuziti tzv. Melodického grafu (Pitch-Time Plot) jako
inovativniho didaktického néastroje. Transformaci melodii (napf. lidové pisné Ovééci,
¢tverdci) do souradnicového systému za pomoci bézné dostupného softwaru, jako je MS
Excel, ziskavame unikatni vizudlni model. Ten nam umoznuje aplikovat matematické
discipliny — od diskrétnich funkci a identifikace opakujicich se vzoru az po statistickou
analyzu cetnosti ténu, vypocet prumérnych hodnot ¢ smérodatné odchylky. Cilem je
ukazat, ze hudba neni pouze uménim, ale i strukturovanym datovym souborem, ktery
nabizi nekoneéné moznosti pro praktickou vyuku matematiky.

1 Od ténu po cislo — historie notopisu

Propojeni matematiky a hudby neni modernim vynélezem, ale tvori zéakladni pilit zapadni
vzdélanosti jiz od antiky. Zatimco Pythagoras polozil zéklady zkoumanim ¢iselnych poméru
chvéjici se struny, stfedovék prinesl potifebu tuto matematickou harmonii vizualizovat
a kodifikovat.

Zlomovym bodem se stal rok 1025, kdy Guido z Arezza zavedl standardizaci do linek.
Tim dal hudbé jasny geometricky fad — vertikdlni poloha zacala presné odpovidat vysce tonu.
Na tento vyvoj navazala mensuralni notace, ktera do systému vnesla exaktni matematické
poméry délek tént, ¢imz de facto vytvorila prvni diskrétni datovou sit v d&jindch uméni.
3]

Postupem ¢asu se numerické vyjadieni hudby stavalo sofistikovanéjsim. Od ¢inského
¢iselného notopisu Jianpu pres generdlbas (kde ¢isla pod notovou osnovou definovala akor-
dické obraty) az po moderni akordové znacky, byla hudba vzdy vniména jako strukturovany
kéd.

V soucasnosti dochazi k dovrseni této cesty diky digitalizaci. Standard MIDI, ktery
ténum piifazuje konkrétni ¢iselné hodnoty (napt. komorni a = 69), umoznuje nahlizet na
hudebni skladbu jako na ¢isté matematicky zapis. Tén jiz neni jen estetickym vjemem, ale
datovym bodem definovanym ¢tyfmi exaktnimi vlastnostmi: frekvenci (vyskou), casem
(délkou), amplitudou (silou) a spektralnim slozenim (barvou).

Préve tato historicka kontinuita od Guidovych linek po dnesni digitalni rozhrani tvori
zéklad pro metodu Melodického grafu. Ten neni ni¢cim jinym nez modernim zavrsenim
snahy o matematické zobrazeni hudebniho pohybu v case.
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1.1 Digitalni most mezi hudbou a daty: Technologie MIDI

V procesu transformace hudebniho dila do podoby Melodického grafu hraje klicovou roli
technologie MIDI (Musical Instrument Digital Interface; v prekladu Digitalni rozhrani pro
hudebni néastroje). Zatimco tradi¢ni notace je urcena lidskému interpretovi, protokol MIDI
slouzi jako univerzalni digitalni jazyk, ktery umoznuje matematicky ptresny popis hudebni
udalosti.
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Obrazek 1: Pievod not do formatu MIDI; zdroj [14]

1.1.1 Historicky vyvoj a vznik standardu

Rozhrani MIDI vzniklo na pocatku 80. let 20. stoleti (oficidlné predstaveno v roce 1983)
jako reakce na potfebu vzajemné komunikace mezi elektronickymi nastroji riaznych vyrobcu.
Pred jeho vznikem byly syntezatory vzdjemné nekompatibilni. MIDI pfineslo revoluci tim,
ze definovalo jednotny protokol pro prenos dat, nikoliv zvuku. Tato abstrakce — oddéleni
informace o hie od samotného vysledného zvuku — je pravé tim momentem, ktery umoznuje
hudbu analyzovat jako matematicky objekt.

Zasadnim prinosem MIDI je jeho diskrétni povaha. Na rozdil od analogového zvukového
zadznamu, ktery je spojitou vinou, je MIDI zdznam tvoren posloupnosti digitdlnich zprav.
Kazd4 ,,udalost“ (stisk klavesy) je popséna sadou ¢iselnych parametru:

e Note On / Note Off: Bindrni informace o za¢atku a konci ténu;
e Note Number (Cislo ténu): Celé &islo v rozsahu 0 az 127;

e Velocity (Dynamika): Informace o sile ihozu, rovnéz v rozsahu 0-127.

Tento systém umoznuje napiiklad v prostiedi MS Excel ptitadit kazdému ténu jednoznacné
soufadnice. Pokud vime, ze stfedni C (C4) ma hodnotu 60 a komorni al hodnotu 69,
muzeme jakoukoli melodii zapsat jako fadu celych ¢isel.
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1.1.2 Matematické a technické vlastnosti

7 hlediska matematické aplikace nabizi MIDI nékolik klicovych vlastnosti, které metoda
Melodického grafu vyuziva:

e Linearizace vysky ténu: Fyzikélni frekvence ténu (v Hertzech) roste logaritmicky.
MIDI vsak tuto stupnici prevadi na linearni fadu ¢isel. To je v didaktice matema-
tiky nesmirné cenné, protoze intervaly (vzdélenosti mezi tény) lze pocitat pomoci
jednoduchého odéitani (napf. ¢ista kvinta je vzdy rozdil +7 jednotek), coz odpovidd
operacim v celych ¢islech;

e Casovi diskretizace: Cas v MIDI nenf vnimén jen v sekundéch, ale v tzv. ,,dobéch“
a jejich ¢éastech, které déli dobu na tisice malych tuseku. To umozinuje presné definovat
rytmické poméry (zlomky) a délky tsecek na ose x Melodického grafu;

e Vicerozmérnost dat: Kazdy bod v grafu neni jen bodem, ale nositelem dalsich
informaci (vektoru), jako je hlasitost (osa z nebo tloustka ¢dry) ¢i barva zvuku
(pritazeni kandlu).

Diky MIDI prestava byt hudebni analyza subjektivnim popisem a stava se exaktni
disciplinou. Pro studenty matematiky je MIDI branou k pochopent:

e Transformaci: Transpozice je prosté pricteni konstanty k ose y. V hudebni termino-
logii mluvime o transpozici.

e Statistiky: Analyza ¢etnosti konkrétnich ¢isel/ténu v skladbé umoznuje vypocet
napt. modusu, medianu a aritmetického prumeéru ,,vysky* a ,,délky “ skladby.

e Algoritmizace: MIDI soubory jsou citelné pro programovaci jazyky, coz dovoluje
automatizované generovani Melodickych grafi a jejich néslednou matematickou
analyzu.

V kontextu této prace je tedy MIDI chapano jako nezbytny ,,prevodnik®, ktery meéni
umeéleckou invenci v métitelna data, ¢imz dava vzniknout Melodickému grafu na digitalnim
milimetrovém papifte.

2 Od notového zapisu k tabulkové analyze

Ptechod od tradi¢niho notového zapisu k tabulkové analyze predstavuje zasadni krok
v desifrovani matematické struktury hudby. Tento proces transformace spociva v nahrazeni
grafickych symbolu v notové osnové (Obrazek 2) exaktnimi ¢iselnymi hodnotami, které
definuji vysku a délku kazdého ténu v case. Jako nazorny model pro tento prevod nam
poslouzi lidova pisen Ovcaci, ¢tveraci, na které demonstrujeme konkrétni postup zapisu
melodie v prostiedi tabulkového procesoru.
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Obrazek 2: Notovy zapis pisné Ovcaci, ctveraci; zdroj: vlastni zapis Finale 2014

2.1 Melodicky graf — Pitch-Time Plot

V procesu transformace hudebniho dila do podoby Melodického grafu hraje klicovou roli
technologie MIDI (Musical Instrument Digital Interface). Zatimco tradi¢ni zapis not je
urcen lidskému interpretovi, protokol MIDI slouzi jako univerzalni digitalni jazyk, ktery
umoziuje matematicky presny popis hudebni udélosti. [7]

Jadrem predkladané metody je transformace hudebniho notopisu do podoby diskrétnich
dat v prostiedi tabulkového procesoru (Konkrétné pouzivame dostupny MS Excel.). Tento
proces vyzaduje prevod hudebnich symboli (not) na ¢iselné hodnoty, které reprezentuji
dvé zakladni dimenze ténu: vysku a cas.

ton cislo
pomlka

fis b4
I 1
gis 56
57
ais K&
h 5%
cl 00
cis1 61
di 62
dis1 63
el o4
1 65
fis1 b
al &7
gis1 68
al 6%
aist 70
il i
ci i
cis2 73

Obréazek 3: Prevodni tabulka z not na ¢isla; zdroj: vlastni zpracovani
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2.1.1 Datova struktura v tabulce

Zakladem pro tvorbu grafu je tabulka o ¢tytech klicovych sloupcich (Obrazek 4), které
odpovidaji matematickym proménnym v souradnicovém systému:

e Délka ténu: Trvani ténu vyjddiené v desitkové soustavé (napr. ¢tvrtovd nota = 1,
pulovd = 2, osminova = 0,5).

e Pocatek — osa x: Casové znacka vyjadiujici, kdy tén zacind od pocatku melodie.
V didaktické praxi ji vyjadfujeme v poc¢tu dob (napf. prvni doba taktu je 0, druhd 1
atd.).

e Vyska téonu — osa y: MIDI éislo ténu. Tento krok odstranuje logaritmickou zavislost
frekvence a nahrazuje ji linedrni fadou (napf. ¢l = 60, d1 = 62)

e Pomlky: pro nasledné matematické zkoumani melodie je dulezité i oznaceni pomlk.
Muzeme je znacit napi. ,p“, ,-“ nebo prazdnou bunkou. (Hodnotu 0 méa velmi
hluboky tén c.)

Ovcaci, ctveraci

Noty Délka tonu Pocdtek Vyska tonu
cl 1 0 60
et 1 1 64
o1 1 2 67
P 1 3 -
cl 1 4 60
el 1 5 64
g1 1 6 67
p 1 7 -
a1 0,5 i 64
el 0,5 8,5 64
d1 0,5 9 62
el 0,5 9.5 64
f1 0,5 10 65
d1 0,5 10,5 62
a1 0,5 11 64
el 0,5 11,5 64
d1 0,5 12 62
a1 0,5 12,5 64
f1 0,5 13 65
d1 0,5 13,5 62
el 1 14 64
d1 1 13 62
cl 2 16 60

Obrazek 4: Prevodova tabulka pisné Ovcaci, ¢tverdci; zdroj: vlastni zpracovani
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2.1.2 Algoritmus prevodu do tabulky

Pro prevod melodie z notového zapisu do tabulky je zapotiebi nejprve z Obrazku 2
jednotlivé noty a jejich délku prepsat do tabulky (Obrazek 3). Toto jsme udélali ruéné.
Zkouseli jsme i pouziti umélé inteligence, ale vystupy nebyly uspokojivé a jejich kontrola
mnohdy trvale déle nez samotné rucni prepsani.

Pti prevodu konkrétni melodie postupujeme nasledovné:

1. Analyza rytmu: Kazdému ténu pritadime jeho pozici na ¢asové ose. Pokud pisen
obsahuje pouze ¢tvrtové noty, hodnoty v sloupci ,, Poc¢dtek* budou 0, 1, 2, 3. ..

Pii pouziti MS Excel pouzijeme soucet délek vSech predchozich not a pomlk.

2. Koédovani vysky: Kazdou notu v osnové identifikujeme a pomoci prevodni tabulky
ji zménime na MIDI ¢islo (Obrézek 2). Tim ziskdme diskrétni hodnoty pro vertikdlni
polohu.

Pouzivame-li k prevodu MS Excel, lze dobfe vyuzit funkce SVYHLEDAT nebo
novejsi XLOOPUP.

2.1.3 Vytvoreni Melodického grafu

Zde si dovolime maly rozbor postupu vytvareni grafu. Musime brat v iivahu odpovédi na
nasledujici otdzky: Co je cilem vytvoreni Melodického grafu? Chceme studenty procvicit ve
vytvareni grafu? Jak moc potiebujeme spravny Melodicky graf k jeho dalsi analyze? Jak
jsme zruéni (my nebo studenti) v pouzivani SW? Podle odpovédi na tyto otdzky volime
metodu tvorby melodického grafu

1. Melodicky graf nakresleny ruc¢né. Pouzijeme papir a tuzku. Vhodny je milimet-
rovy nebo ¢tvereckovany list papiru (Obréazek 5).

){H?’L

Bt — >
0415#56?5@40mﬂ ‘?ﬂ"ﬁ

Obrazek 5: Ruéné nakresleny melodicky graf; zdroj: vlastni zpracovani
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2. 2. Jednoduchy zakladni graf. Z vytvotené tabulky na Obrazku 4 pouzijeme

sloupce ,,Pocédtek” a ,,Vyska ténu” a vytvoiime bodovy graf (Obrédzek 5). Tento graf
neodpovidd hudebni realité. Z grafu nelze vycist délku ténu, presnéji jak dlouho zni
zvuk, zda zvuky na sebe navazuji. Piresto ma velkou vypovidajici hodnotu. Zakladni
parametry, jako je rozsah a délka, doplnuji ty hudebni detailni, jako vrchol skladby,
nastupy na tény a celkova struktura.

s/

identifikovat ruzné opakujici se pravidelnosti apod.

Ovcaci, ttveraci

VySka tonu

Obrazek 6: Zakladni bodovy graf; zdroj: vlastni zpracovani

. Schodovity graf. Protoze téon neni pouhy bod, ale ma své trvani, v grafu jej

reprezentujeme jako vodorovnou tsecku. Tento graf (Obrazek 8) neni moc tézké
vytvorit. Je zapotiebi tabulku duplikovat a u kazdého ténu mit oznacen cas jeho
zacatku a konce (Obrézek 7).

V tomto grafu by nas mohly rusit svislé skoky mezi tény. Nicméné schodovity tvar

Melodického grafu uz vice odpovida realité hudby — s vyuzitim délky znéjictho tonu.
vyika tonu cas poznamka

60

60

zacatek tanu
konec ténu
64 zacdtek tanu
67
67

0
1
1

64 2 kanec ténu
2 zacdtek tanu
3 konec ténu

3 zacdtek tanu

4 konec tonu
60 zacdtek tonu
60
64

64

konec tdénu

zaddtek tonu

o oW

konec tonu

Obrézek 7: Cést zdrojové tabulky pro schodovity graf; zdroj: vlastni zpracovani
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Obrazek 8: Schodovity graf; zdroj: vlastni zpracovani

4. Melodicky graf. Aby v Melodickém grafu nebyly svislé ¢ary a vice odpovidal
y,ruénimu” nakresleni a vnimani hudby, je potieba do zakladni tabulky pro graf
pridat i ,,pauzy”, které zrusi propojeni jednotlivych ténu. Pro dalsi interpretaci do
Melodického grafu ptriddme i vizudlni pomucku ve formé spojité cary (Obrazek 9).

Ovcaci, Ctveraci
69

67

65

vysktonu
[=)] [=n]
[ [V

59

57

55
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19

délka

Obrazek 9: Melodicky graf pisné Ovéaci, ¢tveraci vytvoreny v MS Excel; zdroj: vlastni
zpracovani

2.1.4 Interpretace grafu

Vysledny Pitch-Time Plot vizualizuje hudebni strukturu zpusobem, ktery je pro matema-
tickou analyzu mnohem citelnéjsi nez klasicky notopis:

e Vodorovné usecky: Jejich délka primo umérné odpovidd rytmické hodnoté. Studenti
tak vizualné vnimaji poméry mezi zlomky (napf. dvé osminové tsecky vedle jedné
ctvrtové).
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e Vertikalni rozestupy: Vzdélenost mezi iseckami na ose y predstavuje hudebni
interval. Rozdil o 12 jednotek znaci oktavu, rozdil o 7 jednotek cistou kvintu.

e Trajektorie melodie: Spojenim stredu tusec¢ek vznika lomend cara — graf funkce,
u které lze zkoumat jeji prubéh, extrémy (ambitus pisné) a periodicitu (opakovani
motivi).

Tento zpusob zapisu umoznuje studentum ,,vidét* matematiku v hudbé. Na rozdil od
pétilinkové osnovy, kterd pouzivéa ruzné klice a posuvky (kiizky, bécka), je Pitch-Time
Plot absolutni a jednotny. Geometrické transformace, jako je osovd soumérnost (inverze
melodie) nebo posunuti (transpozice), se v tomto grafu stavaji naprosto ziejmymi a snadno
proveditelnymi operacemi nad datovou sadou v tabulce. Metoda tak méni pasivni po-
slech v aktivni analytickou ¢innost, kde je , milimetrovy papir® digitalnim polem pro
experimentovani s matematickymi vlastnostmi umeéleckého dila.

3 Od funkci ke statistickym ukazatelim

Jakmile je melodie transformovana do ¢iselné tabulky a vizualizovana v podobé Melodického
grafu (Pitch-Time Plot), prestavame o ni uvazovat v estetickych kategoriich a zacindme ji
vnimat jako matematicky objekt. Tento pristup umoznuje studentum aplikovat teoretické
znalosti na realnych, auditivné ovétitelnych datech.

3.1 Melodie jako diskrétni funkce

V matematickém smyslu muzeme na melodii nahlizet jako na diskrétni funkei f : z — v,
kde nezéavisle proménnd x (¢as v dobach) nabyva hodnot z ur¢itého intervalu.

e Definiéni obor D(f): Predstavuje ¢asovy rozsah skladby (napt. 0 az 16 dob).
Zkoumame, zda je funkce v celém oboru definovana, nebo zda se vyskytuji ,,pomlky
(prazdné mnoziny v defini¢cnim oboru).

e Obor hodnot H(f): Mnozina vsech pouzitych téonu (MIDI ¢isel). Rozdil mezi
maximalni a minimalni hodnotou oboru hodnot definuje tzv. ambitus (ténovy rozsah)
pisneé.

e Vlastnosti funkce: Sledujeme, zda je ,,funkce melodie“ v urcitych tusecich rostouci
(stoupajici melodie), klesajici, nebo konstantni (opakovani stejného ténu).

3.2 Statistické zpracovani dat

Tabulka MIDI hodnot je idedlnim materidlem pro zakladni statistickou analyzu.
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3.2.1 Miry polohy

Tabulka MIDI hodnot umoznuje studentim pochopit rozdily mezi jednotlivymi charakte-
ristikami polohy:

e Modus: Nejcastéji se vyskytujici tén v melodii. V lidovych pisnich je modus casto
shodny s tondlnim centrem (ténikou), coz ukazuje na strukturalni ukotvenost skladby.

e Median: Prostiedni hodnota v ténové radé serazené podle velikosti. Pomaha urcit
,stied“ melodie, ktery neni ovlivnén extrémnimi vykiiky nebo hlubokymi tony
(odlehlymi hodnotami).

e Aritmeticky primeér: Prumérna vyska ténu. V Melodickém grafu jej lze interpre-
tovat jako vodorovnou piimku, kolem které melodie osciluje.

e Vazeny pruameér: V hudbé ma zasadni vyznam, protoze tény maji riznou délku.
Véazeny prumér bere v ivahu trvani ténu — ¢tvrtova nota ma dvojnasobnou vahu
oproti osminové. Tento ukazatel dava mnohem piesnéjsi informaci o ,,tézisti“ melodie.

3.2.2 Miry variability

Kromé stfednich hodnot muzeme zkoumat i to, jak moc je melodie ,rozlétana*:

e Variacni rozpéti a smérodatna odchylka: Tyto hodnoty kvantifikuji, jak moc se
melodie vzdaluje od svého pruméru. Skladby s nizkou odchylkou pusobi klidné (napt.
ukolébavky), zatimco vysoka odchylka znac¢i dramatické skoky a dynamiku.

e Analyza skoku (Diference): Sledujeme rozdily mezi sousednimi hodnotami vysek
tonu. V tabulce tak identifikujeme intervaly (sekundy, tercie, kvinty). Histogram
téchto rozdilu ukazuje, jaké intervaly autor preferuje.

3.3 Identifikace vzoriu a symetrie (Kombinatorika)

Matematicky pohled na tabulku usnadnuje hledani repetitivnich struktur. Pomoci logickych
funkci v Excelu, ptipadné ,,pouhym” pozorovanim Melodického grafu, lze automaticky
vyhleddvat shodné sekvence ¢isel (motivy). Tim se otevird cesta k pochopeni geometrickych
transformaci:

e Translace (Posunuti): Pricteni konstanty k ke vsem hodnotam y (transpozice).
Transpozice je posun celé skladby nebo melodie o urc¢ity interval vySe nebo nize.
Délame to nejcastéji proto, aby se pisen 1épe odpovidala nastrojovému/hlasovému
rozsahu nebo aby ji mohl zahrat nastroj s jinym ladénim. VSechny tény se posunou
o stejny pocet pulténu. Pisen zni tiplné stejné, ma stejnou strukturu, jen je v jiné
tonine.
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e Osova soumérnost (Inverze): Proces, kdy melodii ,,pfeklopime“ podle vodorovné
osy (podobné jako kdyz se kopec zrcadli na hladiné jezera). V klasické kompozici
(napt. u J. S. Bacha nebo pozdéji v dodekafonii) znamend inverze to, ze vsechny
intervaly v melodii otocite opaénym smérem. Tento princip vyuzivali mistii k budovani
slozitych struktur (fuga, kédnon)

Aplikace téchto matematickych nastroji na Melodicky graf méni intuitivni vnimani hudby
v exaktni analyzu, kterd je zakladem pro moderni obory, jako je digitalni zpracovani
signalu nebo algoritmicka kompozice.

4 Moznosti vyuziti Melodického grafu v praxi

Vyuziti poéitacem generovaného Melodického grafu (Pitch-Time Plot) ptesahuje rdmec
pouhé vizualizace hudby. Diky tomu, ze tato metoda prevadi esteticky vjem na exaktni
data, otevird nové moznosti v nékolika klicovych oblastech.

4.1 Moderni didaktika matematiky a STEAM vzdélavani

Hlavnim pfinosem je ndzornost a hmatatelnost abstraktnich matematickych pojmu. Metoda
umoznuje transformovat matematiku z ,,éernobilych vzorcu* do barevného svéta zvukovych
struktur.

e Mezipredmeétové vztahy: Je to idedlni nastroj pro projektové vyucovani propojujici
matematiku, informatiku (prace v tabulkovém procesoru) a hudebni vychovu.

e Geometrie v praxi: Zaci mohou pifmo v datech tabulky , vypoé¢itat“ transpozici
jako vertikalni posunuti (translaci) nebo inverzi melodie jako osovou soumeérnost.
Vysledek své matematické operace si mohou okamzité ovérit sluchem.

e Zlomky a pomeéry: Na casové ose x zaci vizualné i pocetné pracuji s délkami tonu
jako se zlomky (napf. dvé osminové tsecky tvoif délku jedné ¢tvrtové).

4.2 Etnomuzikologie a strukturni analyza lidovych pisni

V navaznosti na praci Lubomira Tyllnera a Zdenka Vejvody predstavuje Melodicky graf
mocny nastroj pro analyzu folklérnitho materidlu. [8], [9]

e Typologie a klasifikace: Pomoci grafu lze vizualné porovnavat stovky pisni a hledat
spoleéné strukturni znaky, jako je typicky ambitus (ténovy rozsah) nebo specifické
intervalové skoky typické pro urcité regiony.

e Identifikace autorského stylu: Matematickd analyza dat z Melodického grafu
dokaze odhalit skryté vzorce v kompozici, které jsou typické pro konkrétni historické
obdobi nebo tvuréi styl.
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4.3 Inkluzivni vzdélavani a specialni pedagogika

Multimodélni povaha Melodického grafu (propojeni sluchu a zraku) nabizi unikatni
uplatnéni v inkluzivni vyuce:

e Vizualizace pro sluchové znevyhodnéné: Studenti, ktefi nemohou plné vnimat
melodii sluchem, mohou jeji strukturu, rytmickou pravidelnost a gradaci ,,¢ist “ oc¢ima
z grafu.

e Podpora pii dyskalkulii: Prace s tény, které maji jasnou ¢iselnou hodnotu (MIDI)
a vizudlni délku, pomahd budovat lepsi predstavu o ¢isle, fadé a pomérech u zaku se
specifickymi poruchami uceni.

4.4 Piiprava na praci v digitalnich hudebnich studiich (DAW)

Metoda pripravuje studenty na préci s profesiondlnim softwarem pro produkei hudby (napf.
Cubase, Ableton, FL Studio). Melodicky graf je v podstaté zjednodusenou, matematicky
popsanou verzi tzv. Piano Roll editoru. Student, ktery pochopi matematiku v pozadi
tohoto grafu, se mnohem rychleji zorientuje v modernich technologiich pro tvorbu a tpravu
hudby.

V digitalnim studiu DAW se matematika projevuje na kazdém kroku. software au-
tomaticky , pficvakne“ nepfesné zahrany ton k nejblizsi matematické mfizce (napf. na
osminy). Je to v podstaté zaokrouhlovani hodnot na ose x. Skladatel/zvukai muze kreslit
kiivky (grafy funkei), které ovladaji hlasitost nebo filtry v redlném case. Uzivatel zjisti, ze
profesionalni producenti v Los Angeles nebo Londyné nekoukaji jen do not, ale pracuji
s uplné stejnym grafem, jaky si on vytvoril v hodiné matematiky. Prace v DAW vyzaduje
stejnou logiku jako préace s daty — pochopeni vrstev (stop), sekvenci a matematickych
vztaht mezi nimi. [4]

4.5 Umélecka vizualizace a dynamicka grafika

Jak ukazuji moderni trendy v audiovizudlnim umeéni (napf. populdrni vizualizace typu
»Music Animation Machine), Melodicky graf slouzi i jako esteticky prvek. Dynamické
zobrazeni padajicich ténu do soutadnicového systému pomaha laickému publiku lépe
pochopit strukturu slozitych polyfonnich dél, naptiklad skladeb J. S. Bacha, kde je
matematicka preciznost a symetrie dominantnim prvkem.

Lze tedy tici, ze vyuziti Melodického grafu vraci matematiku do pozice, kterou méla
v antickém quadriviu — jako védu o ¢islech, ktera jsou v hudbé slysitelna a v geometrii
viditelnd. Tato metoda tak nenabizi jen novou techniku zapisu, ale predevsim novy zpusob
mysleni o struktufe informaci kolem nés.

4.5.1 Music Animation Machine

V kontextu modernich technologii nelze opomenout prukopnickou praci amerického skla-
datele a programatora Stephena Malinowského. Jeho projekt Music Animation Machine,
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ktery vyviji jiz od 70. let, predstavuje jeden z nejpropracovanéjsich zpusobu, jak uéinit
matematickou a geometrickou strukturu hudby viditelnou. [10]

Malinowski nahrazuje tradi¢ni notaci dynamickym grafem, ktery je v principu shodny
s metodou Pitch-Time Plot. Tény jsou v jeho vizualizacich reprezentovany barevnymi
geometrickymi tvary (obvykle obdélniky nebo kruhy), které se pohybuji v souradnicovém
systému. Vyska ténu odpovida vertikdlni poloze a casova osa horizontalnimu pohybu.
V jeho animacich skladeb lze v redlném case sledovat matematickou dokonalost fug —
divak vidi, jak se motivy zrcadli, pfevraceji a proplétaji, coz by pri pouhém poslechu mohl
laik postiehnout jen stézi. Malinowski casto pouziva barvy k vyjadieni harmonickych
funkci nebo vztahtu v kvintovém kruhu. Tim do grafu pridava dalsi rozmeér dat, ktery
pomaha pochopit logiku hudebni teorie. Tato vizualizace ,,odstranuje‘ bariéru slozitého
¢teni not a umoznuje studentum piimo sledovat trajektorie melodif, hustotu dat (texturu)
a repetitivni vzorce. [12]

Prace Stephena Malinowského je jasnym dukazem toho, ze transformace hudby do
grafické podoby neni jen technickou pomuckou, ale svébytnym druhem uméni, které
odhaluje skrytou matematickou krasu velkych deél.

5 Zavér — Hudba jako slysitelna matematika

Predlozena metoda ,,Melodie na milimetrovém papite“ ukazuje, ze hranice mezi exaktni
védou a umeéleckou tvorbou je mnohem prostupnéjsi, nez se na prvni pohled zda. Transfor-
mace hudby do podoby Melodického grafu neni jen technickym cvicenim, ale hlubokou
sondou do logické struktury lidského tvoreni.

7 pedagogického hlediska piinasi tento ptistup do skolnich lavic prvek objevovani.
Matematika se zde prestava jevit jako soubor izolovanych poucek a stava se klicem
k desifrovani krasy. Pro zédky a studenty, ktefi hledaji v ¢islech smysl, predstavuje analyza
pisni skrze statistiku, funkce a geometrii fascinujici zpestteni. Metoda nabizi moznost
,nakreslit “ si pisnicku a ndsledné ji matematicky upravit (napf. zrcadlit) vytvaii prostor pro
kreativni experiment. Zapojeni zraku, sluchu i logického uvazovani soucasné vede k hlubsimu
ukotveni znalosti (Multimodalitu). Prace s MIDI daty v MS Excel pfipravuje studenty
na realitu digitalniho svéta, kde jsou data a jejich vizualizace zakladnim komunikacnim
prostiedkem.

Pii pohledu na Melodicky graf zjistime, ze ti nejvétsi skladatelé historie byli v podstaté
genialnimi matematiky, ktetfi pracovali s tony jako s proménnymi v dokonale vyvazenych
rovnicich.

Johanna Sebastiana Bacha fugy a kanony jsou vrcholem kombinatoriky a symetrie.
Bachova prace s tématem, které prevraci (inverze), posouva (translace) nebo zpomaluje
(augmentace), je ¢istou aplikaci geometrickych transformaci.

Hudba Wolfganga Amadea Mozarta vykazuje neuveétitelnou strukturalni rovnovahu
a propor¢nost, ktera ¢asto odpovidd principum zlatého tezu. Jeho dila jsou povazovana za
esteticky vrchol tadu, proporci a logiky.

V dile Ludwiga van Beethovena muzeme sledovat préci s kratkym motivem (datovym
fragmentem), ktery matematicky rozviji a transformuje do obrovskych symfonickych celki.
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Z pohledu statistiky je fascinujici, jak vysoké procento celé paté symfonie (Osudova) je
vybudovano z pouhych ¢tyt tént. Je to hudebni ekvivalent fraktalu, kde se maly vzorec
opakuje v ruznych métitcich a vytvari komplexni celek.

Petr Iljic Cajkovskij — Mistr melodické trajektorie, jehoz linie v grafu vykazujf fascinujici
statistickou pravidelnost a emocionalni gradaci podlozenou pevnou strukturou.

Arnold Schoenberg, zakladatel dodekafonie, ktery hudbu zcela osvobodil od tonality
a nahradil ji pfisnym matematickym systémem fad (matice téntu), kde kazdy ton musi
mit své presné urcené misto. Schoenberg je casto srovnavan s Albertem Einsteinem nejen
z pohledu vyznamu prace ve svych oborech, ale i z pohledu osobniho Zivota. [2]

Vyuziti pocitacem generovaného Melodického grafu je pozvankou k interdisciplindrnimu
dialogu. Ukazuje ndm, ze v kazdém akordu se skryva pomeér a v kazdé melodii matematicka
funkce. Tento pristup nejenze zvysuje motivaci studenti, ale vraci nas k antickému idealu
jednoty vzdélani. Hudba je v tomto pojeti matematikou, ktera promlouva k nasim citum,
a matematika je hudbou, ktera promlouva k nasemu rozumu. Metoda Melodického grafu
je cestou, jak oba tyto svéty spojit na jednom listu digitalniho milimetrového papite.

Autorska poznamka: Pti ptipravé prispévku bylo vyuzito nastroji umeélé inteligence
(model Gemini a model ChatGPT) za dcelem stylistické tpravy, strukturovani textu

a prekladu abstraktu. Autofi nesou plnou odpovédnost za vécnou spravnost a finalni
podobu obsahu.
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DYNAMICKA GEOMETRIE ANEB GEOGEBRA
V AKCI

Tomas Fabian

Gymnazium, Dvur Krélové nad Labem; KMDM PedF UK

Abstrakt: GeoGebra a jeji dynamické prostiedi umoznuje ve skole provadét konstrukce,
které by jinak byly proveditelné jen obtizné nebo vubec. Diky ni je geometrie pro zaky
nazornéjsi a pristupnéjsi. Je rovnéz vhodnym néstrojem i pro badatelsky orientovanou
vyuku. V prispévku predstavim vybrané tlohy a modely, které vyuzivam ve své vyuce
na viceletém gymnaziu: dynamické objevovani mnozin bodu danych vlastnosti, zkoumani
cyklickych kiivek, konstrukce ¢tyfrozmérnych a fraktalnich objektu.

Klicova slova: dynamicka geometrie, GeoGebra, prostorovéa predstavivost, 4D geometrie,
Apolloniovy tlohy

Dynamic Geometry, or GeoGebra in Action

Abstract: GeoGebra and its dynamic environment make it possible to carry out con-
structions in school that would otherwise be difficult or impossible to perform. It makes
geometry more visual and accessible for students and is also a suitable tool for inquiry-
based learning. In this paper, I present selected tasks and models that I use in my teaching
at a multi-year grammar school: dynamic exploration of loci, investigation of cyclic curves,
and constructions of four-dimensional and fractal objects.

Key words: dynamic geometry, GeoGebra, spatial ability, 4D geometry, Apollonian
problems

Uvod

GeoGebra prinesla do skolni geometrie moznost pracovat s konstrukcemi, které by v béznych
podminkach byly pouze obtizné realizovatelné nebo zcela mimo dosah tradi¢nich prostredku.
Diky dynamickému prostiedi mohou zaci sledovat, jak se jednotlivé objekty méni v Case,
a postupneé si vytvaret presnéjsi predstavu o jejich vlastnostech a vzajemnych vztazich.
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Ukazuje se, ze pravé tato moznost pozorovat vznikajici situace krok za krokem podporuje
porozuméni, které by se ve statickém prostiedi budovalo jen obtizné. Dynamicka konstrukce
zde neplni roli ilustrace hotového vysledku, ale stdva se nédstrojem, ktery zakum umoznuje
objevovat, ovérovat a zptresinovat vlastni geometrické ivahy.

V nasledujicich kapitolach se podivame na nékolik oblasti, které dobte ukazuji, jak 1ze
dynamické prostiedi ve vyuce vyuzit. Nejprve se budeme vénovat mnozinam bodu danych
vlastnosti a jejich vztahu k Apolloniovym tlohdm. Ukézeme si, ze dynamicka konstrukce
umoznuje zakum postupné odhalovat tvar hledané mnoziny a formulovat vlastni zavéry.
Poté se kratce zastavime u spirografu a cyklickych krivek, jejichz konstrukce je v GeoGebie
prekvapivé snadna a nabizi fadu prilezitosti k experimentovani. Tteti ¢ast je vénovana
modelu ¢tyfrozmeérné geometrie, v némz Casova soutradnice nahrazuje skuteény ctvrty
rozmér a umoznuje vizualizovat jinak obtizné predstavitelné situace. V zavérecné kapitole
se zamérime na konstrukce fraktdlu a na to, jak lze jejich tvorbu propojit s geometrickymi
uvahami i s badatelskym pristupem zaku.

1 Mnoziny bodu danych vlastnosti

Mnoziny bodu danych vlastnosti predstavuji jednoduchy, ale velmi i¢inny zpusob, jak
zakum umoznit objevovat zakladni geometrické vztahy vlastnimi silami. V dynamickém
prostiedi GeoGebry mohou zaci sledovat, jak se méni poloha bodu splnujici danou podminku
nebo podminky, a postupné odhalovat, jak vypada mnozina vsech takovych bodu. Obtiznost
zadani pro zéky muzeme snadno upravovat podle komplikovanosti mnoziny, kterou nechame
zaky objevovat.

Jako priklad muze poslouzit uloha, ve které maji zaci zkoumat stredy vSech kruznic
dotykajicich se zadané primky a zaroven prochazejicich zadanym bodem. Pokud bychom
po nich chtéli urcit tvar této mnoziny primo, vétsinou se ukaze, ze bez vizualni opory
nedokazou odhadnout ani jeji hrubou podobu. Nechame proto zéky tuto mnozinu objevovat
v dynamickém prostiedi GeoGebry.

Z4ci obvykle zaéinaji tim, ze se snazi najit alespon jedno konkrétni Feseni. Vétsina
z nich si rychle povsimne, zZe existuje zvlastni poloha stiedu, ktery lezi na kolmici k zadané
primce vedené z daného bodu. Tato situace je pro né dobte predstavitelna a ¢asto je prvnim
pripadem, ktery dokazou bez potizi narysovat. V dalsi fazi pracuji s pevné zvolenym
polomérem: pro danou hodnotu hledaji kruznici, ktera splnuje obé podminky, a postupné
zjistuji, Ze moznych stiedd nen jen jeden. V dalsim kroku zavadime do konstrukce posuvnik
predstavujici polomér. Tim umoznime zakuim meénit jeho hodnotu plynule a ziskat vétsi
mnozstvi jednotlivych ptipadu, nez by bylo mozné vytvorit rucné.

P1i prubézné zméné poloméru mohou zaci sledovat, jak se polohy stredu méni, a pomoci
nastroje ,,Stopa zapnuta“ zachytit tuto proménu graficky. Jakmile je stopa dostatecné
hustd, nahradime ji nastrojem ,Mnozina bodu*“, aby byla vysledna kiivka jednoznacné
patrna. V této chvili si zaci zpravidla uvédomi, ze body lezi na hladké kiivce, ktera
svym tvarem piipomina parabolu, a za¢nou formulovat prvni hypotézu o jeji povaze.
Néasleduje spolecna tvaha, pro¢ by tomu tak meélo byt: kazdy ze ziskanych stfedu méa
stejnou vzdalenost od zadané piimky i od zadaného bodu, coz presné odpovidd mnozinové
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definici paraboly. Tim zaci nejen rozpoznaji tvar vzniklé mnoziny, ale zaroven pochopi,
z jaké podminky vychazi, jak ji mohou sestrojit a jak ji mohou vyuzit pti feseni dalSich
uloh.

Obrazek 1: Mnozina stfedu kruznic dotykajicich se zadané primky a prochézejici zadanym
bodem

Kdyz si zaci timto zpusobem vyzkousi zkoumani nékolika ruznych dvojic objektu,
zacnou vnimat, ze mnoziny bodu danych vlastnosti nevznikaji nahodile, ale ze pro kazdé
zadani existuje urcita charakteristicka kfivka nebo ktivky, které 1ze v dynamickém prostredi
pomérné snadno objevit. Ziskané zkusenosti pak tvori prirozeny zéklad i pro praci s Apollo-
niovymi tlohami, které lze i touto metodou, byt ne vidy eukleidovsky, Fesit.

2 Spirograf

Spirograf je jednoduchd mechanicka pomucka, kterd vytvari kiivky odvalovanim jednoho
ozubeného kolecka po druhém. Tim vznikaji kiivky — cykloidy, které pripominaji kvéty
rostlin. Zaci vétsinou tuto hracku znaji nebo dokonce majf i doma. Stejny proces je mozné
velmi snadno simulovat v GeoGebte: Sestrojime dvé kruznice s pevnym polomérem, pticemz
stfed jedné z nich nechdme obihat po té druhé. Na obihajici kruznici umistime bod, ktery
nechame po této kruznici rovnéz obihat. Postupna poloha tohoto bodu potom vykresluje
cykloidy. Vlastnosti vykreslovanych kiivek zavisi na poméru poc¢tu zubu u ozubenych
kol spirografu, respektive v simulaci v GeoGebte na poméru rychlosti obihajiciho stfedu
kruznice a obihajictho bodu. Zéci si mohou nastavovat rizné rychlosti obéhu obou bodi,
a tak zkoumat vlastnosti vznikajicich ktivek.
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Postupné si vsimaji, po kolika obézich se pocateéni a koncovy bod krivky setkaji
a vytvori uzavienou smycku, a také toho, kolik ,,0ok“ ¢i vybézku kiivka ma. Pti konstrukei
si zaci obvykle zapisuji své vysledky do jednoduché tabulky, ve které se zacnou objevovat
ruzné pravidelnosti. Na jejich zdkladé formuluji prvni hypotézy a ihned je ovéruji tvorbou
dalsich ktivek. Nékteré vztahy jsou pro zaky pomérné snadno vysledovatelné, jiné jsou
pro objeveni obtiznéjsi. Postupnym cilem je dopracovat se k obecnému pravidlu, které
umoznuje snadnym vypoctem urcit obé vlastnosti kiivky predem z nastaveni rychlosti obou
bodu. K tomu se zpravidla vracime a formulujeme ho az pii spoleéné zavérecné diskusi.
Nicméneé radu diléich zakonitosti dokazi zaci odhalit sami béhem vlastniho zkouméni.

Obrazek 2: Cyklicka kiivka vytvorena simulaci spirografu v GeoGebte

ZkusSenost se spirografem tak zakum ukazuje, ze i zdanlive slozité kiivky mohou vznikat
z jednoduchého geometrického principu a ze jejich vlastnosti lze postupné odhalovat
systematickym zkouménim. GeoGebra zde funguje jako prostiedi, které umoznuje rychle
vytvaret nové pripady, okamzité je porovnavat a ovérovat vzniklé hypotézy. Pii praci se
navic prirozené propojuje geometricka predstava s algebraickym popisem a zaci ziskavaji
zkusSenost s analytickym pozorovanim pravidelnosti, které by pii statickém nacrtu snadno
unikly.

3 Ctyrrozmeérna geometrie

Ctyfrozmérny prostor je pro nas obtizné predstavitelny, a to i v situacich, které lze
algebraicky popsat pomérné snadno. Typickym ptikladem je tvrzeni, ze dvé roviny ve
¢tyfrozmérném prostoru se mohou protinat v jediném bodé. Z analytického pohledu na
tom neni nic zvlastniho, ale syntetickd predstava takové situace zakum obvykle chybi.
V dynamickém prostredi GeoGebry vsak muzeme vytvorit model, ktery umoznuje zachovat
geometrickou intuici i ve ¢tyfech rozmérech. Staci pridat do konstrukce cas jako dalsi
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soutadnici a vyuzit toho, ze pohyb objektu v case lze chapat jako jeho ,existenci“ ve
ctyfrozmérném prostiedi.

V tomto modelu uz jednotlivé objekty neptredstavuji své bézné trojrozmérné protéjsky,
ale jejich ¢tyfrozmérné obdoby. Bod, ktery v GeoGebfe narysujeme (nepohybujici se
nebo pohybujici se rovhomérnym piimocarym pohybem), odpovida v tomto modelu ve
skutecnosti piimce. Ma totiz casové trvani a tim i ¢asovy rozmeér. Pokud chceme narysovat
skutecné bod, musime i jeho ¢asové trvani omezit na jeden jediny casovy okamzik. Obdobné
pifmka trvajici v ¢ase predstavuje rovinu a rovina predstavuje tifrozmérny prostor. Casové
soutadnice je fizena posuvnikem, a tak lze model zobrazovat krok za krokem. I kdyz
se jedna pouze o aproximaci skuteé¢ného ¢tyirozmérného prostiedi, ukazuje se, ze pro
vizualizaci fady situaci je tento pristup prekvapivé ucinny.

Vyuziti modelu si muzeme ukazat na situaci, kterd byla ptuvodni motivaci pro jeho
vytvoreni. Chceme vizualizovat prunik dvou rovin ve ¢tyfrozmérném prostoru, tedy tlohu,
kterda se v bézné trojrozmérné predstavé nedd piimo zobrazit. V modelu nahradime
kazdou rovinu piimkou, kterd se pohybuje rovhomérnym piimocarym pohybem. Pokud
zvolime pro obé ptimky riuzné sméry a ruzné rychlosti, vzniknou dvé mimobézné roviny ve
¢tyfrozmérném prostoru. Jejich prusecik je reprezentovan jedinym casovym okamzikem,
ve kterém se obé primky protnou v jednom bodé. Tento okamzik lze v prubéhu animace
snadno zachytit a zaci tak mohou pozorovat jev, ktery je v analytickém popisu ziejmy,
ale synteticky obtizné predstavitelny. V dynamickém zobrazeni je ptritom prubéh obou
primek prehledny a zaci mohou zkoumat, jak volba parametru pohybu ovliviiuje polohu
a existenci spolecného bodu.

Zkusenost s timto modelem ukazuje, Ze i pomérné jednoducha dynamicka konstrukce
muze zakum vyrazné pomoci pii vytvareni predstavy o situacich, které by jinak zustaly
pouze v roviné algebraického vypoctu. Pii praci s posuvnikem si zaci uvédomuji vyznam
jednotlivych parametru, lépe chapou funkci ¢asové souradnice a dokazou propojit prubéh
animace s odpovidajicim analytickym popisem. Model zaroven umoznuje zkoumat i dalsi
ulohy a vzajemné polohy objektu ve ¢tyfrozmérném prostoru, nejen pruniky rovin. I kdyz se
jedna pouze o priblizeni skutecného ctyfrozmérného prostoru, pro potieby skolni geometrie
se ukazuje jako uziteény a pro zaky dobfe srozumitelny.

4 Konstrukce fraktala

Fraktaly predstavuji piiklady geometrickych objekti, které vznikaji z velmi jednoduchého
i proto, ze mohou sledovat, jak se obrazec vyviji krok za krokem a jak se zména vstupniho
pravidla projevi na vysledné podobé fraktalu. V dynamickém prostiedi GeoGebry lze
takové konstrukce realizovat pomérné snadno, bez nutnosti programovani nebo prace
s pokrocilymi funkcemi. Existuje fada metod vytvatreni fraktalu, které lze s zaky vyuzit.
Zde si ukazeme dvé z nich: fraktaly vznikajici odebiranim c¢ésti ¢tverce a konstrukci
fraktalnich kfivek pomoci iniciatoru a generdtoru.

Prvni skupina fraktalu vychézi z toho, ze vychozi ¢tverec rozdélime na nékolik mensich
¢asti a nékteré z nich odstranime. Stejny postup nasledné opakujeme se vSemi ponechanymi
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ctverci. V GeoGebre si zaci nejprve vytvori zakladni rozdéleni ¢tverce na devét stejnych
dilu a uréi, které casti se budou v prvni iteraci odstranovat. Postupné iterace lze tvorit
Tim lze rychle dosahnout vyssich iteraci fraktélu, jako je Sierpiriského koberec nebo méné
znamé fraktély vznikajici jinou volbou odebiranych ¢asti. Zaci si mohou véimnout, jak
rychle narustd pocet prvku konstrukce, jak se méni plosny obsah a kdy vznikne spojity ¢i
nespojity obraz.

Druhy typ konstrukce vyuziva inicidtor (dsecku) a generdtor (lomenou ¢aru), ktery
inicidtor v kazdé iteraci nahrazuje. Zaci si nejprve sami navrhnou jednoduchy generator
a pomoci nastroju GeoGebry jej aplikuji na iniciacni tsecku. Kazda dalsi iterace vznika
nahrazenim vsech tsecek piedchoziho kroku zvolenym generatorem. Zaci tak mohou
vytvaret ruzné fraktalni kiivky — napiiklad Kochovu ktivku, Lévyho C-kfivku nebo
draci kiivku — a sledovat, jak se lisi tvar vysledného utvaru pri zméné generatoru nebo
orientace lomenych tseku. Postupné si v§imaji sobépodobnosti vznikajicich utvaru i toho,
ze u nékterych kiivek je tato sobépodobnost pouze castecnd nebo neni na prvni pohled
ziejma.

[

Obrazek 3: Postupné iterace Lévyho C-kiivky
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Zkusenost s konstrukei fraktalu ukazuje, ze jednoduché pravidlo muze vést k prekvapivé
slozitému vysledku a ze proces postupné stavby obrazu je pro zaky atraktivni a snadno
uchopitelny. Prace v GeoGebte umoznuje rychle vytvaret dalsi iterace, porovnavat ruzné
varianty konstrukci a ovétovat hypotézy, které zaci pii praci formuluji. Fraktaly tak
predstavuji ptirozené propojeni geometrie, algoritmického mysleni a tvorivosti a dobfe
doplnuji dalsi témata dynamické geometrie, o nichz pojednava tento text.

5 Zaveéer

Ptedstavené ptiklady ilustruji moznosti, které dynamické prostiedi GeoGebry nabizi
pii praci s ruznymi oblastmi geometrie. Ve vSech uvedenych tématech se ukazuje, ze
interaktivni konstrukce usnadnuji analyzu geometrickych vztaht, umoznuji systematické
ovérovani hypotéz a podporuji presnéjsi budovani prostorové predstavy. GeoGebra tim
prispiva k propojeni algebraického a geometrického popisu a poskytuje ramec, ve kterém lze
i slozitéjsi situace — napriklad vznik cyklickych kiivek, model ¢tyirozmérného prostoru nebo
konstrukei fraktdlnich objektu — zpracovat prehlednym a didakticky vyuzitelnym zpusobem.
Dynamicka geometrie se tak jevi jako vhodnd soucast soucasné vyuky matematiky a jako
nastroj, ktery rozsifuje moznosti prace s geometrickymi pojmy na zakladnich i stfednich
skolach.
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PERSPEKTIVA VYUCBY MATEMATIKY NA
VYSOKYCH SKOLACH TECHNICKEHO SMERU

Jana Gabkova, Stefan Guzela, Martin Halaj
Strojnicka fakulta STU v Bratislave

Abstrakt: Netspesné absolvovanie skisok z predmetov zameranych na matematiku pred-
stavuje v stcasnosti na vysokych skolach technického smeru jeden z hlavnych dovodov
predc¢asného ukoncenia bakaldarskeho stupna studia, ¢o potvrdzujui aj Statistiky na Strojnickej
fakulte STU. Existuje viacero opatreni na zvratenie nepriaznivého stavu, ktoré reaguji na
sticasny stav. Treba sa zamysliet, akym sposobom by sa dalo vyucba matematiky inovovat,
aby sa prisposobila suc¢asnym podmienkam a zaroven naplnila pozadované ciele vzdelavania.

Klicova slova: vyucovanie matematiky, technické vzdelavanie, vysoké skoly, ubytok
Studentov

Perspective of teaching mathematics at technical universities

Abstract: Failure to pass exams in mathematics-focused courses is currently one of the
main reasons for early completion of bachelor’s degree studies at technical universities,
which is also confirmed by statistics at the Faculty of Mechanical Engineering of the Slovak
University of Technology. Several measures exist to reverse the unfavorable situation that
respond to the current situation. It is necessary to think about how mathematics teaching
could be innovated to adapt to current conditions and at the same time fulfill the desired
educational goals.

Key words: mathematics teaching, engineering education, universities, student drop-out

Uvod

Problematike vyucovania matematiky na technickych vysokych skolach sa uz venovalo
mnoho pozornosti a nepochybne ostane téato téma aktualna aj v budicnosti. Je to pocho-
pitelné, matematika predstavuje jeden zo zakladnych pilierov na zvladnutie odbornych
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predmetov. Znalost matematickych postupov, principov, metéd a aplikdcia matematického
rozmyslania sa vyzaduje na vsetkych stupnioch vysokoskolského vzdeldvania. Coraz viac
sa vSak predstavuje rozpor medzi pripravenostou absolventov strednych §kol zvladnut
poziadavky vysokoskolskej matematiky na technickych vysokych skolach, ocakavaniami
a narokmi tychto §kol, schopnostami studentov zvladat studijné poziadavky, ako aj po-
stupmi a pristupmi, ako pomoct studentom prekonat ndstrahy vysokoskolskej matematiky.
Hovorime tu najméa o studentoch bakalarskeho stupna studia, kde sa najviac prejavuje
tento rozpor a ma za nésledok velmi nezelany jav — tbytok (tzv. drop-out) studentov
bakaldrskeho stidia. Na priklade Strojnickej fakulty STU v Bratislave sa snazime poukdzat
na fakt, Ze aj ked fakulta prijima rozne druhy opatreni na zvysenie priechodnosti studentov
cez matematické predmety v bakaldrskom stidiu, interné moznosti fakulty st obmedzené
a nedokézu uplne kompenzovat potrebu opatreni zo strany §tétu, ani dostatoéne pruzne
reagovat na meniace sa externé vplyvy na vedomosti a schopnosti uchddzacov o stidium
na technickych vysokych skolach.

1 Uchadzaci o stadium na technickych vysokych
Skolach

V sucasnosti kazdy piaty slovensky vysokoskoldk studuje v zahrani¢i. Od roku 2017 sa
pocet nasich vysokoskoldkov v zahrani¢i drzi zhruba na rovnakej irovni okolo 32-tisic
studentov. Priblizne 70 percent studentov, ktorf odchddzaji do zahranicia, studuji v Cesku
[1].

Na odchod do zahranicia vplyvaju individualne faktory, medzi ktoré patri navstevovana
strednd skola aj vysledky v externej casti maturitnej skusky. Studovat do zahrani¢ia najviac
odchadzaju absolventi tzv. vyberovych skol, ako sa casto oznacuju, teda osemrocnych
gymnéazii a bilingvalnych gymnazii.

Patria sem aj Standardné socioekonomické dovody, medzi ktoré patri vzdelanie rodicov
a prijem domdcnosti. Pravdepodobnost $tudia slovenskych maturantov na vysokej skole
v zahrani¢i prudko narasta od urcitej hranice rodinného prijmu. Dosahuje viac ako 23 %
u maturantov s rodinnym prijmom z 5 % najlepsie zardbajicich domdacnosti. Vyssie
vzdelanie rodi¢ov maturantov je spojené s vyssou pravdepodobnostou stidia na vysokej
skole v SR aj s vyssou pravdepodobnostou stidia v zahraniéi. Najvyssi podiel studujicich
na vysokych skolach v zahranici (19 %) dosahuji maturanti, ktori majui aspon jedného
rodica s vysokoskolskym vzdelanim.

Do zahrani¢ia odchadzaji studovat najma vysoko motivovani §tudenti s nadprie-
mernymi socioekonomickymi predpokladmi. Inak povedané, do zahranicia casto odchadzaju
Studenti s nadpriemernymi vysledkami na strednej skole, ¢o sa nutne musi prejavit na
celkovej drovni studijnych predpokladov studentov bakalarskeho stupna studia, ktori
ostavaju studovat na Slovensku [2].

Priblizne polovica absolventov slovenskych strednych §kol, ktori sa rozhodni studovat
na slovenskej vysokej skole, preferuje studium spolocenskych vied. Ako vidno z tdajov
z prijimacieho konania na vysoké skoly na akademicky rok 2023/2024, iba priblizne 11,5 %
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zo vietkych prijatych uchddzacov mieni studovat na vysokej skole technické vedy (pozri
tabulku 1). Z nich prevaznd vacsina méd zaujem Studovat informatiku.

Skupina §tudijnych odborov Podiel prihlasok / | Podiel prijatych /
% %

Umelecké vedy a vedy o umeni 2,5 1,5

Prirodné, matematické, informatické a kyberne- 14 15

tické vedy

Technické vedy 8,9 11,5

Lekarske a zdravotnicke vedy 18 12,5

Polnohospodarske, lesnicke a veterinarske vedy 3 3,5

Spolocenské vedy 49 51

Humanitné vedy 5 )

Tabulka 1: Podiel prihlasok a prijati podla skupiny studijnych odborov na akademicky
rok 2023/2024 [3]

Tabulka 2 ilustruje pocet uchadzacov a potom aj studentov, ktori prichddzaji na
Slovenskd technickd univerzitu a jej Strojnicku fakultu. Ako vidno z tabulky, len priblizne
Styri patiny prijatych studentov sa naozaj aj zapisu na stidium. Tabulka 3 uvddza skladbu
Studentov, ktorf zacali studovat na SjF STU v akademickom roku 2023/2024, podla typu
strednej skoly, z ktorej prisli. Vidime, Ze v tom akademickom roku zacalo na fakulte studovat
37,2% absolventov gymndzii a 61,8% absolventov strednych odbornych skol. V tej istej
tabulke sa ale uvddza aj velmi nepriaznivy fakt, Ze po prvom roéniku zanechalo stidium
na fakulte 40,2% absolventov gymndzii a az 62,5% absolventov strednych odbornych §kol.
V obidvoch pripadoch je to alarmujuice ¢islo, ktoré sa vsak priblizne opakuje takmer
celti ostatntt dekédu, rovnako ako pomer zanechan{ stiidia podla typu strednej gkoly, na
ktorej studovali. Hlavnym dovodom zanechania studia je pritom nezvladnutie matematiky
v predmetoch prvého roénika bakaldrskeho stupna stidia (pozri cast 3).

STU v Bratislave Strojnicka fakulta
STU
Pléan 4680 530
Prihldseni 4193 331
Prijati 3207 257
Zapisani 2476 211
Zapisani / prijati 0,77 0,82

Tabulka 2: Pocet uchadzacov a zapisanych studentov na Strojnickej fakulte STU v Brati-

slave na akademicky rok 2023/2024 [3]
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Gymnéazium | Stredna odborna Iny typ Spolu
skola skoly
Pocet zacatych studii 82 136 2 220
Ijbytok po 1. semestri 12 57 2 71
Ijbytok po 2. semestri 21 28 - 49
Drop-out po prvom roéniku / % 40,2 62,5 100 54,5

Tabulka 3: Uspeénost7 studia na SjF STU v akademickom roku 2023/2024

Pozrime sa teda blizSie na problematiku slabej znalosti matematiky uchadzacov
o studium na technickych vysokych skolach, ktorda sa prejavuje na vysokom ubytku
Studentov v prvom roéniku bakaldrskeho stidia. Thito problematiku budeme demonstrovat
na situdcii so studentami na Strojnickej fakulte STU v Bratislave.

2 Znalost matematiky uchidzaéov o §tidium na VS

Uz v roku 2019 sa na Slovensku realizoval prieskum o poziadavkach vysokych skol na
matematické vedomosti a zru¢nosti uchadzacov o stidium [4]. V sumére sa od nich
pozaduje:

1. vediet podstatu matematického poznatku - porozumenie je doleZitejsie ako formélne
osvojenie uciva,

2. pouzivat jazyk matematiky k zrozumitelnému a logickému vyjadrovaniu matema-
tickych myslienok,

3. ovlddat postupy a stratégie riesenia tiloh a matematickych problémov,
4. poznat vyznam, aplikdciu konkrétneho matematického uéiva mimo matematiky,

5. vediet argumentovat a mat schopnost odévodnovat pravdivost tvrdeni na konkrétnych
prikladoch,

6. mat presvedcenie, Ze matematika je véeobecna ¢innost, potrebna na rozvoj spoloénosti.

2.1 Casova dotécia vyuéby matematiky na strednej skole

Stétny vzdelavaci plan pre gymndzia predpisuje za celé stidium oduéit (tyzdenne) 12 hodin
matematiky. Na gymndziu si Ziak v trefom a stvrtom ro¢éniku moéze v ramei disponibilnych
hodin pridat d'alsie hodiny matematiky a poslednom ro¢niku semindr z matematiky. Teda
existuje priestor pripravit Ziakov na maturitu z matematiky.

Na strednych odbornych skolach je len 6 hodin matematiky a informatiky tyzdenne
spolu za 4 roky, dalsie hodiny sa moze pridat z 28 disponibilnych hodin. Tie sa ale
primarne vyuzivaji na inu vyucbu, nie na vyucbu matematiky. Tu nie je priestor na
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pripravu k dobrovolnej maturite z matematiky, takze aj ked sa Ziaci prihldsia na dobrovolni
maturitni skisku z matematiky, pred samotnou skiskou to vzdaji. Co sa tyka pripravy
na maturitu z matematiky, t4 je iba na samotnom ziakovi. Finan¢né prostriedky skola
nedostane na to, aby zaviedla napriklad nepovinny predmet na pripravu z matematiky. A tu
nastéva problém. Ziak chce st studovat na vysoku skolu, ale obsah a rozsah vyucovania
matematiky nezodpoveda priprave na vysokt §kolu, ani nemdze, lebo sttiidium méa byt
pripravou pre prax. Tento ziak ale je na vysoku Skolu prijaty, pretoze uspesne zlozil
maturitu, technické vysoké skoly zvycajne nerobia prijimacie skusky a potom nastava
problém pre vysoku skolu.

2.2 Maturitna skiuska z matematiky

Maturita z matematiky samozrejme nie je jedinym kritériom, podla ktorého sa daju
charakterizovat predpoklady studenta na tspesné absolvovanie matematiky na technickej
vysokej gkole v bakaldrskom stupni stiidia. Poskytuje vsak velmi jednozna¢ny ndhlad na to,
aké je matematika populdrna medzi absolventami strednych §kol a kolki z nich si trifnu
zlozit z nej skiigku, osvedéujiicu ich nadobudnuté vedomosti.

Maturita na Slovensku pozostéva zo styroch predmetov. Ziak strednej skoly moze konaf
maturitni skisku z matematiky ako volitelny predmet (vykond externi aj interni cast)
alebo ako dobrovolny predmet (absolvuje iba externti alebo interni ¢ast). Ziak vieobecného
alebo §portového gymndzia vykond maturitni skisku z matematiky ako volitelny predmet
alebo ako dobrovolny predmet. Ziak strednej odbornej koly vykond maturitni skisku
z matematiky ako dobrovolny predmet. Externu cast maturitnej skusky z matematiky
tvorf test, internd ¢ast maturitnej skisky je tistna. Preverované vedomosti sa daji zdruzit
do niekolkych viésich skupin — zdklady matematiky; funkcie; planimetria; stereometria;
kombinatorika, pravdepodobnost a Statistika. [5]

Minister §kolstva v roku 2025 avizoval, Ze rezort chce zaviest povinnt maturitu
z matematiky okrem matematickych gymndzii aj na gymnézia s informatickym zameranim.
Casom to planuje rozsirit aj na vetky gymnazia, stredné priemyselné skoly a technické
odborné gkoly. Ked'Ze na povinni maturitu st naviazané aj d'alsie opatrenia, ocakavany
casovy ramec zavedenia povinnej maturity z matematiky je priblizne 10 rokov. [6]

Podla [7], v roku 2024 testy externej ¢asti maturitnej skisky pisalo spolu 40 950 Ziakov
z0 688 strednych s§kol. Z celkového poctu testovanych ziakov bolo 36,8% ziakov z gymnézii,
57,8% ziakov zo strednych odbornych §kol, zvysok z inych typov Skol.

Test externej casti maturitnej skisky z matematiky riesilo 4 779 ziakov z 343 §kol,
¢o je iba 11,7 % zo vSetkych maturantov. Z tychto ziakov bolo 74,2 % ziakov z gymnézii,
24,8 % ziakov zo strednych odbornych §kol, zvysok z inych typov skol.

Analyzou vysledkov maturity z matematiky v roku 2024 sa zistilo, ze na urovni silnej
vecnej vyznamnosti

a. ziaci gymnazii dosiahli lepsie vysledky ako ziaci strednych odbornych skol,

b. ziaci maturujici z matematiky ako volitelného predmetu dosiahli lepsie vysledky
ako Ziaci maturujiici dobrovolne.

Na porovnanie, v roku 2009 riesilo testy externej casti maturitnej skisky z matematiky
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9250 ziakov z 393 §kol, ¢o je priblizne 15,2 % zo vsetkych 60 732 maturujicich ziakov.
Pritom ziaci gymnazii dosiahli lepsie vysledky ako ziaci ostatnych strednych skol na
strednej drovni vecnej vyznamnosti.

Ak by sme zhrnuli uvedené informécie z rokov 2009 a 2024 (¢o je ¢asové rozpétie
15 rokov) v sti¢asnosti maturuje z matematiky iba polovica ziakov ako pred péatnéstimi
rokmi (v absolitnych ¢islach), pricom sa zaroven v sicasnosti vyznamne zvysil rozdiel
dosahovanych vysledkov medzi ziakmi z gymnazii a strednych odbornych §kol, nez ako to
bolo pred pétndstimi rokmi. Treba pritom brat do tvahy, Ze v sti¢asnosti maturuje spolu
priblizne iba 67,4% ziakov ako pred patnastimi rokmi.

3 Vyucba matematiky na Strojnickej fakulte STU
v Bratislave

Na Strojnickej fakulte STU sa v bakalarskom stupni studia vyucuje 12 predmetov, ktoré
sa tykaji matematiky (pozri Tab. 4). Spolu ide za celé studium o 27 hodin tyzdenne
v pripade povinnych a povinne volitelnych predmetov a 14 hodin tyzdenne v pripade
vyberovych predmetov. Maju roznu casovi dotaciu, za ich absolvovanie sa ziska rozny
pocet kreditov. V kazdom pripade ten najvacsi problém pre studentov bakaldrskeho studia
na Strojnickej fakulte STU je absolvovanie dvoch zakladnych predmetov v prvom roéniku
— Matematika I (zimny semester) a Matematika II (letny semester). Obsahovo tieto dva
predmety na seba nadvazuju.

Predmet Matematika I v zimnom semestri je povinny predmet pre vsetkych studentov
prvého rocénika bakaldrskeho stupna studia. Obsahovo sa zameriava na ststavy linedrnych
rovnic; matice a determinanty a ich vyuzitie pri rieSeni systémov linearnych rovnic; postup-
nosti — definicia a vlastnosti, graf a limita postupnosti; ¢iselné rady, vlastnosti a kritéria
konvergencie ¢iselnych radov; redlna funkcia redlnej premennej — definicia, obory, graf,
limita a spojitost funkcie; derivécia funkcie, pravidld derivovania, fyzikdlna a geometrické
interpretacia derivacie; derivacie vyssich rddov, pouzitie derivacii na vySetrovanie priebehu
a vlastnosti funkcii, optimalizacné tlohy; neurcity integral, zdkladné metédy integrovania
— per partes, substituénd metoda; urcity integral, aplikacie urcitého integralu, nevlastny
integral; mocninové rady, definicia a vlastnosti, polomer a interval konvergencie; rozvoj
funkcii do mocninovych radov, Taylorovho a McLaurinovho radu.

Preberané uc¢ivo mé priamy sivis s okruhmi maturitnej skisky z matematiky. Sylaby
predmetu Matematika I preto predpokladaju urciti troven vstupnych vedomosti, na
ktorych stavaju a na zaklade ktorych sa prebera nové ucivo. Uspeénosﬁ absolvovania
predmetu Matematika I teda priamo koreluje s tiroviiou vedomosti, ktoré si prinasaju
Studenti z predchadzajiceho studia na strednej skole.

V letnom semestri sa vyucuje povinny predmet Matematika II. V ramci neho sylaby
uvadzaji obycajné diferencialne rovnice; Euklidovsky priestor; vyznamné mnoziny n-
rozmerného euklidovského priestoru, Specialne body mnozin; funkcia dvoch a viacerych pre-
mennych a ich extrémy; mnozné integraly; zobrazenia euklidovskej roviny a euklidovského
priestoru; vypocet dvojnych a trojnych integralov transformaciou. Predmet Matematika II
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teda predstavuje nadstavbu predmetu Matematika I a priamo naii nadvizuje. Ked'Ze sa
preberaju témy, ktoré nemaju oporu vo vstupnych vedomostiach zo strednych skol, deter-
minujucim faktorom tuspesného zvladnutia tohto predmetu je prave tispesné absolvovanie
predchadzajiceho predmetu Matematika I.

Ako vyplyva zo statistik studijnych vysledkov, studenti nemaju zasadné problémy
s absolvovanim ostatnych predmetov z oblasti matematiky, ktoré si uvedené v Tab. 4.
Preto sa aj celé tsilie, sivisiace so zvysenim priechodnosti studentov do d'alsieho ro¢nika,
v znaCnej miere zameriava na uspesné zvladnutie predmetov Matematika I a Matematika II.

Semester | Nazov predmetu Typ Ukoncenie | Kredity | Hodiny*

predmetu

1 Matematika I Povinny Skuska 10 4/4

1 Doplnkové cvicenia z Matematiky I Vyberovy | Zapocet 1 0/2

2 Matematika IT Povinny Skuiska 6 3/3

2 Doplnkové cvicenia z Matematiky II | Vyberovy | Zapocet 1 0/2

3 Numerickd matematika Povinne Skuska 6 3/2
volitelny™**

3 Zaujimava matematika a fyzika Vyberovy | Zéapocet 2 2/0

4 Konstrukénd geometria Povinne Skuska 5 2/2
volitelny™**

4 Zéklady statistickej analyzy Povinne Skuska 5 2/2
volitelny**

4 Diferencialne rovnice Vyberovy | Zapocet 2 2/0

4 Matematika IIT Vyberovy | Zéapocet 2 2/0

5 Linearna algebra Vyberovy | Zapocet 2 2/0

6 Numerickd matematika v Matlabe Vyberovy | Zapocet 2 2/0

* Pocet hodin predndsok / cviceni v kazdom tyzdni semestra
** Voli sa jeden predmet zo zoznamu predmetov

Tabulka 4: Zoznam predmetov bakaldrskeho stidia z oblasti matematiky

Uved'me na ilustrdciu situdciu s absolvovanim predmetu Matematika I v prvom semestri
bakaldrskeho $tudia v akademickom roku 2024/2025. Z 314 studentov, ktor{ zacali studovat
na zaciatku prvého ro¢nika bakaldrskeho studia, iba 158 studentov (50,3%) splnilo na
konci semestra predpoklady na vykonanie skisky z predmetu Matematika I, 139 studentov
(44,3%) nesplnilo predpoklady na vykonanie skisky a 17 studentov zanechalo stidium
pocas semestra (5,4%). Zo 158 studentov, ktori splnili predpoklady na vykonanie skisky,
uspesne absolvovalo skisku 81 studentov (51,2%), 32 studentov (20,3%) na troch terminoch
skgok neuspelo, 30 studentov (19%) nevyuzilo vsetky opravné terminy a 15 Studentov
(9,5%) ma povoleny este dodatoény opravny termin. To znamend, ze v riadnom skisobnom
termine absolvovalo predmet Matematika I iba 25,8% percenta studentov, ktorf nastipili
na zaciatku semestra na studium.



54

Sbornik prispévku konference UPVM 2025

4 Vplyvy a opatrenia na uspesné zvladnutie
matematiky

4.1

Vplyvy na dspesné zvladnutie matematiky

Sumarizujme tu jednotlivé vplyvy, ktoré sa prejavuji na schopnosti absolventov strednych
kol dspesne absolvovat stidium matematickych predmetov v bakaldrskom stupni stidia
vysokych §kol technického smeru:

a.

Absolventi strednych §kol s najlepsimi studijnymi predpokladmi ¢asto odchadzaju
do zahranicia

. Nizky zaujem o studium technickych odborov na vysokych skoldch brani doslednému

prevereniu vstupnych vedomosti a vytriedeniu uchadzacov s nedostatocnymi studijnymi
predpokladmi. Velkd vicsina technickych fakilt nerobi prijimacie skiisky a prijima
vSetkych uchadzacov o studium

. Na vysoké skoly technického smeru sa vacsinovo hlasia absolventi strednych od-

bornych §kol, na ktorych je velmi nizka hodinova dotécia vyucovania matematiky.
Absolventov gymnazii je menej ako v minulosti

Maturitu z matematiky absolvuje nizke percento absolventov strednych §kol, navyse
je velky rozdiel v dosiahnutych vysledkoch medzi absolventami gymndzif a strednych
odbornych skol

Specificky vplyv predstavuje distanéné vzdelavanie pocas pandémie COVIDU 19,
pricom sa tento vplyv kontinudlne prejavuje na studentoch nastupujicich na vysoké
skoly. Okrem inych obmedzeni bola v tomto case zrusend aj maturita absolventov
strednych skol.

K nim sa pridavaja aj objektivne existujice vseobecné vplyvy na studentov, ktoré
prindSa meniaca sa doba. Tie sa potom prejavuju aj v ich horsej schopnosti zvladnutia
uciva z matematiky:

a.

Dostupné technické prostriedky — v stucasnosti maju studenti prvotny impulz vsetky
informécie a riesenia hladat na internete, pripadne na rieSenie problémov vyuzivat
umelt inteligenciu. Preto sa napriklad uvazuje o zruseni zavereénych prac. Prvym
impulzom nie je snaha zamysliet sa, ale snaha vyuzit s ¢o najmensou ndmahou
existujuce riesenia, tzv. ,pozrief sa na Internet“

Znizeny pocet priamej vyucby tyzdenne — v minulosti bolo na fakulte priblizne
30 hodin priamej vyucby tyzdenne, teraz je to priblizne 20 hodin priamej vyucby
tyzdenne. Doraz sa presuva z priamej vyucby na nepriamu vyucbu, ¢o pri evidentnych
problémoch ¢asti studentov s uéenim sa d’alej prehlbuje problémy velkej skupiny
Studentov s plnenim poziadaviek vyucujucich
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c. Studenti sa nevedia ucit. Po prechode zo strednej na vysoki skolu maji problémy
s organizaciou studia, dodrziavanim pravidelného rozvrhu nepriamej vyucby, inymi
narokmi na vysokej skole, vyssim tempom preberania vedomosti a dorazom na
samostatné studium

d. ZniZzend schopnost Studentov samostatne riesit problémy, ¢itat s porozumenim
a formulovat vSeobecné tilohy pomocou matematickych prostriedkov. T4 sa prejavuje
najma v nadvazujicich odbornych predmetoch, ktoré si vyzaduju od studentov
vlastné riesenia a formalizovanie v§eobecnych zadani do matematicky riesitelného
tvaru

e. Znizend schopnost studentov syntetizovat poznatky z viacerych preberanych oblasti
a zdroven ich preniest v ramci matematiky alebo mimo matematiky. S tym sivisi aj
nizka schopnost vyuzit skor preberané ucivo v neskorsich fazach semestra.

Problém je vsak c¢asto aj na strane vysokej skoly:

a. Nedostatocne pruzna adaptacia na meniacu sa skladbu prichéddzajicich studentov,
uroven ich vstupnych vedomosti, studijnych predpokladov a schopnosti

b. Nejednoznacéné definovanie obsahu §tidia matematiky na bakaldrskom stupni. Studenti
z bakalarskeho stupna takmer vsetci pokracuju na inzinierske studium, takze vo
vyssich roénikoch sa pozaduje iné zlozenie zvladnutych poznatkov z matematiky ako
ked studenti ukonécia stidium po bakaldrskom stupni.

4.2 Co mdze a aj robi fakulta?

Problematika nizkeho poc¢tu studentov, ktori tispesne absolvuji matematiku v prvom
ro¢niku $tidia, sa pravidelne a ¢asto objavuje na rokovani roznych organov fakulty. Vedenie
fakulty dlhodobo venuje tomuto problému naleziti pozornost a snazi sa definovat opatrenia
na zvladnutie nepriaznivého stavu. Pravidelne prebiehaji konzultacie s vyucujtucimi
matematiky, ale aj so Studentami, pricom sa stéle hladaji vhodné formy podpory studentov
pre absolvovanie predmetov z matematiky. Neustale sa pritom zdoraznuje princip dodrzania
stanovenej irovne vedomosti §tudentov a nezniZovania kvalitativnych poziadaviek, hladaji
sa podporné mechanizmy, ktoré pomozu studentom zvladnut tieto naroky.
V akademickom roku 2023 /2024 zacali platit opatrenia, ktoré sa vyuzivajui aj v sticasnosti:

a. Subezne s predmetmi Matematika I a II sa vyucuju vyberové predmety Dopln-
kové cvicenie z matematiky I a II. Cielom je doplnenie pripadnych nedostatkov
zo strednej skoly, prehibenie pochopenia preberaného uciva, priprava na skusku
z matematiky. Tieto vyberové predmety boli v minulosti povinné pre studentov
so znamou z matematiky na strednej skole horsou ako dva, v sicasnosti je to uz
vyberovy predmet.
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b.

V septembri, pred nastupom na stidium, fakulta ponika tyzdnovy kurz stredoskolskej
matematiky v rozsahu péat hodin denne. Studenti si Gcast platili sami (50 eur za
tyzderi), opakovala sa stredoskolskd matematika. Na kurz boli vo vSeobecnosti kladné
odozvy, problém predstavuje fakt, ze vo viacerych pripadoch sa ho zicastnili Studenti,
ktori to tzv. nepotrebovali, ale bolo menej studentov, ktori takyto kurz potrebovali.

Okrem spominanych vyberovych predmetov sa organizuje neforméalne doucovanie
z matematiky, na ktoré zacalo chodif vela studentov. Toto doucovanie vedie vy-
sokogkolsky ucitel matematiky, pricom nie je zaradené do oficidlnych studijnych
planov.

. Vo vyucovani matematiky sa siroko zavadzaju aktivizujice met6édy vyucby (najmé EduScrum,

problem-based learning). Tymto metédam sa venuje aj viacero riesenych grantovych
projektov na fakulte, pricom sa pracovnici fakulty dspesne zapajaju aj do med-
zindrodnych riesitelskych kolektivov v tejto oblasti.

Budce opatrenia zahinaju:

4.3

Zavedenie/posilnenie vstupného semindra z matematiky pred zaciatkom studia.

.V pripravovanej novej strukture studijnych programov sa uc¢ivo z matematiky rozdeli

na viacej semestrov ako teraz, pricom sa v prvom semestri maji zjednotit vstupné
vedomosti studentov z matematiky a na druhy semester sa posunie zaciatok vyucby
novych tém z matematiky.

Zavedie sa triedenie studentov podla vstupného testu z matematiky, studenti so
slabsfmi vysledkami budd mat povinne ur¢ité vyucovanie matematiky naviac.

Aktualizuje sa obsah vyucovanej latky, aby efektivnejsie zodpovedal meniacim sa
poziadavkam odbornych predmetov vo vyssich ro¢nikoch.

Dalej sa podpori giroké aplikovanie modernych metéd vyucby.
Planuju sa konzultécie s ucitelmi matematiky na strednych skolach, aby sa lepsie

prepojili poZiadavky vysokych §kol s moznostami strednych skol.

Prejavilo sa uz nejaké zlepsenie?

Zavedené opatrenia sa len zaéinaju prejavovat a eSte vyrazne nezmenili nepriaznivé
percento Studentov, ktori tispesne absolvovali predmety z matematiky v prvom ro¢niku
studia. Naznaky zlepSenia sa daju sledovat skor v pozitivnejsom pristupe studentov
a zvyseni ich pozitivnej motivacie:

a.

V pripade studentov, ktori tspesne absolvovali skisku z matematiky sa zlepsili ich
znamky
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4.4

Studenti vo viacsej miere chodia na doplnkové cvienia z matematiky, ale aj chodia
viac na konzultacie, chodia na neformélne vzdelavanie z matematiky. Co je podstatné,
uvedomili si, Ze musia riesit priklady, aby nadobudli §pecifické zrucnosti.

Zlepsila sa samostatnd praca studentov na cviceniach z matematiky.

Sirsie sa vyuzivaji aktivizujicich metédy vyucby. EduScrum je skupinovd metdda,
pri ktorej si Studenti zvykli na skupinové riesenie problémov, takze sa teraz viac
zdruzuju do skupiniek a viac si navzdjom pomahaju s rieSenim prikladov pred skiskou
a pripravuju sa na skusku spolu.

. Studenti uz nemaji problém sa spytat uéitela, ked nieco nevedia, napriklad zo

strednej skoly, alebo niecomu nerozumeji. Co vyzera ako trividlne zlepsenie, ale bol
to vazny problém, braniaci vyssej efektivnosti vyucovania.

Studenti maji v univerzitnom akademickom informac¢nom systéme k dispozicii
mnozstvo podpornych materidlov, ktoré vo zvySenej miere vyuzivaji na samostatné
studium.

Co by mal urobit §tat?

Opét, uz v materiali [4] z roku 2019 sa uvddza, Ze pri vyucbe matematiky treba definovat,
prijat a implementovat systematické opatrenia zamerané na

a) ucitelov vietkych stupnov kol (vzdeldvanie ucitelov a zvysenie ich poctu);

b) vyucovanie matematiky (moderné postupy, zvySovanie efektivnosti vzdeldvania);

¢) ziakov (podpora zlepsenia studijnych vysledkov);

d) legislativny ramec (zvySenie hodinovej dotécie na strednych odbornych skoléch,

povinnd maturita z matematiky).

Toto su aj opatrenia, po ktorych najviac volaji zastupcovia technickych vysokych skol
spolu s riaditelmi strednych odbornych §kol aj v si¢asnosti. Ide najmé o bod 4, ktory ma
v plne v rukéch politick4 reprezentdcia. Nemalym problémom zacina byt aj ziskavanie
ucitelov matematiky na vysokych skoléch.

Ned4 sa konstatovat, Ze by sa od roku 2019 situdcia s vedomostami absolventov
strednych §kol, uchadzajuicich sa o studium na technickych vysokych skolach, vyrazne
zlepsila. Zasadnym problémom je celkovo nedostatocny akcent statu na podporu tech-
nického vzdelavania. Napriek tomu, ze sa k pripravenosti absolventov strednych §kol na
studium na technickych vysokych skolach pravidelne vyjadruju vysoké skoly, vyjadruju sa
zamestnavatelia, ktorf definuji svoje poziadavky, hladaji a navrhujui riesenia. situdcia sa
nemeni.
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5 Zaver

Clanok opisuje situdciu s problémom nizkej priechodnosti studentov bakaldrskeho studia
na Strojnickej fakulte STU v Bratislave (Slovensko) cez predmety z oblasti matematiky.
Meniace sa vstupné predpoklady (vedomosti a schopnosti studentov, skladba uchadzacov
o $tidium), vonkajsie vplyvy (hodinova dotécia vyucby matematiky, pozadované vedomosti
a schopnosti), technicky pokrok (dostupné softvérové nastroje, umeld inteligencia), toto
vietko nutne ovplyviiuje pristup ucitelov a vedenia fakulty k vyucovaniu matematiky
a vyzaduje vysoki mieru flexibility ucitelov na fakulte, aby sa s tymito zmenami (nielen
v matematike) vyrovnali. Zaroven plati, ze ani vysoka miera flexibility fakulty nedokaze
suplovat niektoré potrebné zdsahy stdtu (dotdcia hodin matematiky na strednych skoldch,
maturita z matematiky), takze neobstoji argument o nedostato¢nej prisposobivosti vysokych
skol meniacim sa podmienkam, v ktorych posobia.

Aj problémy s absolvovanim predmetov z matematiky v bakalarskom stupni studia na
Strojnickej fakulte STU potvrdzuji vseobecne platny zaver, formulovany v [8] - kvalitu
vysokého gkolstva nebude v najblizsich rokoch uréovat kvalita prichddzajiicich studentov,
ale jeho schopnost prisposobit sa novym podmienkach tak, aby boli vysoké skoly schopné
poskytovat kvalitné vzdelanie, a zdroven slizili ¢oraz roznorodejsej skupine studentov.
Toto je zakladnd premisa pre dalsie posobenie slovenskych technickych vysokych gkol.

Pod akovanie

Tento ¢lanok vznikol s podporou Kulturnej a edukacénej grantovej agentiry (KEGA),
granty ¢islo 0255TU-4/2024 a 016STU-4/2025.
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INDICKY MATEMATICKY GENIUS
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Abstrakt: V prispévku jsou popsany zivotni osudy a nékteré matematické vysledky
indického matematika S. Ramanujana. Zaméruje se na ty, které maji souvislost s programy
pocitacové algebry ¢i skolskou matematikou a mohou byt predvedeny zékum ¢i studentum,
kteri maji zajem o matematiku ¢i historii matematiky. Je zde prezentovan ndvrh motivacnich
a rozvijejicich dloh inspirovanych Ramanujanovym dilem, které podporuji u zaku tvorivé
a logické mysleni, vytrvalost pii feSeni problému a pozitivni vztah k matematice. Cilem
prispévku je ukézat, ze propojeni historie matematiky, moderni pedagogiky a digitalnich
technologii muze byt silnym nastrojem pro rozvoj matematického nadani a zajmu o obor.

Klicova slova: Srinivasa Aiyangar Ramanujan, zivotopis, objevy, tlohy pro nadané zaky,
digitalni technologie, GeoGebra, Excel

Indian Mathematical Genius
Srinivasa Aiyangar Ramanujan

Abstract: The article describes the life and some mathematical results of the Indian
mathematician S. Ramanujan. It focused on those that are related to computer algebra
programs or school mathematics and can be demonstrated to pupils or students who
are interested in mathematics or the history of mathematics. We present a proposal for
motivating and developing tasks inspired by Ramanujan’s work, which support pupils’
creative and logical thinking, perseverance in solving problems and a positive attitude
towards mathematics. The aim of the article is to show that the connection of the history
of mathematics, modern pedagogy and digital technologies can be a powerful tool for the
development of mathematical talent and interest in the field.

Keywords: Srinivasa Aiyangar Ramanujan, biography, discoveries, tasks for gifted stu-
dents, digital technologies, GeoGebra, Excel
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Uvod

Srinivasa Aiynangar Ramanujan byl v matematice samoukem, pfesto vSak proslul ne-
oby¢ejnou tvorivosti a originalitou mysleni. Jeho pribéh je pozoruhodnou kapitolou v historii
matematiky. Srinivasa Ramanujan se narodil v jihoindickém meésté Erode 22. 12. 1887 do
velice chudé brahmanské rodiny, mél 3 sourozence, otec byl ucetni.

Ramanujan projevoval neobyc¢ejny zajem a nadani pro matematiku. Jiz ve ¢tvrtém
rocniku na zakladni skole okamzité odpovédél starsimu spoluzakovi, ze soustava rovnic
Ve+y=7 /y+xr=11mafeseni x =9, y = 4.

V listopadu 1897 pri oblastnich zkouskach zékladnich skol byl Ramanujan nejispésnéj-
sim zédkem a diky tomu mohl zacit studovat na méstské stiedni skole v Kumbakonamu. Ve
12 letech si vypujcil od spoluzéka sbirku ,,Plane trigonometry* (Trigonometrie v roviné)
od S. L. Loneyho a vyfesil problémy v této sbirce bez pomoci (neoby¢ejné nadani v mnoha
oblastech matematiky, napf. aritmetice, algebie, geometrii, teorii ¢isel a trigonometrii).
V r. 1903 uspésné vykonal maturitni zkousku.

Nésledné studium na univerzité v Madrasu vsak jiz skonc¢ilo neuspéchem. Ramanujan
se soustredil jen na matematiku a zanedbaval studium ostatnich predméti. V roce 1909 se
ozenil s Janaki (9 let), byl to domluveny snatek.

V roce 1910 se setkal se zakladatelem indické matematické spolec¢nosti Ramaswamy
Aiyerem (1871-1936) a ukdzal mu své poznamky (Ramanujan’s Notebooks). Ramaswamy
poznal talent Ramanujana a napsal mu doporucujici dopis pro profesora P. V. Seshu Aiyera.
Ramanujan se s nim setkal jiz na univerzité a profesor byl ohromen obsahem Ramanujan’s
Notebooks a s dalsim doporucujicim dopisem poslal Ramanujana za Diwan Bahadur R.
Ramachandrem Rao, nejuznédvanéjsim matematikem v té dobé v Indii. Néjakou dobu byl
Ramanujan podporovan sympatizujicimi indickymi matematiky a v r. 1912 ptijal misto
ucetniho spolecnosti Madras Port Trust.
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1 Dopis do Cambridge

Ramanujan byl ¢im dal vice uznavanym matematikem. V roce 1913 obdrzel Godfrey
Harold Hardy (1877-1947), profesor na univerzité v Cambridge, zndmy svymi pracemi
v matematické analyze a teorii ¢isel, dopis odeslany z Madrasu v Indii. Odesilatelem byl S.
Ramanujan - mlady muz, pracujici jako uc¢etni v tamnim pristavu, nemajici ani univerzitni
vzdélani, ktery ,vénuje veskery volny ¢as matematice®, v niz si nasel ,svou vlastni cestu®.
Zadal o posouzeni dodatku k dopisu — nékolika lista s asi 120 formulemi a vétami bez
dukazu.

Prvni reakce slavného Hardyho byla dopis ignorovat. Nastésti jesté tyz den po veceri
prostudoval spolu se svym piitelem Johnem Edensorem Littlewoodem (1885-1977)
onen dodatek. Po nékolika hodinach oba konstatovali, ze nejde o préci ztiesténce, ale génia.

Po sezndmeni s Ramanujanovym dopisem se Hardy snazil zajistit jeho cestu do
Anglie. Namitky Ramanujanovy matky nastésti ustaly v dobé, kdy pry ve snu vidéla
syna ve skupiné Evropanu, pricemz ji bohyné Namagiri porucila, aby se cesté nevzpirala.
Ramanujan nakonec v breznu 1914 vskutku do Cambridge odcestoval a zacal pracovat
v Trinity College. Zacala tak jeho pfima spoluprace s Hardym, ktera vyustila v fadu
¢lankt, vénovanych teorii ¢isel. Bohuzel se u Ramanujana na jafe roku 1917 objevila
nevylécitelnd nemoc. Ramanujan byl v témze roce zvolen za ¢lena Krélovské spolecnosti
v Londyné a také se jako prvni indicky védec stal clenem Trinity Fellowship. Stiidaveé
vsak jiz pobyval v sanatoriich a mimo né. Pfi jedné z ndavstév v nemocnici mu Hardy fekl,
ze prijel v taxi s ¢islem 1729, jez je nezajimavé (1729 = 7- 13- 19 — to je nudny rozklad
v soucin prvocisel). Ramanujan okamzité odpovédél, ze je to naopak ¢islo pozoruhodné —
je totiz nejmensim prirozenym Cislem, které jde zapsat dvéma zpusoby jako soucet tietich
mocnin (1729 = 9% + 10° = 1? + 123). O Ramanujanovi se ik, ze ,kazdé piirozené ¢islo
bylo jeho osobnim pritelem*. Do vlasti se vratil az v iinoru 1919, kdyz po skonceni svétové
valky byla lodni doprava zase bezpecna, avsak pres veskerou péci zemiel 26. 4. 1920 na
nemoc, diagnostikovanou jako tuberkuléza. Dnes se vSak soudi, Ze mohlo jit o nedostatek
nékolika vitaminu.

2 Ramanujanovy zapisniky

I kdyz Ramanujanovy zapisniky vysly v roce 1957 a jeden ,ztraceny“ v r. 1979, bylo
nutno vykonat obrovskou préci spojenou s jejich ,rozlusténim“ (Ramanujan uzival vlastni
znaceni), doplnénim komentéiu a chybéjicich diukazu. Tuto praci vykonal Bruce C. Berndt
z Univerzity Illinois v Urbana-Champign. Nékteré z Ramanujanovych vysledku nalezly
uplatnéni v teoretické fyzice. Kupf. nositel Nobelovy ceny za fyziku z r. 1979 S. Weinberg
vzpominal, jak se pfi studiu teorie strun v sedmdesatych letech minulého stoleti setkal
s matematickym problémem, pfi jehoz studiu zjistil, Ze potiebné vzorce nalezl Ramanujan
vr. 1918.
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Obrazek 1: Jedna strana z Ramanujanovych zapisniku (Notebooks)

3 Nékteré Ramanujanovy objevy

Zminime nékteré Ramanujanovy objevy:

e Aproximace ¢isla 7

Modulérni funkce a aproximace 7

Highly composite numbers

Ramanujanova prvocisla
Cisla typu taxicab
Mock-theta funkce

Magické ctverce

e Funkce rozklad ¢isel a Ramanujanovy kongruence

O nékterych jeho objevech se zminime podrobnéji.

Vétsina Ramanujanovych formuli zachycuje vztahy mezi ¢isly s nekoneénym rozvo-
jem, nekone¢nymi soucty ¢i souciny a fetézovymi zlomky. Jiné formule se tykaji teorie
¢isel, algebraickych identit atd. Nékteré jeho vzorce obsahuji fady rychle konvergujici
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k prevracené hodnoteé ¢isla 7, které mohly byt v moderni dobé vyuzity k jeho vypoctu
na difve naprosto nemyslitelny pocet desetinnych mist, resp. byly inspiraci pro hledani
obdobnych formuli pocitacovymi metodami. Dnes, kdy je vybaveni skol pocitaci a software
provadéjicim algebraické manipulace jiz samoziejmosti, je mozné se seznamit s nékterymi
Ramanujanovymi aproximacemi ¢isla .

Aproximace cisla 7

22
priblizné vyjadreni ¢isla m na 9 desetinnych mist. Kalkulacka s obvykle osmimistnym
displejem bude tedy ,mélo“. Lze vSak vyuzit matematické programy, napr. MATHEMA-
TICA.

Provérme dale, ze Ramanujanovy aproximace

1
Jiz prvni z elementarnich skolnich ukézek, které uvedeme, m = <92 + ﬁ) 4, poskytuje

63 17+ 15v5
TR — s ————,
25 7+ 15V5

resp. ™R ) davaji spravné prvnich 9, resp. 14 desetinnych mist ¢isla .

Vsechna dosud uvedena pribliznd vyjadreni ¢isla 7 jsou vsak ,staticka“, neumoznuji
toto ¢islo pocitat s libovolnou presnosti. Ramanujan objevil asi patnact ¢iselnych rad,
konvergujicich relativné rychle nikoliv k ¢islu 7, ale k prevracené hodnoté tohoto ¢isla.
Zde je jedna z nich:

121, (24v5)(3+V13

1 V8 i (4n!) [1103 + 26390n]
™ 9801 (n!)4 3964n

n

Highly composite numbers

Prvocislo je ¢islo, které je délitelné pouze ¢islem 1 a samo sebou, napi. 2,3,5,7,11, 13,17,
19,23,29,31, .. ..

Poctem prvocisel mensich nez jakékoliv zvolené cislo se zabyval jiz francouzsky mate-
matik Adrien-Marie Legendre (1752-1833) nebo némecky matematik a fyzik Johann Carl
Friedrich Gauss (1777-1855). VSechny poznatky vedly ke vzniku prvociselné véty, kterd
uvadi m(n) = i}, kde 7(n) oznatuje pravé pocet prvocisel mensich nez cislo n. Kazdé
kladné celé ¢islo je navic mozné vyjadrit jako souc¢in mocnin prvocisel. Termin highly
composite numbers lze ptelozit jako velmi slozend cisla.

Definice 1
Highly composite number je kladné celé ¢islo, které ma vice délitelii nez vSechna
mensi kladna cela ¢isla.

Ramanujan uvadel, ze pocet délitelu kladného ¢isla N je extrémné nepravidelny pro
N blizici se k nekonecnu. V zavislosti na tvaru ¢isla N se v ¢asti ptipadu tento pocet blizi
k nekonecnu a v druhé c¢asti zustava tento pocet nizky. Ve svém dile Highly composite
numbers uvedl seznam prvnich 102 takovych ¢isel ze seznamu. Ramanujan navic z mnoziny
highly composite numbers urcil jesté podmnozinu ¢isel, kterou nazval superior highly

composite numbers (napf. 2,6, 12,60, 120, 360, 2520, . . .).
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Ramanujanova prvocisla
Zkoumani prvocisel bylo jednim z velkych Ramanujanovych zajmu.

Definice 2
Pro n > 1 je n-té Ramanujanovo prvocislo nejmensi kladné celé ¢islo R, takové,
ze pokud je =z > R,, potom plati 7(z) — 7 (%x) > n.

Cisla typu taxicab

Ramanujan pobyval v Anglii a béhem poslednich mésicu zde byl z diivodu své nemoci
v ruznych sanatoriich. Jak jiz bylo uvedeno, jeho ptitel Hardy jej v jednom sanatoriu
navstivil a zminil se, ze prijel taxikem s nezajimavym c¢islem 1729. Ramanujan naopak
¢islo 1729 povazoval za velmi zajimavé:

Je to nejmensi mozné ¢islo, které 1ze vyjadrit pomoci dvou ruznych souctu tietich
mocnin &sel: 1729 = 13 4 123 = 93 4 10°. Cislo 1729 je jednim ze skupiny &isel, které
maji stejnou vlastnost. Na zaklade vyse uvedeného dostala tato skupina specidlni nazev
taxicab numbers - tzv. taxikova ¢isla.

Definice 3 (Taxicab ¢isla)
N-té ¢islo typu taxicab Ta(n) je nejmensi &islo, které lze vyjadrit pomoci n
zpusobu jako soucet tiretich mocnin dvou kladnych cisel.

Ramanujanovo ¢islo 1729 je az druhym ¢islem typu taxicab, prvnim je Ta(l) = 2 =
1%+ 13

V dnesni dobé zname 6 cisel, ktera patii do této skupiny.

Cabtaxi ¢isla
Pojem cabtaxi ¢isla vznikl jako inverze ptivodniho pojmu taxicab ¢isla.

Definice 4 (Cabtaxi ¢isla)
N-té ¢islo typu cabtaxi je nejmensi ¢islo, které lze vyjadrit pomoci n zptusobiu
jako soucet tietich mocnin dvou celych é&isel, ktera nemusi byt kladna.
Napi. 1 =134+ 0°
91 =63 — 53 =33 +43
Pribéh cisla 1729 ukazuje, jak i zdanlivé obycejna ¢isla v sobé mohou skryvat zajimavé
matematické vlastnosti.

Magické ¢tverce
Magickym ¢tverciim je vénovana jedna z kapitol v prvnim Ramanujan’s Notebook.
Zpocatku pracoval s magickymi ¢tverci 3 X 3 nebo 4 x 4, konéil se ¢tverci 8 x 8.

Definice 5 (Magické ctverce)

Magicky ctverec je ctvercové pole obsahujici kladna cela cisla. Pro tato cisla
plati, ze pokud sec¢teme cisla v kazdém radku, sloupci i na obou diagonalach,
dostaneme jako soucet stejné cislo. Toto ¢islo nazyvame magicka konstanta.
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Ramanujanovy znamé ctverce jsou s jeho datem narozeni v prvni fadce, viz obrazek.

22 | 12 | 18 [ 87 22 | 12 | 18 | 87

62 | 20 | 31 | 26 88 |17 | 9 | 25

41 | 7 | 81| 10 10| 24 | 89 | 16

14 1100 9 | 16 19 (S86 2311

Obrazek 2: Magické ctverce

Lze sestavit i obecné feseni tohoto problému pro libovolné datum. Pokud den oznac¢ime
jako D, mésic jako M, pocatecni dvé cisla letopoctu jako P a koncova dvé cisla letopoctu
jako K, muzeme ke tvorbé magického ¢tverce pro konkrétni datum pouzit nasledujici
schéma:

D M P K

E+1| P-1 | M-3 | D+3

M-2 ([D+2 |K+2 | P-2

P+l | K-1 | D+1 | M-1

Obrazek 3: Magicky ctverec - schéma

4 Ulohy pro nadané zaky
Na zdkladé Ramanujanovych objevu jsme vytvorili ilohy pro nadané zaky:.

Uloha 1 - Kolika zpusoby lze rozlozit ¢islo 77

Zjistéte, kolika ruznymi zpusoby lze rozlozit ¢islo 7 na soucet kladnych celych éisel.
V souctech nezalezi na poradi s¢itancu. Napt. rozklady: 4 =24+ 1+1,4 =142+ 1,
4 =141+ 2 jsou povazovany za jeden totozny rozklad.
Komentdr: Zaci maji k dispozici programy v GeoGebie a v Excelu, kde si své vysledky
mohou zkontrolovat.
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Uloha 2 - Ramanujanovo taxicab ¢islo

Slavny matematik Hardy jednoho dne Sel navstivit svého nemocného ptitele S. Ra-
manujana do sanatoria. A protoze se oba velmi zajimali o ¢isla, Hardy pfi jejich setkani
konstatoval, ze taxik, kterym prijel, mél nezajimavé ¢islo 1729. Ramanujan s tim ale
nesouhlasil, podle néj bylo ¢islo 1729 velmi zajimavé.

Najdéte ¢isla, jejichZ soucet tfetich mocnin da ¢islo 1729: (1729 = a® + b3 = 3 + d?).
Komentdr: Pomoci programu v Excelu mohou zaci zjistit prislusny rozklad, nebo mohou
najit dalsi ¢isla se stejnou vlastnosti.

r
— - - [Ens] i3 — Cisle
g o © o= _ —
| Domi I VloZeni RozloZeni stranky Vzorce Data Revize Zobrazeni Viyvojar Print2PDF
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143 Kopirovat ; 7
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Schranka E Pismo | Zarovnani | Cislo
06 - Q &
(I B e oo J e | F L 6 lob 1]
| 1 |Cislo Dvojice (a,b)
=28 1729 1,12 | 9,10
| 3| 4104216915 Vynuluj Vypotet
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| 8 | 216027 3,60 | 22,59
] 32832 4,32 | 18,30
| 10| 110656 4,48 | 36,40
| 11| 314456 4,68 | 30,66
|12 | 216125 5,60 | 45,50
| 13| 439101 5,76 | 48,69
| 14 | 110808 6,48 | 27,45
|15 | 373464 6,72 | 54,60
| 16 | 593047 7,84 | 63,70
| 17| 149389 8,53 | 29,50
| 18 | 262656 8,64 | 36,60
|15 | 885248 8,96 | 72,80
| 20 | 40033 9,34 | 16,33

Obrazek 6: Taxicab ¢isla v Excelu 1
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Obréazek 7: Taxicab ¢isla v Excelu 2

Ulohu je mozno zjednodusit. Zaci mohou hledat jen ¢isla, kterd lze zapsat jako soucet
druhych mocnin.

Uloha 3 - Magicky c¢tverec

Prvni tadek tohoto ¢tverce obsahuje datum narozeni slavného indického matematika
Srinivasy Ramanujana - 22. 12. 1887. Ostatni ¢isla v tomto ¢tverci sice uz nemaji zadny
realny duvod, ale nejsou pouze ndhodna. Vsechna ¢isla v nasledujicim ¢tverci jsou totiz
umisténa do svého pole na zékladé jednoho pravidla. Zkuste toto pravidlo najit.
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88 | 17 9 25

10 | 24 | 89 | 16

19 | 86 | 23 | 11

Obréazek 8: Magicky ¢tverec

Komentdr: Zaci mohou sestrojit magicky étverec, kde v prvnim fadku bude datum jejich
narozeni. Maji k dispozici programy v GeoGebie a Excelu, které jim pomohou s vyfeSenim
ulohy.

€ magicky_ctverec_4x4.ggh
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Obrazek 9: Magicky ¢étverec 2 - pomoci GeoGebry
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Obrazek 10: Magicky ctverec 2 - pomoci Excelu
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Obrazek 11: Magicky ¢tverec 3 - pomoci Excelu
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Déle mohou zaci tesit klasicky magicky ¢tverec 3 x 3. (Dopliite ¢isla 1 az 9).
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Obrazek 12: Magicky ctverec 3 x 3 - zadani v Excelu
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Obréazek 13: Magicky ¢tverec 3 x 3 - feSeni v Excelu
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Uloha 4 - Prvoéisla mezi n a 2n

To, Ze jsou prvocisla velmi zajimava ¢isla, si myslel jiz genidlni indicky matematik
Srinivasa Ramanujan. Jeho objevy v oblasti prvocisel udivuji matematiky dodnes. Vasim
ukolem bude tedy zkusit si podobné objevovéani s prvocisly.

Zjistéte, kolik prvocisel je mezi ¢isly n a 2n pro ruznd mald n (napi. 5, 10, 15, ...).
Plati, ze vzdy mezi témito ¢isly najdeme alespon jedno prvocislo?
Komentdr: Zaci zkousi hledat prvocisla mezi n a 2n. Zkontrolovat si sv4 Fedenf zase mohou
pomoci programu pripravenych v Excelu.

r
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Prvoéisla mezin a 2n
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Obrazek 14: Prvocisla mezi n a 2n - Excel
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Obréazek 15: Prvocisla mezi n a 2n - Excel
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5 Zavér

Dozvédéli jsme se o zivote slavného indického matematika S. A. Ramanujana a o jeho
vyznamnych objevech. Ulohy pro nadané zdky mohou slouzit jako inspirace do vyuky
matematiky na ZS ¢ v nizsim roéniku SS. Digitalni technologie bézné dostupné na
zékladnich a stfednich skolach umoznuji tesit tlohy, které ve spojeni s Ramanujanovym
pribéhem obsahuji zna¢ny motivacni potencidl.

Zajimavost: V r. 1962 byla v Indii vydana postovni znamka k pfipomince 75. vyroci

narozeni S. Ramanujana:
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Obrazek 16: Indicka postovni znamka - 1962
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INTERAKTIVNI ULOHY ROZVIJEJICI
KOMBINATORICKE MYSLENI ZAKU 1. STUPNE
7S

Marika Hrubesoval, Terezie Machatova?

'Pedagogickd fakulta JU v Ceskych Budgjovicich, 2Zgkladni skola, Znojmo,
namesti Republiky 9

Abstrakt: Kombinatorické a logické mysleni je souc¢asti nasich zivotu uz od narozeni,
a proto je nutné ho rozvijet jiz u zaki na prvnfm stupni ZS. S zéky je vhodné fesit takové
tlohy, které jsou typické predevsim svym experimentalnim charakterem. Zci béhem fesent
experimentuji, vyuzivaji logicky tusudek, vypisuji vSechny moznosti nebo tlohy fesi pomoci
grafického ¢i jiného znézornéni. Prispévek ukazuje jednu z moznosti, jak predlozit zakum
kombinatorické ilohy zajimavou a hravou formou v atraktivnim prostiedi, které samo
o sobé motivuje.

Klicova slova: kombinatorika, digitalni technologie, Genially, sbirka, interaktivni tabule

Interactive tasks developing combinatorial thinking in primary
school pupils

Abstract: Combinatorial and logical thinking has been part of our lives since birth, which
is why it is necessary to develop it in primary school pupils. It is appropriate to solve tasks
with pupils that are primarily experimental in nature. While solving the tasks, pupils
experiment, use logical reasoning, list all possibilities, or solve the tasks using graphical or
other representations. The paper shows one of the possibilities of presenting combinatorial
tasks to pupils in an interesting and playful way in an attractive environment that is
motivating in itself.

Key words: combinatorics, digital technology, Genially, collection, interactive whiteboard
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Uvod

Kombinatorika predstavuje dulezitou souc¢ast matematického mysleni, ktera rozviji schop-
nost zaku systematicky uvazovat, planovat a hledat vsechny mozné varianty reseni. Prestoze
byva casto spojovana az s vyssimi stupni vzdélavani, jeji zaklady lze ptirozené a smysluplné
rozvijet jiz na prvnim stupni zakladni skoly. V tomto obdobi déti spontanné zkoumaji
ruzné moznosti a kombinace ve svém kazdodennim zivoté — napiiklad pri skladani obleceni,
vybirani si obleceni do Skoly, hledani moznych teSeni, jak postavit véz, jak si sestavit
kopecky zmrzliny do kornoutu ¢i pii sestavovani jidelnicku. Tyto situace poskytuji prirozeny
zéklad pro ulohy, které vedou k pochopeni zakladnich principu kombinatoriky. Ukolem
ucitele je na téchto zkuSenostech stavét, vhodné je strukturovat a pretvaret v hravé
matematické aktivity, které podporuji tvorivé mysleni i radost z objevovani.

Cilem tohoto ¢lanku je predstavit netradiéni sbirku kombinatorickych tloh pro zaky
prvniho stupné zakladni Skoly v interaktivni aplikaci Genially.

1 Kombinatorika na 1. stupni ZS

Kombinatorické ulohy bychom mohly zaradit mezi nestandardni ulohy, které jsou pro zéka
neobvyklé, at uz zaddnfm ¢i zptisobem feSeni a vyzaduji tvofivost Zdka a jistou originalitu.
Napf. Liskova a Rezek (2015) zminuji, Ze pii préaci s nestandardnimi ilohami se vytvaii
vhodny prostor pro naruseni zakovskych stereotypu, které se pii vyuce matematiky casto
vyskytuji a jsou pro dalsi vyvoj matematického mysleni zaku skodlivé. Jednim z typickych
rysu nestandardnich tloh je i vice moznych variant postupu pfi jejich feseni. Pti vyuce je
treba s témito tlohami pracovat tak, aby se zaci mohli sezndmit i s jinymi myslenkovymi
postupy, nez které sami objevili. Pro kazdého zaka je cennou zkusenosti porovnat, jak jeho
spoluzaci tesi stejny problém. Je velmi dulezité, aby zdk dovedl samostatné posoudit, které
z predlozenych feseni je zajimavé, srozumitelné, prehledné a v neposledni fadé i efektivni.
(Liskové, Rezek, 2015, s. 101)

Pii feseni kombinatorickych tloh Zéaci rozviji kombinatorické a logické mysleni, kritické
usuzovani a v neposledni fadé i srozumitelné a vécné argumentace (Pifhonskd, 2019).
Blazkova (2020) popisuje kombinatorické mysleni nésledovné. Jde zpravidla o vytvareni
specifickych schopnosti a dovednosti, pti kterych se uc¢ime:

e provadét vybér prvku z dané skupiny (mnoziny) podle urcitého pravidla,
e provadét usporadani prvku danym zpusobem,
e najit metodu vyhledavani vSech skupin prvku s pozadovanou vlastnosti,

e poznat, zda se ve vybranych skupindch jedna o skupiny uspotdadané nebo neu-
spotradané,

e rozhodnout, zda se prvky ve skupinach mohou nebo nemohou opakovat,
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e formulovat pravidlo pro vyhleddvéni vsech skupin s pozadovanou vlastnosti. (Blazkové,
2020, s. 1)

Kombinatorickymi tilohami muzeme tedy rozumét takové tlohy, pii kterych zaci vybiraji
prvky z néjaké mnoziny podle danych kritérii, usporadavaji prvky, které splnuji zadané
podminky. Ulohy by mély byt voleny takovym zpusobem, aby vychazely ze zkusenosti
zaku a z redlného zivota. Typickou kombinaé¢ni tilohou je napt. podavani rukou. V tomto
pripadé zéci hledaji pocet vSech moznych usporddanych dvojic vytvorenych ze vSech prvku
mnoziny.

Piihonska a Brehovsky (2017) zminuji, Ze dlohy, které vyuzivaji zékladni kombinatorické
tivahy, jsou zafazeny v podstaté ve véech uéebnicich matematiky prvniho stupné ZS, pficemz
nejcastéji se jednd o 1lohy s ¢isly, zamérené na kombinovani v rdmci procvicovani pocetnich
operaci. Déle uvadi, ze za vhodné didaktické pomucky rozvijejici logicko-kombinacni
mysleni je mozné povazovat i celou fadu spolecenskych her, jako je napf. Rummikub,
Domino, Kostky, Logic, Scrable, sj.

V Rémcovém vzdélavacim programu 2025 (NPI, 2024), ktery vychézi ze Strategie
vzdélavaci politiky Ceské republiky do roku 2030+, nenf kombinatorika explicitné uvedena,
nicméné hraje dulezitou roli v matematickém kurikulu na zakladni skole. Kombinatorické
ulohy bychom mohli urcité zaradit do oblasti Logicko-matematické gramotnosti, ddle Mate-
matika a jeji aplikace do okruhu Cislo a proménnd, Geometrie, Statistika a pravdépodobnost
a samoziejmé kombina¢nimi tlohami rozvijime Klicové kompetence k feseni problému.

Kombinatorické tlohy by mély byt pro zdky na prvnim stupni ZS zajimavé, motivacni
a vhodné zadané tak, aby zaci mohli zkoumat, odhadovat, experimentovat a objevovat.
Zpusob, jakym zaci fesi kombinatorické tlohy na prvnim stupni zakladni skoly, je do
velké miry zavisly na véku, zkuSenostech s matematikou a typu tlohy. Nejprve zaci
vyuzivaji manipulativni strategie, pii kterych si situaci vizualizuji, tzn. s predméty pohybuji,
preskupuji a kombinuji tak, aby zjistili vSechny moznosti. Pozdéji zac¢inaji vyuzivat grafické
zapisy (napt. stromovy graf) ¢ tabulky pro vypsani vsech moznosti (nesystematicky,
pozdéji systematicky).

2 Digitalni technologie ve vzdélavani

Soucéasti moderni doby, moderniho vyucovani, jsou digitalni technologie. Mezi jasné vyhody
patii napf. zvySeny zajem a motivace zaku, aktivni zapojeni zaku do vzdélavaciho procesu,
lepsi vizualizace uc¢ebni latky, individualni tempo uceni, obohaceni vyuky o interaktivni
prvky, rychld uprava pro potrebny vzdélavaci efekt, rychla aktualizace materialu, prirozeny
rozvoj informaé¢ni gramotnosti apod.

V Ramcovém vzdélavacim programu 2025 pro zakladni vzdélavani se digitalni techno-
logie posiluji jako klicova kompetence napiic vSemi predméty a zaroven se rozviji ,,nova*
Informatika, ktera klade vétsi diraz na porozumeéni principim fungovani technologii,
kybernetickou bezpecnost, etické vyuzivani digitdlniho prostiedi a aktivni roli zédka, vcetné
nastup umélé inteligence. (RVP ZV, 2025) Pro skoly to znamend, ze je tieba aktualizovat
Skolni vzdélavaci program tak, aby reflektoval nové pozadavky, piicemz Nérodni peda-
gogicky institut (NPI) poskytuje metodickou podporu, ruzné kurzy a zajimavé zdroje.
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Moderni materidly by mély byt ve formé digitalnich u¢ebnich materidlu a vyuzivat by se
online néstroje, které podporuji individualizaci' vyuky.

Existuje celda fada zajimavych online digitalnich nastroju vhodnych do vyuky ma-
tematiky. Jednou z nich je i aplikace Genially. Jedna se o online platformu pro tvorbu
interaktivnich a vizualné atraktivnich prezentaci, testu, digitalnich pracovnich listu a dalsich
materialu. Umoznuje kombinovat text, obrazky, animace a funguje zcela online, neni tieba
nic instalovat. (www.genial.ly) Uciteli tak staci pouze interaktivni tabule, vytvofeny
material a je vSe pripraveno do vyuky. Na této platformé je mozné tedy vytvorit do
vyuky matematiky napf. ruzné kvizy, prezentace, zajimavé ulohy s interaktivnimi prvky ¢i
i inikovou hru.

Genially také umoznuje snadnou aktualizaci a ipravu obsahu. Pokud je potieba pridat
nové tlohy nebo upravit stavajici, lze to provést rychle a jednoduse, aniz by bylo nutné
instalovat nebo aktualizovat software na strané uzivatele.

Dalsim dulezitym aspektem technické realizace je zajisténi spolehlivosti a bezpec¢nosti
aplikace. Genially poskytuje robustni platformu, ktera je stabilni a bezpecnd pro pouziti
ve Skolnim prostiedi. Diky tomu mohou ucitelé a zaci bez obav pouzivat hru jako soucast
svého vzdélavaciho procesu. (Sobova, 2024)

3 Interaktivni sbirka

Interaktivni sbirkou rozumime soubor loh, cvic¢eni ¢i piikladu, které jsou doplnény o di-
gitalni prvky umoznujici aktivni zapojeni zaky. Ucitel tak muze vidét nejen okamzitou
zpétnou vazbu, ale vizualizace zakim pomahd a motivuje pii praci. Zaci zérovein mohou
s daty a jednotlivymi prvky aktivné manipulovat. Piikladem takové sbirky je interaktivni
sbirka vytvorend v online prostiedi Genially, zaméfend na seznameni zaku prvniho stupné
zakladni Skoly s kombinatorickymi tlohami. Sbirka je navrzena pro vyuziti jak pfi samo-
statné praci zaku, tak pti praci ve dvojicich ¢ skupindch, pripadné jako podpurny material
pti vyuce s vyuzitim interaktivni tabule. Ucitel tak muze pruzné reagovat na potieby zaku
a volit ilohy odpovidajici jejich aktualni trovni.

Interaktivni sbirka s nazvem ,,Mésto“ je zasazena do prostiedi, které je zakum blizké
a znamé, a cilené rozviji kombinatorické mysleni.

Ve hie se zaci pohybuji méstem a v jednotlivych budovéch ¢ na ruznych mistech ve
meésté Tesi kombinatorické tlohy. Shirka Meésto zahrnuje celkem 8 hlavnich lokaci, napf.
skola, cukrarna, htisté. Hra je rozdélena do tii ¢asti odpovidajicich jednotlivym drovnim
obtiznosti pro zaky 1. az 3. roc¢niku zakladni skoly. Kazda tiroven je prizpusobena vékovym
i znalostnim schopnostem zaku. Pro zvysSeni atraktivity byla cela sbirka ilustrovana
v aplikaci Procreate.

Hra zacind privitanim hlavni postavy, hol¢icky Anicky, kterd zaky provazi celym hernim
prostiedim. Po ivodnim privitani si zaci zvoli svuj rocnik, ¢imz se nastavi uroven obtiznosti
uloh, které budou v prubéhu hry fesit. Nasledné se zobrazi mapa mésta s vyznacenou
budovou, ve které zaci zahajuji svou cestu.

Individualizace — pedagogicky piistup, ktery pfizpiisobuje metody, tempo, obsah a hodnoceni vzdéldvani
potiebam, schopnostem a zdjmum kazdého jednotlivého zdka.


www.genial.ly
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Obrazek 1: Interaktivni sbirka ,, Mésto

V danych budovdch jsou rozmistény bud jedna, ¢i dvé tilohy. Na tivodni obrazovee hry
je na levé strané umisténa lista s osmi okynky. Za kazdou splnénou ilohu se v okynku objevi
obrazek charakterizujici dany piiklad. Tento vizualni prvek umoznuje zakum piehledné
sledovat svuj postup hrou a soucasné je motivuje k dalsimu feSeni tloh.

V pravém hornim rohu obrazovky zaci vidi zadani ulohy, zatimco ve spodni ¢asti
obrazovky je znazornéno jeji feSeni. U nékterych tloh je v horni ¢asti obrazovky k dispozici
také napovéda. Na levém okraji obrazovky se nachazi ikona domecku, prostiednictvim
které se zaci po vyteseni ulohy mohou vratit zpét k planku mésta.

Obrazek 2: Motivacni uloha

Po kliknuti na budovu se zakum nejprve otevie uvitaci tkol, ktery neni zaméren na
kombinatoriku. Tento kol je zafazen s cilem motivovat zaky k feSeni dalsich tloh a zaroven
umoznit i tém, kteif si s kombinatorickymi tilohami nejsou jisti, zazit pocit uspéchu (viz
obr. 2). Po vyteseni uvitaciho kolu se nasledné zptistupni hlavni tloha v dané budove.
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Anicka stojf na biehu ped stromy, potfebuje se
dostat na druhy bieh.

Kolika zpuisoby se miiZze na druhy
bfeh dostat ?

Obrazek 3: Ukézka tlohy

Celkem se ve shirce nachéazi 24 motivacnich tloh a 33 tloh kombinatorickych. Na
zakladé zkuSenosti déti s podobnymi typy uloh si ucitel/ka muze zvolit ve sbirce roénik, ve
kterém dané tlohy s zaky vytesi.

4 Zaveér

Interaktivni sbirka vytvorena v prostiedi Genially predstavuje vhodny didakticky prostredek
pro zabavny a ¢innostné orientovany rozvoj kombinatorického mysleni zaku prvniho stupné
zakladni skoly. Diky své dostupnosti v online prostiedi muze slouzit nejen ucitelim jako
podpurny vyukovy material, ale i dalsim zajemcum o rozvoj kombinatorického mysleni. Do
budoucna lze sbirku déle rozsifovat o dalsi typy kombinatorickych tloh a prizpusobovat ji
potfebam vyuky na prvnim stupni zakladni skoly.

Odkaz na hru: https://view.genially.com/666770b5a1d0630014dc19a7

QR kod s odkazem na hru:



https://view.genially.com/666770b5a1d0630014dc19a7
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INTEGRACE UMELE INTELIGENCE DO VYUKY
MATEMATIKY NA ZAKLADNI SKOLE
S PRIKLADY DOBRE PRAXE

Miroslava Huclova

Katedra matematiky, fyziky a technické vychovy, FPE, ZCU

Abstrakt: Clanek se zabyva moznostmi integrace umélé inteligence (AI) do vyuky ma-
tematiky na zakladni skole. V teoretické ¢asti je popsan vyznam digitalnich technologii
v kontextu rdmcovych vzdélavacich programu a zduraznéna potieba systematického
a promysleného zaclenéni Al do vzdélavaciho procesu. Praktickd ¢ast prezentuje konkrétni
priklady vyukovych jednotek realizovanych v jednotlivych ro¢nicich zédkladni skoly, které
propojuji matematické ucivo s vyuzitim nastroju umeélé inteligence — od tvorby interak-
tivnich kvizu a komiksu az po generovani hudby ¢i porovnavani feseni matematickych
uloh mezi zdkem a Al. Soucasti je také analyza pfinosu a rizik spojenych s vyuzitim
Al a zaznamenand zpétna vazba zaku, kterd potvrzuje zvySeny zijem o vyuku, rozvoj
kritického mysleni a hlubsi porozuméni matematickym konceptum. Studie ukazuje, ze
umeéld inteligence muze byt vyznamnym podpurnym nastrojem vyuky, pokud je pouzivana
zodpovédné, s ohledem na didaktické cile a potieby zaku.

Klicova slova: Al, dobra praxe, vyuka matematiky.

Integrating artificial intelligence into elementary school
mathematics education: Examples of best practices

Abstract: This article explores the possibilities of integrating artificial intelligence (AI)
into mathematics instruction in elementary school. The theoretical section describes
the importance of digital technologies in the context of national curriculum frameworks
and emphasizes the need for a systematic and well-thought-out integration of Al into
the educational process. The practical section presents specific examples of lesson units
implemented in individual grades of elementary school that integrate mathematical content
with the use of artificial intelligence tools—ranging from the creation of interactive quizzes
and comics to the generation of music or the comparison of solutions to math problems
between a student and Al It also includes an analysis of the benefits and risks associated
with the use of AI and recorded student feedback, which confirms increased interest in
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learning, the development of critical thinking, and a deeper understanding of mathematical
concepts. The study shows that artificial intelligence can be a significant teaching aid if
used responsibly, with consideration for didactic goals and students’ needs.

Key words: Al, best practices, mathematics education.

Uvod

Digitalni kompetence jsou na zakladnich skolach zasadni pro pripravu zéku na pozadavky
moderniho digitalniho svéta, coz je klicové nejen pro jejich budouci profesni tspéchy,
ale 1 pro jejich osobni rozvoj (DigCompEdu, 2018). Tyto kompetence pokryvaji sirokou
skalu dovednosti, od zakladniho ovladani pocitace az po pokrocilé vyuzivani informacnich
a komunikaénich technologii. (RVP ZV, 2023) Kazda zakladni §kola v Ceské republice
byla pii aktualizaci svého Skolniho vzdélavaciho programu (SVP) povinna zahrnout
digitalni kompetence, které reflektuji soucasné pozadavky digitalni éry. Tato aktualizace
zahrnovala integraci klicovych dovednosti do skolniho kurikula s cilem ptipravit zaky
na vyzvy dnesnfho svéta (RVP ZV, 2023). Skoly dnes stoji pied tkolem, jak vyuzit
moznosti, které tyto technologie nabizeji, a zdroven zédky ptipravit na svét, kde bude prace
s inteligentnimi algoritmy naprostou samoziejmosti. Nové digitalni technologie neustéle
vznikaji. Doporuceni podle nového RVP ZV (2025) ve vzdélavacim systému zakladni
skoly je zamérit se na ty, které jiz prokazaly svou pouzitelnost v praxi. Toto se tyka
i umeélé inteligence (AI). Podle Baidoo-Anu & Ansah (2023) je velkou vyzvou je zavadéni
digitdlnich technologii a s tim souvisejicich digitdlnich kompetenci uc¢itelu do skol. Jednim
z predmeétu, kde Ize potencidl umélé inteligence pozorovat je matematika.

Vzdélavaci oblast Matematika a jeji aplikace méa za tkol v péti tematickych celcich
rozvijet rozviji u zaka jeho logické, strategické, kritické i kreativni mysleni (RVP ZV,
2025) Umeéla inteligence muze pomoci ucitelum v tvorbé modernich digitdlnich materidlua
a podpofit proces uceni u zaki (MSMT, 2025). Implementace téchto zmén v kurikuldrnich
dokumentech na vsech zakladnich skolach predstavuje zasadni krok vpted k zaclenovani
modernich technologii do vzdélavaciho procesu a je nezbytna pro efektivni vyuku digitalnich
kompetenci (Cerny, 2023).

1 Podpora skolam pri zavadéni generativni umeélé
inteligence (AI) do vyuky

V ramci zavadéni digitalnich kompetenci do vyuky doslo v roce 2021 k upravé kurikuldrnich
dokumentu na trovni Rdmcového vzdélavaciho programu pro zékladni vzdélavéni (RVP
ZV). Od roku 2024 vsechny zakladni skoly v Ceské republice napifc vzdélgvacimi oblastmi
systematicky rozvijeji digitalni kompetence zaku. Tento systém demonstruje obrazek 1.
S tim vzce souvisi vyuziti nastroju vyuzivajici Al pro podporu celého vyucovacitho procesu.
Timto nastavenim se oteviraji nové moznosti pro podporu uceni, individualizaci vzdélavani
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a rozvoj dovednosti potiebnych pro 21. stoleti. Vyuzivani Al zéky je a bude ve Skolnim
nastroj pouzivat zodpovédné a smysluplné. Analyticka zprava Narodniho pedagogického
institutu Ceské republiky (NPI CR) na zékladé vyzkumného Setfeni konstatuje, ze ucitelé
v pruméru vnimaji umélou inteligenci jako dlouhodoby trend a domnivaji se, ze by mélo
byt predevsim tilohou skoly naucit zaky smysluplnému vyuzivani této technologie. (MSMT,
2025)

Smysluplné zaclenéni umeélé inteligence do vzdélavaciho procesu vyzaduje systematicky
pristup, ktery reflektuje specifika skolniho prostiedi i potteby zaku. Prvnim krokem je
zmapovani jejich zkuSenosti a postoju k Al, coz umoznuje zohlednit jejich predchozi
znalosti, ocekdavani i dostupné technické podminky. Na tomto zakladé je mozné formulovat
vzdélavaci cile, které presahuji ramec tradicni faktografické vyuky a zameéruji se na rozvoj
dovednosti, jez uméld inteligence nedokaze nahradit — zejména kritického mysleni, kreativity
a schopnosti pracovat s informacemi (Cerny, 2023).

Nedilnou soucasti tohoto procesu je také prubézné hodnoceni pokroku zaku, které
nesleduje pouze dosazené vysledky, ale klade duraz i na samotny proces uc¢eni — schopnost
reflektovat vystupy Al, formulovat kvalitni otazky a vyuzivat ziskané poznatky v novych
souvislostech. Vzdélavaci aktivity by pak mély byt planovany tak, aby umeéla inteligence
slouzila jako podpurny néstroj pro uceni, nikoliv jako jeho nahrada. (Al détem, 2025).

Kritickd analyza vystupt, spole¢né reflexe chyb a diskuse nad etickymi a spolecenskymi
aspekty vyuzivani Al by mély tvorit integralni soucast vyuky, ktera zakum umozni rozvijet
digitalni kompetence a ptipravit se na svét, v némz bude spoluprace s umélou inteligenci
béznou soucasti jejich profesniho i osobniho zivota. (MSMT, 2025)

Jazyk a
jazykova
komunikace

Doplfiujici
vadélavaci
obory

Matemnatika
a jeji aplikace

Clovék a jeho
svét

Clovék a svét
préace

Digitalni
kompetence

Clovék a
spoleénost

Elovik a
zdravi

Clovék a
pfiroda

Uméni a
kultura

Obrazek 1: Naplnovani digitdlnich kompetenci do vSech vzdélavacich oblasti dle (DigCom-
pEdu, 2018)
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2 Vyuziti umeélé inteligence ve vyuce matematiky
prilezitosti vyzvy a etické aspekty

V ramci vzdélavaci oblasti Matematika a jeji aplikace je velky potencidl vyuziti umélé
inteligence pro pripravu materidlu pro ucitele i jejich vyuziti pti vyuce. Jahangiri et al.
(2021) oznacuji proces vytvareni vyukovych materidlu jako ndroény, prestoze je v dnesni
dobeé k dispozici mnoho ruznorodych zdroju.

Vyuziti nastroju umélé inteligence predstavuje pro ucitele vyzvu jak z hlediska jejich
pouzivani, tak porozuméni jejich moznostem a limitum. Vyzkumy poukazuji na to, ze
ucitelé musi mit dostateéné znalosti v oblasti Al, aby byli schopni kriticky uvazovat
o procesech i vysledcich ziskanych s vyuzitim téchto néstroju (Druga et al., 2019).

Kim (2024) popsal tii faze vyvoje spoluprace mezi uciteli a Al:

e ucitelé jako pasivni pfijemci,
e ucitelé jako aktivni uzivatelé Al,
e ucitelé jako konstruktivni partnefi.

Generativni uméla inteligence v8ak neni bez problému — nedokaze porozumét nékterym
matematickym tématum (napiiklad geometrii) a muze poskytovat nespravnd nebo netiplna
feseni matematickych problému (Rane, 2023; Wardat et al., 2023). Pro zvySeni presnosti
a spolehlivosti je nezbytné poskytnout nastrojum umeélé inteligence konkrétni kontext
a oblast znalosti. S tim souvisi i pfesné zadani problému, dobte definované vstupni udaje
a porovnani poskytnutych vysledku s jinymi zdroji (Wardat et al., 2023).

Ucitelé si také musi byt védomi etickych otazek, jako je ochrana osobnich idaji, dusevni
vlastnictvi, otazky odpovédnosti a etické dusledky rozhodovacich procesu zalozenych na
AT (Rane, 2023; Wardat et al., 2023).

3 Prakticka cast prispévku

Prakticka ¢ast prispévku se zaméruje na ukazku realizovanych vyukovych jednotek v jed-
notlivych tematickych okruzich vzdélavaci oblasti Matematika a jeji aplikace. Nabizi uciteli
konkrétni priklady vyuziti ndstroju umeélé inteligence ve vyuce a zaroven poskytuje prehled
jejich didaktického pfinosu. Soucasné zaznamenava cinnosti zaku béhem realizace vyuky
a navrhuje moznosti rozsiteni o doplnkové aktivity vhodné k danému tématu.

Materidl je zpracovan v souladu s tematickymi okruhy stanovenymi RVP ZV a konci-
povan tak, aby jej bylo mozné vyuzit ve vsech rocnicich zakladni skoly. Soucésti praktické
¢asti je rovnéz zaznamenanad zpétnda vazba zaku na vyuku obohacenou o digitalni technologie
a prvky umélé inteligence.

3.1 Tvorba kvizu v prostredi Wayground — Délitelnost

Cilova skupina: zaci 6. roéniku zakladni skoly
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Tematicky okruh: Cislo a proménna

Ocekavany vystup zaka: M-9-1-03 zak modeluje a Tesi situace s vyuzitim délitelnosti
v oboru pfirozenych ¢isel (RVP ZV, 2023).

Tvorba kvizu a jeho Teseni s vyuZitim digitdlnich zarizeni

Zéci fesf interaktivni kviz vytvoieny v prostiedi Wayground (difve Quizizz). Jedn4
se o komplexni digitalni vzdélavaci platformu, kterd umoznuje tvorbu zabavnych kvizu,
interaktivnich lekci, domacich tkolu, projektu a podporuje spolupraci zaku i ucitelu.

Ucitel muze vyuzit umélou inteligenci pro rychlou tvorbu navrhu kvizovych otazek.
Ty nasledné koriguje podle vzdélavacich cili, doplnuje vysvétleni a pripadné modifikuje
obtiznost. Poté promitne pristupové idaje ke kvizu zakum (napt. QR kéd, PIN), ktefi se
do prostiedi prihldsi pomoci tabletu nebo pocitacu.

Zéci pracuji bud individudlné, coz rozviji jejich samostatnost a odpovédnost, nebo ve
skupinéch, kde se u¢i komunikaci a spolupraci pti feseni uloh. Kviz okamzité poskytuje
zpétnou vazbu o spravnosti odpovédi, coz podporuje sebereflexi zaku. Ucitel ma zaroven
okamzity prehled o praci celé tridy i jednotliveu a muze podle vysledku prizpusobit dalsi
vyuku.

Pripojte se
pomoci

el jOINMYquiz.com

zarizenf

Zadejte Sdilet pfes
Koapro 4 5 4 6 9 @ E i
pripojent 2

® Auto start your quiz

Obrazek 2: Prostredi zadani kvizu zdkum (Quizizz Inc. (DBA Wayground), 2025)
Rozsitujici a motivaéni aktivity:

e Brainstorming: Zaci se aktivné zapojuji do pripravy kvizu — ve skupindch navrhuji
otazky, které mohou byt nasledné zapracovany do finalni podoby. Tim rozvijeji své
porozuméni pojmum a premysli nad zaddnim z pohledu tvurce.

e Domaci kol nebo opakovani: Kviz lze nastavit jako doméci tkol, ktery zaci plni
mimo vyucovani. Mohou jej opakovat vicekrat a sledovat svuj pokrok.

e Tiskovy vystup: Ucitel muze vytvorit tiskovou verzi kvizu ve formatu PDF a vlozit
ji do skolniho informacniho systému jako doplnkovy material k procviceni.

Zéci by méli byt vedeni k:
e odpovédnému pouzivani digitalnich néstroju pii feSeni uloh,
e efektivni praci s digitalnim prostiedim (ptihldseni, orientace, komunikace),

e analyze a hodnoceni vysledkil — nejen znét spravnou odpovéd, ale i rozumét postupu,
ktery k ni vede.
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3.2 Chatbot ChatGPT jako motivaéni prvek — Procenta

Cilova skupina: zaci 7. roéniku zakladni skoly

Tematicky okruh: Cislo a proménna

Ocekavany vystup zdka: M-9-1-06 — zak resi aplikacni tlohy na procenta (i pro pripad, Ze
procentova ¢ast je vétsi nez celek) (RVP ZV, 2023).

Tvorba 1iloh ve formé komiksu

Zéci fesi aplikaéni tlohy zaméfené na vypocet procentové ¢asti. Tradieéni zaddni slovnich
uloh lze obohatit o komiksovou formu, ktera umoznuje lépe modelovat realné situace
vizuélne.

P1i zadavani promptu pro generovani obrazku je klicové jejich presné a promyslené
formulovani od ucitele. Motiva¢né lze zaky zapojit formou brainstormingu — zaci navrhuji
priklady a ucitel z nich vytvari prompty.

Pti generovani obrazku s vyuzitim umélé inteligence by mél ucitel pouzivat chatbot
dostupny ve skole (napt. Microsoft 365 nebo Google Workspace).

Zéci by méli byt vedeni k:

e odpovédnému pouzivani nastroju,
e efektivnimu zadavani promptu,
e kritickému hodnoceni vystupu a jejich souladu s realitou.

Rozsiteni aktivity pro samostatnou praci zaku:

e 7Zici mohou pracovat ve skupindch bud v poéitacové ucebné, nebo s vyuzitim tablet
primo ve tiide.

e Spolecné vytvareji zadani ve formé komiksu, které slouzi k procvicovani uciva
o procentech (vypocet zékladu, procentové ¢asti, poctu procent).

e Vytvorené ulohy lze ulozit na spoleéné tlozisté, ¢imz vznikne rozsahla sada pro-
cvicovacich materidlu vyuzitelnd pro dalsi vyuku nebo doméci pripravu.

Ukazkovy prompt

Prompt: Vytvor retro styl obrazkovy komiks (inspirovany 50.—60. lety) slozeny ze 4
panelu, ktery bude srozumitelny pro zaky 7. rocniku zékladni skoly pti vyuce procent. Panel
1: Maminka doma rozbaluje vanocéni dérek — obélku s 3000 K¢ (3 bankovky po 1000 K¢).
Panel 2: V lednu maminka stoji v obchodé pred regalem s kabelkami, jeji vysnénd kabelka
stoji 3800 K¢. Panel 3: Na vyloze obchodu sviti velky ndpis ,,Sleva 23 %“. Panel 4: Maminka
stoji s kabelkou v ruce a zamyslené premysli, jestli ma dost penéz, s textovou bublinou
,2Muzu si kabelku koupit?*“. Vystup z uvedeného promptu je na obrazku 3 s vyuzitim
jazykového modelu ChatGPT.
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KABELKU

Obrazek 3: Komiks ve formé tlohy na procenta (OpenAl, 2025)

3.3 Vyuziti umélé inteligence jako motivaéniho prvku — Kruh
a kruznice

Cilova skupina: zaci 8. ro¢niku zakladni skoly
Tematicky okruh: Geometrie v roviné a prostoru.
Ocekavany vystup zaka: M-9-3-04 — zak odhaduje a vypocita obsah a obvod zékladnich
rovinnych utvaru (RVP ZV, 2023).
Sezndamend s pojmem Ludolfovo ¢islo (m)
V tvodni fzi vyuky se ucitel zaméruje na vysvétleni pojmu Ludolfovo éislo (), které

predstavuje klicovy matematicky koncept pro vypocty obvodu a obsaht kruhu a kruznice.

Vedle tradi¢niho vykladu, ktery je vhodné doplnit o historické souvislosti vzniku
a vyvoje tohoto cisla, lze pro podporu zapamatovani vyuzit také mnemotechnickou
pomucku: ,,Lin a kapr u hraze prohlidli si rybafe, udici mél novou, jikrna¢i neuplavou.
Kazdé slovo této véty odpovida poctu ¢islic m za desetinnou ¢arkou, coz usnadnuje

¢

zapamatovani a podporuje porozuméni vyznamu Ludolfova ¢isla v matematickém kontextu.

Propojeni matematiky a hudby — aplikace SUNO

Vyuziti aplikace SUNO ptedstavuje inovativni motivaéni prvek pii zavadéni pojmu
Ludolfova ¢isla do vyuky.

SUNO vyuziva umélou inteligenci k automatickému generovani hudby z textového
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zadani a dokaze vytvorit kompletni hudebni skladbu se strukturou typickou pro bézné
pisné — véetné slok, refrénu i instrumentalnich pasazi (SUNO, 2025). Uzivatel zadd pouze
textovy pokyn ¢i preferovany hudebni styl a aplikace béhem nékolika sekund vygeneruje
vyslednou skladbu. Tento kreativni pristup:

e propojuje matematicky obsah s hudebni slozkou,

e podporuje mezipredmétové vztahy,

e zvySuje zajem zaku o probirané ucivo,

e vede k aktivnimu zapojeni do vzdélavaciho procesu.

Vystup demonstruje obrazek 4. Pisen je k dispozici ke poslechu zde: https://suno.com/
s/2LwlLGmF5MsJ74wu

[Verse]

Lin a kapr u hraze prohlédli si rybare

Udici mé&l novou, jikrnaéi neuplavou

Slunce na obloze, voda leskne se jako zrcadlo
Milujem ten pocit, kdyZ ryba do sité padio

Lin a kapr u hraze, spolu chytaji v zaplavé
Rybéfské dobrodruZstvi, vypedena naplfi dne

[Chorus]

Lin a kapr, Gislo pi, spoditas-li pismena

V hlavé mé to z(stalo, radost zvitézi nad stesky

Lin a kapr, dobrodruzstvi v rybarske zaplavé

Zivot je krasny, jak hradka, pohoda tu navZdy pobyva.

Obrazek 4: Text pisné vytvorené pomoci aplikace SUNO. (SUNO, 2025)

Tip pro ucitele — vizualizace ws pomoct digitdlnich ndstroju

Pii vyuce matematiky muze ucitel zakum néazorné ukazat hodnotu Ludolfova ¢isla
(7) na libovolny pocet desetinnych mist s vyuzitim digitélnich technologii. Doporu¢enym
nastrojem je Wolfram Alpha, ktery umoznuje zadat ptikaz k vypoctu a zobrazeni w
s pozadovanou pfesnosti. Tato aktivita je nejen zajimavym zpestfenim hodiny, ale také
prilezitosti k diskusi o nekonecnosti a iracionalité Ludolfova ¢isla. Zaroven podporuje
vyuziti digitalnich nastroju pii vyuce matematiky.


https://suno.com/s/2LwlLGmF5MsJ74wu 
https://suno.com/s/2LwlLGmF5MsJ74wu 
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FROM THE MAKERS OF WOLFRAM LANGUAGE AND MATHEMATICA

% WolframAlpha

Y
Jr pi to 10000 digits [ x ] ]

x 10 O

Result

3.141592653589793238462643383279502884197169399375105820974944592",
307816406286208998628034825342117067982148086513282306647093844
609550582231725359408128481117450284102701938521105559644622948 "
954930381964428810975665933446128475648233786783165271201909145"
648566923460348610454326648213393607260249141273724587006606315"
5881748815209209628292540917153643678925%036001 1330530548820466"
521384146951941511609433057270365759591953092186117381932611793
105118548074462379962749567351885752724891227938183011949129833
673362440656643086021394946395224737190702179860943702770539217"

17ROV TATRIPIRAATAR T RAATAAIANS T IWNNSEAR T ?TTARIATIRANRITTRETTT 247"

Obrézek 5: Ukazka zadani vstupu a zobrazeni ¢isla m na 10 000 desetinnych mist (Wolfra-
mAlpha, 2025)

3.4 Srovnavaci tulohy, zak versus Al — Soustavy linearnich rovnic

Cilova skupina: zaci 9. roéniku zakladni skoly
Tematicky okruh: Cislo a proménnd
Ocekavany vystup zaka: M-9-1-08 formuluje a tesi redlnou situaci pomoci rovnic a jejich
soustav (RVP ZV, 2023).
Od vypoctu k pochopeni 1eseni soustav rovnic s podporou Al

74k samostatné vyfesi zadanou soustavu linedrnich rovnic a nésledné své fesenf porovnd
s feSenim ziskanym pomoci umeélé inteligence Al. Aktivita vede zaka k uvédomeéni si, ze
reseni matematického problému musi probihat krok za krokem, musi byt logické, smysluplné
a srozumitelné, nikoli jen formélné spravné.

Ucitel motivuje zaky k feSeni matematického problému a jeho ovéreni prostiednictvim
Al Cilem neni pouze ziskani spravného vysledku, ale predevsim pochopeni postupu resenti,
rozvoj kritického mysleni a schopnosti efektivné pracovat s digitalnimi nastroji.

75k zapise postup svého vypoctu a zvoli vhodnou metodu feseni soustavy linedrnich
rovnic (napf. s¢itaci, dosazovaci nebo porovnavaci). Poté stejnou tlohu zadé jazykovému
modelu, ktery mé skola k dispozici (napt. ChatGPT, Microsoft 365 Copilot nebo Google
Gemini). Obé feseni nésledné porovné a analyzuje pomoci pripravené tabulky.
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Kritérium Moje resent Reseni Al Komentar
Vysledek

Pouzita metoda

Krok za krokem

Jasnost vysvétleni

Pfesnost / chyby

Co jsem udélal jinak?

Co jsem se naucil?

Tabulka 1: Pracovni tabulka zaku pro srovnavani feseni (zdroj vlastni)

Z4ci si nejen procviéi Fesen{ soustav rovnic, ale hlavné pochopi smysl jednotlivych
kroku a nauci se kriticky hodnotit feseni — coz je klicova kompetence pro matematiku
i praci s Al

Rozsitujici a motivaéni aktivity:

e Vizualizace feSeni: Zaci vyuziji dynamicky software GeoGebra ke grafickému znazornéni
soustavy rovnic a ovéfeni spravnosti feseni.

e Propojeni s praxi: Formuluji redlnou situaci pomoci soustavy rovnic a ovéii ji graficky

v GeoGebra.
e Domaci tkol: Vytvoii a zobrazi vlastni soustavu rovnic v GeoGebra jako domaéci
ukol.
Y B ol P ARNEE e S
Bod I ]
@ A=Pristkrian
Pfimka
@ rL2x+3y-12
2x-2y=-3

Obrazek 6: Grafické feseni soustavy linedrnich rovnic (GeoGebra, 2025)

3.5 Realizace vyuky v praxi

Vyuka byla realizovana v kazdém ro¢niku jedné zékladni skoly. Pocty zaku, ktefi se vyuky
ucastnili demonstruje tabulka. Zaci méli zadané materidly pripravené na cloudovém tlozisti.
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Pro vlastni praci s digitalnim zafizenim méli pti hodiné k dispozici iPady. Ucitel sledoval
préaci zaku a radil jim pii feseni dil¢ich tkoli.

Trida Téma Pocet zaku
6. roénik Délitelnost 25
7. ro¢nik Procenta 23
8. ro¢nik Kruh a kruznice 25
9. roénik Soustavy linedrnich rovnic 27

Tabulka 2: Pocty zdku v jednotlivych roénicich (zdroj vlastni)

Hodnoceni cinnosti Zdka, zpétnd vazba

Vyuka propojujici matematiku s umélou inteligenci byla zaky prijata pozitivné. Vétsina
z nich naptic¢ roéniky ocenovala predevsim netradi¢ni a interaktivni formy prace, které
vyuku zpestrily a prinesly do ni nové podnéty. Velky zajem vzbudila také samotna moznost
pracovat s umeélou inteligenci. Motiva¢ni prvky, jako naptiklad generovani hudby k
pomoci aplikace SUNO nebo tvorba komiksu s vyuzitim ChatGPT, pfinesly do vyuky
kreativitu a prvek objevovani, ¢imz zvysily zajem a aktivitu zaku o probirané ucivo.
Vyuziti digitdlnich zatizeni pro odpovidani v kvizu zaméreném na ucivo o délitelnosti pak
zefektivnilo a zatraktivnilo fixa¢ni ¢ast vyuky.

Z4ci ocenili predevsim moznost uéinit vyuku zajimavéjsi a pestiejsi. Pii préaci s di-
gitalnimi technologiemi pristupovali vétsinou zodpovédné a aktivné se zapojovali do plnéni
jednotlivych tkolu. V 9. rocniku byli schopni samostatné vyuzivat chatbot Microsoft 365
Copilot, poskytovat zpétnou vazbu k jednotlivym ¢innostem a doplinovat ji do pfipravené
tabulky.

Aktivni prace s digitalnimi nastroji v kombinaci s redlnymi tlohami pomohla zdktim
lépe porozumét praktickému vyznamu matematiky. V néasledujici hodiné matematiky byl
se zaky veden nestrukturovany rozhovor, béhem kterého sdileli své dojmy a postiehy.
K jednotlivym aktivitam byly zaznamendny jejich odpovédi, které dokladaji pozitivni
prijeti tohoto ptistupu.

Kruh a kruznice

,Nikdy bych nerekl, ze se da ¢islo m vysvétlit i pomoci pisnicky. Bylo to zajimavé,
pamatuji si ho na vice mist.

,Mné se libilo, Ze jsme si k matematice vytvorili hudbu, ktera nam pomohla zapamatovat
si ¢islo. Bylo to jiné, k matice pisnicky jsem jesté nezazila. Vzpomnéla jsem si na Dadu,
kterda méla vyjmenovand slova“

,Prekvapilo mé, ze Al dokéze vytvorit hudbu podle par slov. Super.

Procenta

,» Vymysleni promptu bylo tézsi, nez jsem ¢ekal. Museli jsme presné popsat, co chceme,
jinak vysledek nebyl podle predstav.

,Libilo se mi, ze jsme si ulohy vytvorili sami a mohli jsme je udélat vtipné nebo
zajimave.

»,Bylo super vidét, jak Al nakresli presné to, co napiSseme. Ale nékdy to udélalo néco
jiného, a tak jsme museli upravit zadani.“
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,Zaujalo mi, jak jste nam tikala o velké spotiebé energie na obrazky:.
Deélitelnost

,Kviz byl pékny a hned jsem vidél, kde jsem udélal chybu.*

,Libilo se mi, ze jsme zdbavné se ucili. Bylo to mnohem lepsi nez psat test do sesitu.“
Soustavy linedrnich rovnic

»Jsem rad, ze jsem vidél, ze Al obc¢as udélala chybu. Nemuze vérit vsemu co napise
AL«

, Diky porovnani jsem pochopil, kde jsem se ve vypoctu spletl. Bylo to jako mit chytrého
kamose. “

»Zjistil jsem, ze Al umi ulohy vyftesit ruznymi zpusoby. Nékdy byl spravny, nékdy
dobry.

,Libilo se mi hodnotit svoje feseni. Nutilo mé to premyslet nad tim, proc¢ to tak
pocitam.

4 Rizika vyuziti Al pri vyuce matematiky

Integrace umeélé inteligence do vzdélavani na zakladnich skolach ptinasi fadu pfinosu,
avSak zaroven i urc¢ita rizika, ktera je nutné peclivé zvazovat a preventivné fesit.

Jednim z vyznamnych rizik je nadmérnda zavislost zaku na Al, kdy si mohou zvyknout
spoléhat na automatizované odpovédi a tim postupné ztracet schopnost samostatné
premyslet a feSit problémy. Tento pristup muze negativné ovlivnit rozvoj kritického
a logického mysleni a vést k povrchnimu porozumeéni ucivu.

Dalsim rizikem je nespravnost nebo zkresleni informaci generovanych umeélou inteli-
genci. Pokud zaci nekontroluji jejich spravnost a pravdivost, mohou si vytvaret chybné
predstavy a nespravné chapat ucivo. S tim souvisi také nizka troven digitalni gramotnosti
a bezpecnosti, kdy zaci casto nerozumi tomu, jak technologie funguji, jaka data sdileji
a jak je chranit.

Rizika spojend s konkrétnimi aktivitams

Aktivita 1 — Kviz: Zaci mohou bez hlubsiho pfemysleni pouze mechanicky vybirat
odpoveédi, aniz by se zamysleli nad jejich spravnosti. Tim se snizuje efektivita procvicovani
a oslabuje rozvoj logického mysleni.

Aktivita 2 — Komiks: Vysledkem muze byt chybny nebo nejasny vystup, z néhoz neni
mozné zpétné vycist vstupni idaje. To ilustruje naptiklad obrazek 4, kde lze diskutovat
o nominalni hodnoté bankovek. Navic je tvorba obrazku casové narocna, coz muze omezit
vyuziti aktivity v bézné vyuce.

Aktivita 3 — Pisen: Existuje riziko generovani nevhodného textu. Samotna znalost
¢isla m zde navic neni cilem vyuky — dulezitéjsi je, aby zaci dokazali konstantu aplikovat
v praktickych tlohach.

Aktivita 4 — Soustava rovnic: Zaci mohou mit tendenci bezvyhradné duvéiovat
vystupum Al, aniz by je porovnavali se svym vlastnim feSenim. Tim se snizuje jejich
motivace k ovérovani spravnosti vysledku a k reflexi vlastniho postupu.

Tato rizika je vhodné oteviené komunikovat se zaky, systematicky je vést ke kritickému
mysleni a ucit je ovérovat a reflektovat vystupy generované umeélou inteligenci. Pouze tak
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Ize zajistit, ze Al bude ve vyuce efektivnim a bezpeénym ndastrojem pro rozvoj dovednosti
zaku.

5 Zaveér

Soucasné se ukazuje, ze uspésné vyuziti umélé inteligence ve vyuce vyzaduje promysleny
didakticky ptistup, ktery bere v ivahu jak vzdélavaci cile, tak i potencidlni rizika. Klicovou
roli zde hraje ucitel — jako pruvodce, facilitator a kritik vystupu Al — ktery zaky vede
k reflexi, ovérovani spravnosti informaci a zodpovédnému vyuzivani digitalnich nastroju.

7 provedené analyzy vyplyvd, ze uméla inteligence by méla byt ve vzdélavacim
procesu chapéana nikoliv jako nahrada tradi¢ni vyuky, ale jako podpurny néstroj, jenz
roz8ifuje moznosti u¢eni a umoznuje individualizovat vyuku podle potieb zaku. Pokud
je Al vyuzivana promyslené, muze vyznamné prispét nejen k hlubsimu porozuméni
matematickému ucivu, ale i k rozvoji klicovych kompetenci potiebnych pro zivot a profesni
uplatnéni ve 21. stoleti.
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KDYZ CHATBOTI VYSVETLUJI GEOMETRII:
DEFINICE, JAZYK, CHYBY A DIDAKTICKE
SOUVISLOSTI

Magdalena Kratka, Michaela Ticha, Jiri Pribyl

Katedra matematiky, Prirodovédecka fakulta, Univerzita J. E. Purkyné,
Usti nad Labem

Abstrakt: Generativni jazykové modely (LLM) vstupuji do matematiky zpusobem, ktery
zasadné promeénuje roli jazyka, pojmové struktury i didaktického kontraktu. V geometrii
— oboru, kde jsou definice, klasifikace a jazykové nuance nositeli klicového vyznamu —
pusobi jejich odpovédi obzvlast problematicky. V tomto élanku predstavujeme syntézu
dvou vyzkumu, které se zamérily na interakce mezi LLM a elementdrni geometrii v ¢eském
prostiedi: (1) ptipadového zkoumani otdzky ,Je ctverec obdélnik?*, v némz jsme u sedmi
modelu testovali ¢tyfi varianty dotazu v ¢estiné a angli¢ting, a (2) rozsahlé analyzy
480 odpovedi sesti LLM na 40 geometrickych tloh ve dvou jazycich. Vysledky ukazuji,
ze jazykové modely systematicky uplatiuji angloamerické inkluzivni definice, zaménuji
blizké pojmy, vykazuji prototypové zkresleni a v cestiné produkuji signifikantné vice chyb
nez v anglictiné. Tyto jevy interpretujeme skrze teorii didaktického kontraktu, jazykové
diversity v matematice, van Hieleho model a Fischbeintuv koncept. Diskutujeme dopady
na praci ucitele, na zakovské porozumeéni a na zpusob, jakym muze byt Al produktivné
integrovana do vyuky matematiky.

When Chatbots Explain Geometry: Definitions, Language,
Errors, and Pedagogical Implications

Abstract: Large language models (LLMs) are entering the field of mathematics in a way
that fundamentally transforms the role of language, conceptual structures, and the didactic
contract. In geometry—a field where definitions, classifications, and linguistic nuances
carry crucial significance—their responses pose particular challenges. In this article, we
present a synthesis of two studies that focused on the interactions between LLMs and
elementary geometry in the Czech context: (1) a case study of the question “Is a square
a rectangle?”, in which we tested four variants of the query in Czech and English across
seven models, and (2) an extensive analysis of 480 responses from six LLMs to 40 geometric
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tasks in two languages. The results show that language models systematically apply Anglo-
American inclusive definitions, confuse closely related concepts, exhibit prototypical bias,
and produce significantly more errors in Czech than in English. We interpret these
phenomena through the theory of the didactic contract, linguistic diversity in mathematics,
van Hiele’s model, and Fischbein’s concept. We discuss the implications for teachers’ work,
students’ understanding, and the ways in which Al can be productively integrated into
mathematics instruction.

Clének je publikovén v ¢asopise South Bohemia Mathematical Letters, Vol. 33 (2025), No. 1
Dostupné z: https://home.pf.jcu.cz/~sbml
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HRAVA MATEMATIKA S POCITACEM: VYVOJ
A REALIZACE KROUZKU PRO DETI

Zuzana Moravkova, Petra Schreiberova!, Jana Volna?, Petr
Volny?

Katedra matematiky a deskriptivni geometrie, F'S, VSB-TUO, ?Katedra
matematiky, FAST, VSB-TUO

Abstrakt: Prispévek prezentuje zkusSenosti s ptipravou a realizaci volnocasového krouzku
,Hravd matematika s pocitacem®, ktery probihd v rameci Junior univerzity na VSB-TUO.
Krouzek je zaméren na rozvoj matematické a geometrické gramotnosti, logického mysleni
a prostorové predstavivosti déti prostiednictvim softwaru GeoGebra. Zamétrime se na
vyvoj jeho koncepce v pribéhu obdobi 2021-2025 a predstavime dynamické ukazky aktivit
i vystupy studentu.

Klicova slova: GeoGebra, matematika, Junior univerzita, technologie ve vzdélavani

Playful Mathematics with Computers: Development and
Implementation of a Program for Children

Abstract: The article presents experiences with the preparation and implementation of
the program ”Playful Mathematics with Computers”, which takes place within the Junior
University at VSB-TUO. The program is focused on the development of mathematical
and geometric literacy using the GeoGebra software. We will focus on the development of
its concept during the period 2021-2025 and present dynamic examples of activities and
children’s outputs.

Key words: GeoGebra, interactive learning, mathematics, Junior University

Uvod

Od roku 2012 napliuje jiz zavedena znacka Zlepsi si techniku tzv. tfeti roli univer-
zity a to propojeni akademického prostiedi se zakladnimi a stfednimi Skolami, firmami
a Sirokou vetrejnosti. Smyslem a cilem tohoto projektu je dlouhodobé podporovat zajem
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Obrazek 1: Zlepsi si techniku

déti a mladeze o technické a prirodovédné obory prostfednictvim atraktivnich vzdélavacich
aktivit, workshopu, soutézi a tematickych krouzku.

Jednd se o funkéni systém zaloZeny na spoluprdci mezi univerzitou a Skolami, buduje sit
lektoru a mentoru z fad akademickych pracovniku a nabizi Siroké spektrum vzdélavacich,
rozvojovych a motiva¢nich programu pro zéky, studenty i pedagogy. V soucasnosti je
v nabidce vice nez 200 ruznych programu — od exkurzi, prednasek a workshopu az po
projektové dny a ,tiidy vyndlezcu*.

Do systému je zapojeno priblizné 271 skol, ptes 1 000 registrovanych pedagogt a na
aktivitach se kazdoroéné podili vice nez 250 lektoru. Kazdy rok se uskutecni kolem 250
akci, kterych se zucastni priblizné 6 000 zédku zakladnich a stfednich gkol.

= 4 y

Obrazek 2: Zlepsi si techniku - workshop pro déti

Zkusenosti a ohlasy skol potvrzuji, Ze propojeni vyuky s realnym prostiedim univerzity
prinasi nové impulzy do vyuky a motivuje zaky k hlubsimu zajmu o techniku a piirodni
veédy.

1 Junior univerzita na VSB-TUO

Potieba piimé komunikace se zaky také ve volném case vedla od roku 2019 k priprave
nového formatu Junior univerzita rozsitujici nabidku v systému Zlepsi si techniku. S tim
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souvisela i tvorba nového webového prostiedi. Zajemci (6-19 let) maji moznost se registrovat
kdykoliv v pribéhu roku a nasledné si sami z aktudlni nabidky vybrat, do které aktivity
se zapoji. Studovat lze i nékolik let za sebou.

o VB TECHNICKA
Junior []|) YUNZVERZZTA
Univerzita 1" ostrAvA

STUDUJUNIVERZITU
UZ TED!

Junior univerzita od prvni
tfidy az po maturanty.

1

Obrazek 3: Zlepsi si techniku - Junior univerzita

Pro vétsi motivaci k absolvovani aktivit a k pokracovani ve studiu byl navrzen systém
hodnoceni a odmén. Zéci za absolvovéan{ jednotlivych aktivit ziskdvaji na sviij osobnf téet
body, odznaky ¢i diplomy, které vedou k ziskani titulu. Od spusténi pilotniho ro¢niku
v ffjnu 2021 se do Junior univerzity registrovalo pres 2 000 zaki a v nabidce je jiz vice nez
130 programu.

Obrazek 4: Junior univerzita - systém odmén

Prvni slavnostni promoce se uskutecnila v ¢ervnu 2022 a dosud se muze pochlubit 287
,promovanymi‘ absolventy.

Vice informaci je dostupnych na webu: https://www.zlepsisitechniku.vsb.cz/junior-
univerzita.


https://www.zlepsisitechniku.vsb.cz/junior-univerzita
https://www.zlepsisitechniku.vsb.cz/junior-univerzita
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Obrazek 6: Junior univerzita - prvni promoce

2 GeoGebra Institut Ostrava

V roce 2016 byl na VSB-TUO zalozen GeoGebra Institut Ostrava, v soucasné dobé jej tvort
Sest clenu nejen z rad Katedry matematiky na Fakulté stavebni a z Katedry matematiky
a deskriptivni geometrie na Fakulté strojni. Jednou z nasich hlavnich aktivit a cilu je
podporit zdjem zaku stiednich a zékladnich skol o studium technickych oboru na vysokych
skolach a propagace nasi skoly. Z téchto diuvodu se jiz od zacatku vzniku institutu aktivne
podilime na realizaci popularizac¢nich a propagac¢nich akci. Hlavni ¢innosti je tedy také
organizace workshopu pro zaky i ucitele, které jiz od zacatku vzniku institutu nabizime
v ramci systému Zlepsi si techniku. O workshopy je velky zajem, kazdy rok probéhne
realizace cca 12 akei.

Diky ziskanym zkuSenostem z realizovanych akci pro Skoly a spousté kladnych ohlast
jsme se rozhodli nabidnout aktivity v podobé krouzku také pro format Junior Univerzity.

Do nabidky programu Junior univerzity byl navrzen krouzek puvodné nazvany , Hry
s GeoGebrou“, ktery byl realizovan od samotného zac¢atku. Pilotni béh probeéhl v listopadu
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Obrazek 7: Workshop pro ucitele

Obrazek 8: Workshop pro zaky gymnazia

2021. Vékova skupina tucastnikii se postupné ustélila na 8-14 letech, jelikoz starsi zaci

o program nejevili vétsi zdjem. Od tijna 2022 byl krouzek rozdélen podle zkuSenosti
s programem GeoGebra na dva, a to

e Hry s GeoGebrou I — vedli Jana Volna a Petr Volny,
e Hry s GeoGebrou II — vedly Zuzana Moravkova a Petra Schreiberova.

Vyuka probihala jednou za 14 dni, jeden cyklus zahrnoval 6 hodinovych lekci. Jelikoz
nékteii rodice a déti neznali program GeoGebra, tak jsme od roku 2024 upravili nazev na
,Hrava matematika s pocitacem“. Ve stejném roce doslo jesté k dalsi velké zméneé a to
z divodu ukonéeni projektu, krouzek se stal placenym. Na jafe 2025 byl do nabidky ptidan

navazujici kurz pro pokrocilejsi zaky, ktery zahrnoval 8 lekei a reagoval na rostouci zajem
i poptavku rodicu.
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Geogebra s VB - TU Ostrava
pfidano: 23 11. 2018 13:43, autor: Jifi Heczko [ aktualizovano 15. 4. 2020 3:00 ]

V ramci vyuky informatiky a programovani jsme ve spolupraci s V5B - TU Ostrava pro 30 Zaki nadi
Skoly a SS INFOTECH usporadali workshop jak vyuZit program Geogebra v matematice. Zaci si
monhli pod vedenim lektord ze strojni fakulty ovEfit uZiteénost programu. Krom klasické geometrie, si
Zaci vyzkouSell animace geometrickych téles, logiku, nebo napf. vytvofeni stereo obrazu pro
anaglyfické bryle. A miZeme Fict, Ze détem se worskhop velmi libil. Workshop se konal 22. 11.2019.

Wolfram v dubnu 2020, uvolnil mat. program WolframAlpha, véetné datasetd

GeoGebra u
nas ve Skole uz
poctvrté

Jak nejsrozumitelnéji a zabavné
dokazat Pythagorovu vétu

a nebat se rysovat bez tuzky
a pravitka ndm prijeli ukazat

Petra Schreiberova, Jana Volna a Mgr. Janem Schreierem

a Petr Volny z GeoGebra setkani zajistuje, uvedla: ,,S
institutu VSB. Vyménili své timto projektem jsme velmi
vysokoskolské studenty za zaky spokojeni a dle reakci zakd i oni
8. rocniku a za jejich praci uvitali koncept vyuky trochu

a snahu je velmi chvalili. Pani jinak. Rédi budeme

utitelka Mgr. Miroslava ve spolupraci pokracovat
Postulkova, ktera spolecné a vérime, Ze Zaci tyto navstévy
s Mgr. Ondrejkou Langrovou z VSB vidy oceni.”

Obrézek 10: Zpétné vazba - ZS Ludgefovice

Dosud bylo realizovano 13 cyklu pro 118 zaku, z nichz 104 krouzek 1ispésné absolvovalo.
Ucastnici i rodice hodnoti krouzek velmi pozitivné. V ohlasech se objevuji mimo jiné
vyroky typu:

e _Moc se libilo, pan ucitel byl moc hodny.*
e 'Tésim se na dalsi pololeti; syn byl nadseny, rad by v GeoGebte pokracoval.
e Zlepsila se predstavivost i prace na PC.*

Program tak potvrzuje svuj piinos nejen pro rozvoj matematickych dovednosti, ale
i pro podporu logického mysleni, predstavivosti a prace s modernimi technologiemi.
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Obrazek 11: Krouzek

poradi nazev vék pocet lekci  prFihlaseni uspésni termin od
1) Hry s GeoGebrou 11-16 6 6 5 11/2021
2) Hry s GeoGebrou 8-13 6 11 9 02/2022
3) Hry s GeoGebrou 14-19 6 3 2 03/2022
4) Hry s GeoGebrou | 8-13 6 10 9 10/2022
5) Hry s GeoGebrou Il 8-13 6 10 8 10/2022
6) Hry s GeoGebrou | 8-11 6 12 6 03/2023
7) Hry s GeoGebrou Il 8-12 6 6 6 03/2023
8) Hrava matematika s pocitacem | 8-11 6 9 9 02/2024
9) Hravd matematika s poéitatem Il 8-12 6 9 9 04/2024
10) Hrava matematika s pocitadem | 8-11 6 12 11 09/2024
11)  Hrava matematika s pocitacem Il 8-12 6 13 13 11/2024
12)  Hrava matematika s pocitacem Il 9-14 8 11 11 03/2025
13) Hrava matematika s pocitacem | 8-11 6 6 6 09/2025

Obrazek 12: Shrnuti vyvoje a realizace krouzku pro JUni

3 Hrava matematika s pocitacem I

Kurz Junior univerzity pod nazvem ,Hrava matematika s pocitacem I* je urcen pro
déti ve veku 8-11 let. Sklada se ze Sesti hodinovych lekei, které jsou realizovany béhem
Sesti po sobé jdoucich tydnu, vzdy kazdou stiedu od 15:45 v pocitacové ucebné Usttedni
knihovny VSB - Technické univerzity Ostrava.

Jednotlivé lekce a styl vedeni kurzu je prizpusoben tomu, ze déti v tomto véku nemaji
zadné vétsi zkuSenosti s praci na pocitaci typu PC, a tedy se postupné v lekcich seznamuji
nejenom s programem GeoGebra, ale také s praci na klavesnici, s ukladanim dat na cloudu,
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také se nauci, jak k ulozenym datum pristupovat.

Cely kurz je koncipovan pro maximalné deset déti, coz je podle nas idedlni pocet pro
dva lektory, ktetfi kurz vedou a mohou se tak détem vénovat individualné. Je zajimavé,
kolik udela jeden rok ve vékovém rozdilu mezi détmi, a pritom to neni tak, ze starsi dité je
nutné Sikovnéjsi. Nicméné pocitame s tim, ze bude nutné predevsim s nejmladsimi détmi
pracovat individualné a vyrazné jim také pomahat.

Pojd'me se nyni podrobnéji podivat na obsah jednotlivych lekei. K textu piikldadame
ukazky, které vytvorily déti.

Prvni hodina je zamyslena jako tvod do programu GeoGebra. Déti se podivaji na
to, jak GeoGebra vypada, jak se ovlada. Nauci se do GeoGebry prihlasit a svoji praci si
prubézné uklddat na cloud. K tomu, co déti vytvorily, maji ptistup i z domu a mohou
ukazat rodictiim nebo sourozencum, co se jim v GeoGebie podatilo vytvorit. Déti si také
mohou doma svou rozdélanou préaci dokoncit, upravit anebo vylepsit. My ovSsem dbame na
to, aby vSechny déti mély moznost stihnout to, co se na jednotlivych lekcich tvofi.

Na prvni lekci se déti seznami se zakladnimi nastroji GeoGebry, bod, ptimka, mnoho-
thelnik, kruznice, a ukazeme si, jak ménit vizualni styl jednotlivych objekt. Snazime se
také, pokud se to ¢asoveé stiha, zaradit ukézku pouziti jednoduchych animaci a dynamickych
barev. Motivaci je predstavit si néjaky objekt, pomoci bodu nacrtnout jeho obrys a body
pak spojit useckami a vytvorit mnohoihelnik. Détem vse ukazujeme na silueté hlavy kocky,
ktera se na nas zeptedu diva. Nékteré déti pouziji stejny motiv, ale vétsinou si vyberou
vlastni téma.

Obrazek 13: Ukéazka z prvni lekce

Na prvni lekci se projevila u nékterych déti zjevna nezkusenost s praci s mysi. Byl
problém se nékdy trefit na to spravné misto. Dalsim problémem bylo prihlasovani déti na
internetové konto, které jsme ziidili pro uklddani dat. Od dalsi hodiny jsme jednotlivé
pocitace prihlasovali sami pred zacatkem kurzu, abychom usetfili ¢as a mohli se tak vénovat
vlastni praci s GeoGebrou.
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Obrazek 14: Prace déti v pocitacové ucebné

Na zakladé toho, co se déti naucily v prvni lekci, jsme si vytvorili dynamicky applet
, Vychazejici slunicko®.

Obrazek 15: Vychazejici slunicko

Posuvnikem je fizen pohyb slunicka po kruhovém oblouku. Motské viny jsou vytvoreny
prostiednictvim matematické funkce sinus. Pro vybarveni pouzivame nerovnosti. Na
zakladé polohy stiedu slunicka je naprogramovana dynamicka barva pozadi ve stupnich
Sedi. To se udeéla tak, ze vsechny barevné slozky RGB maji nastavenou stejnou hodnotu.
Pl maximélnim vystupu slunicka (poledne, den) je pozadi bilé. Pfi maximalnim sestupu,
kdy slunicko zmizi za mofskou hladinou (noc) se pozadi zabarvi do ¢erna.

Na dalsim obrazku je ukazka varianty, kdy s détmi vyrabime ,Létajici balének*.
Pouzivame podobné kroky jako u slunicka. Balének se pohybuje po kruhovém oblouku.
Tato varianta je technicky vyrazné jednodussi nez slunicko a rozhodujeme se pro ni na
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zakladé zpétné vazby z prvni lekce. Déti se navic nauci vkladat do GeoGebry vlastni
obrazek.

Obrazek 16: Létajici balonek

Néplni tieti lekce jsou ,Hratky s logikou“. Vytvoiime si hraci kostku, pomoci které
simulujeme hod kostkou. S détmi postupné nastavujeme podminky zobrazeni objektu pro
jednotliva oka kostky. Na posuvniku nastavime hodnoty 1,2,3,4,5,6 a pak se déti ptame,
ktera oka jsou vidét, kdyz na kostce padne 1 nebo 2, atd. Uplatnime logické operatory
konjunkce a disjunkce a ukézeme si jak porovnavat logické hodnoty, v GeoGebte se jedna

o dva symboly rovnosti zapsané vedle sebe ,==%. Pripadné lze pouzit symbol ~. Méme-li

HOD KOSTKOU

Obrazek 17: Hod kostkou - jednodussi varianta

na to cas, snazime se také do appletu ptidat tlacitko ,Hod kostkou“ s jednoduchym
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skriptem ,,NahodneMezi“, pomoci kterého vybirame nahodné prirozené ¢islo mezi 1 a 6 na
posuvniku, kterym fidime viditelnost jednotlivych ok kostky.

Kdyz se hodné zadaii, zkousime pridat do appletu ,,Vstupni pole®, do kterého je mozné
zadat tip ohledné vysledku hodu kostkou a skript, ktery porovnanim hodu a zadaného
tipu vysledku hodu zobrazi text typy ,, Trefil ses“, nebo v ptipadé netspéchu ,Hézej jesté
jednou“.

Trefil ses :D
. . zo
[ J
° ° TIP 5

Obrazek 18: Hod kostkou - pokrocilejsi varianta

Ve ctvrté lekci prejdeme do 3D a zase vyuzivame pohyb bodu po kruznici. Déti si vytvori
jednoduchy model slunec¢ni soustavy. Seznami se s 3D nakresnou a s moznostmi jejiho
formatovani, tedy zobrazeni vs skryti souradnicovych os, zobrazeni vs skryti pudorysné
roviny xy. Hlavnim néstrojem je koule zadané stiedem a polomérem.

&

Obrézek 19: Slunecni soustava
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Obrazek 20: Ukazka prace s détmi v ramci ¢tvrté lekce

V pété lekci pokracujeme ve 3D se sezndmime s dalsimi néastroji, vélec, kuzel, sit.
Na jare, kdyz se blizi Velikonoce, udélame si s détmi velikonocni kuratko. Pro déti je asi
nejslozitéjsi, vytvorit hiebinek a zobacek kuratka, coz jsou jednoduchéd geometricka télesa,
kuzely. Problém je spravné ve 3D napolohovat jejich vrcholy tak, aby to hezky vypadalo.

Kvétina je vyrobena s pomoci dynamickych barev sité Sestibokého jehlanu.

Obrézek 21: Kurdtko
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V zimé si s détmi vyrobime technicky jednodussi variantu, a to snéhulédka s klobouckem.
Poznamenejme, ze zabarveni pudorysné roviny je realizovano prostiednictvim vytvoreni
nové roviny o rovnici z = 0, kterou nahradime pudorysnou soutadnicovou rovinu. Déti
maji moznost si applet vylepsit pridanim jehli¢natych, nebo dokonce listnatych stromu.

A
S

Obréazek 22: Snéhuldk

Zaverecna lekce je vénovana navstéve cizi planety. S détmi vyrobime raketu s vyuzitim
béznych geometrickych téles. Pfiddme cizokrajnou kvétinu, opét jako sit sestibokého
jehlanu. Na obrazku je vidét aktivni filtr pro anaglyfické bryle, coz umoznuje simulovat
prostorovy efekt. Déti od néas bryle dostanou. Povrch planety neni rovny, ale je zvinény.

Opét vyuzijeme funkei sinus.

Obrazek 23: Pristani na cizi planeté
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Alternativou pro raketu na cizi planeté je kvétina na cizi planeté. Stonek kvétiny je
¢asti sroubovice, kterou s détmi zadame do vstupniho pole GeoGebry prostiednictvim
parametrickych rovnic.

Obrazek 24: Kvétina na cizi planeté

Na konci kurzu jsou pro déti pfipraveny drobné vécné odmény, abychom ocenili jejich
usili a motivovali je k dalsi praci. Mame od déti a rodi¢u velmi péknou zpétnou vazbu.
Stava se nam zcela bézné, ze kdyz se kurz chyli ke konci, rodice i déti se zajimaji o po-
kracovani kurzu. Na konci letosniho kurzu nam jedna maminka tekla, ze déti seznamujeme
s matematickymi pojmy nendsilnou formou.

4 Hrava matematika s pocitacem II

Obsah krouzku je tematicky zaméfen na dveé oblasti. Prvni z nich je geometrie a druhé
programovani. Z diskuse s zaky obvykle vyplyne, které z nich se budeme vénovat vice.

Geometrie

Prvni seznameni s programem GeoGebra obvykle byva na geometrickych tlohach, na
kterych zakum hravou formou ukazujeme zakladni geometrické principy. Vyuzivame pie-
devsim moznosti animace, kterd ¢ini ulohy nejen zabavnymi, ale pomaha jim i lépe uvedené
principy pochopit.

Jednoduché, avsak s moznosti mnoha variaci, je vytvareni obrazcu. Sestrojime kruznici
danou stfedem a polomérem a na tuto umistime dalsi bod B, ktery bude stfedem mensi
kruznice. Na mensi kruznici umistime bod C, kterému zapneme zobrazeni stopy. Body
B a C ddme animovat. Volbou ruznych rychlosti a poloméru vytvaiime obrazce. Vpravo
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vidite vysledek po 20 minutach prace zaka 4. ttidy, ktery se setkal s GeoGebrou tuplné

80
o

Obrazek 25: Obrazce

Dalsi z takovych tloh je demonstrace novorocniho ohnostroje, na které ukazujeme
princip rotace. Na tsecku umistime bod C. Rotaci bodu C o dany thel sestrojime dva
vrcholy budouciho n-tthelnika, ktery tvoii zdklad jednoho ohnostroje. S zaky vedeme
diskusi, jaky je vztah mezi thlem a poétem vrcholi n-tthelnika. Zéci obvykle vedi, ze cely
kruh ma 360° a délenim pak najdeme vysledek. Pokud se Zaci pti déleni spletou, tak tuto
chybu ihned vidi. Animaci bodu C docilime efektu ohnostroje.

Obrazek 26: Ohnostroj — velikost vnitiniho thlu n-tthelnika, rotace

Osovou symetrii a rotaci jsme vyuzili pii tvorbé snéhové vlocky. Vytvoreny n-ihelnik
pomoci 0sové symetrie zobrazime pres osu a poté provedeme potiebny poéet rotaci. Zaci
mohou zménou tvaru puvodniho n-tithelnika dynamicky ménit tvar celé vlocky. Okamzita
vizualizace zmény tvaru vede k intuitivnimu pochopeni principu symetrie a rotace.
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Obrazek 27: Snéhové vlocka — osova symetrie, rotace

Programovani

Pro rozvoj informatickych dovednosti mame ptipraveno nékolik her. Na lekci vzdy po-
stupujeme tak, ze si hotovou hru zkusime, nasledné nechame zédky popsat, jaky vyznam
mohou mit pouzité objekty a pak si jednotlivé ¢asti hry spoleéné vytvotime.

Jednou z prvnich her je Zévod tif (bézcti, koni nebo aut). Zaci jiz umi spustit a zastavit
animaci, ptipadné ménit jeji rychlost. V této tloze si ukdzeme jak pomoci tlacitek a piikazu
Start Animace muzeme animaci tidit a jak pomoci posuvniku nastavovat jeji rychlost.

Obréazek 28: Zavod til
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Dalsi ukazkou je oblibend simulace semaforu a auta. Sviti-li zelena auto jede, sviti-li
¢ervena, tak stoji. Nové se naucime prikaz Kdyz. Na tsecku umistime bod AUTO a pomoci
Neménného mnohotihelnika a Kruznic danych stfedem a polomérem vytvorime auto. Celou
animaci budeme fidit posuvnikem t, ktery reprezentuje ¢as od 0 do 60. Posuvnik bude
mit skript Po aktualizaci, ktery pii splnéni podminky ¢ < 20 spusti animaci bodu AUTO,
a pri nesplnéni ji zastavi. Semafor tvoii zelend, resp. ¢ervena kruznice, kterd ma nastavenu
Podminku zobrazeni ¢ < 20 (resp. t > 20). Animaci posuvniku simulaci spustime.

Obrézek 29: Semafor a auto
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VYUZITI MOODLE KURZU SE STACK ULOHAMI
PRO OPAKOVANI STREDOSKOLSKEHO UCIVA
MATEMATIKY

Zuzana Patikova, Jana Reznickova

Fakulta aplikované informatiky, Univerzita Tomase Bati ve Zliné

Abstrakt: Prispévek predstavuje zkuSenosti s vyuzitim online prostifedi Moodle a mate-
matického systému STACK pri opakovani stredoskolského uciva matematiky na Fakulté
technologické Univerzity Toméase Bati ve Zliné. Vysledky ukazuji, ze systém s vyuzitim
STACK tloh je studenty prevazné pozitivné vniman, ptispiva k rozvoji samostatnosti
a systematicnosti, avsak vyzaduje metodickou podporu pri praci se symbolickym zapisem.

Klicova slova: Moodle kurz, plugin STACK, generované tlohy.

Using a Moodle course with STACK assignments for reviewing
high school mathematics curriculum

Abstract: The paper presents experiences with the use of the online Moodle environment
and the STACK mathematical system in the revision of secondary school mathematics
curriculum at the Faculty of Technology of Tomas Bata University in Zlin. The results show
that the system using STACK tasks is mostly perceived positively by students, contributes
to the development of independence and systematicity, but requires methodological support
when working with symbolic notation.

Key words: Moodle course, STACK plugin, generated tasks.

Uvod

Piechod studentu ze stredni skoly na univerzitu byva v matematickych predmétech ¢asto
spojen s obtizemi, které prameni z rozdilného zpusobu vyuky, nejednotné urovné znalosti
i z toho, Ze ¢dst studentu prichazi se znacnym c¢asovym odstupem od maturitni matematiky.
Na Fakulté technologické UTB ve Zliné se proto dlouhodobé hledaji cesty, jak prvnim
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roc¢nikum usnadnit adaptaci na vysokogkolské tempo, posilit jejich jistotu v zakladnich
pojmech a zaroven podpotit schopnost samostatné prace.

V ramci téchto snah byl v akademickém roce 2024/25 zaveden novy systém podpory,
ktery kombinuje prezenc¢ni vyuku s domaci ptipravou v prostiedi Moodle. Klicovym
prvkem e-learningového kurzu je systém STACK (System for Teaching and Assessment
using a Computer algebra Kernel, [1]). Tento nédstroj umoznuje zaddvat ilohy s otevienou
odpovédi, které jsou vyhodnocovény pomoci poc¢itacové algebry ([2-5].

STACK tlohy studenty vedou k preciznimu zapisu matematickych vyrazu, praci se
zavorkami, mocninami ¢i funkcemi, a tim podporuji dovednosti nezbytné v navazujicich
predmétech matematického zakladu. Na rozdil od testu s vybérem odpovédi neumoznuji
nahodné tipovani; student musi skutecné promyslet postup a spravné jej formalizovat. Diky
jednotnému zapisu systém také poskytuje okamzitou zpétnou vazbu — student vidi, jak
systém jeho vyraz interpretuje, coz pomaha pochopit strukturu matematickych objektu,
nikoli pouze dosdhnout vysledku.

STACK navic usnadnuje generovani nahodnych variant zadani, coz vede k autentickému
procvicovani a brani pouhé pamétové reprodukei pifkladt. Pro prvni roéniky technické
fakulty, které prichazeji s velmi rozdilnou urovni stiedoskolskych znalosti, predstavuje
tento zpusob prace efektivni prostiedek k rychlému srovnani vstupni trovneé.

Cilem tedy nebylo pouze umoznit opakovani uciva, ale také vést studenty k syste-
matic¢nosti, pfesnému matematickému vyjadifovani a k efektivni praci s digitalnimi nastroji
— dovednostem, které jsou klicové pro moderni technické vzdélavéani.

1 Organizace kurzua

V prvnich dvou tydnech zimniho semestru probihaji na fakulté tzv. Adaptacni tydny,
béhem nichz studenti jesté nejsou rozdéleni podle studijniho oboru. Vyuka je organizovana
v blocich, které kombinuji matematiku a dalsi odborné ¢i podpurné predméty (napf.
chemie, piirodni védy nebo technické kresleni). Matematické ¢dst adaptacniho programu
je realizovana prostfednictvim predmétu Semindr z matematiky (TP1SM), ktery ma formu
intenzivniho opakovani zakladniho stredoskolského uciva a je zakoncen zapoctem.

praci studentu byl od roku 2024 zaveden systém domaci pripravy v Moodle kurzu. Seminér
se zamétruje na zakladni pocetni operace, praci se zlomky, mocninami a procenty, upravy
vyrazu a na uvod do funkei.

Po ukonceni adaptacnich tydnu navazuje predmét Repetitorium z matematiky (TP1RM),
vyucovany v prvni ¢asti standardniho semestru v rozsahu Sesti hodin tydné po dobu ¢tyt
tydnu. Tento predmét plynule pokracuje v opakovani relevantniho stredoskolského uciva
klicova pro nastup do predmétu Matematika 1 — elementarni funkce a jejich grafy, linedarni,
kvadratické a exponencialni rovnice, ptipadné jednoduché nerovnice.

Repetitorium tak slouzi jako pfemostujici kurz mezi adaptaénim opakovanim a vy-
sokoskolskymi tématy. Zachovava stejny systém prace jako semindai: domaci procvicovani
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v Moodle, prubézné plnéni cviénych testu a splnéni ostrych testu k ziskani zapoctu. Studenti
si mohou osvojit ucivo vlastnim tempem, ale zaroven pravidelné.

2 Struktura a nastaveni Moodle kurzu

Moodle kurz pro predméty TP1SM a TP1RM je koncipovan jako jednotny celek, jehoz
struktura odpovida postupnému opakovani stiedoskolského uciva. Témata 1-9 pokryvaji
obsah seminafe, témata 10-17 obsah repetitoria. Kazdé téma obsahuje dvojici testu —
cviény test a ostry test.

Cvitny test umoznuje neomezeny pocet pokusu, poskytuje okamzitou zpétnou vazbu
a nabizi napovedy ¢i ukazky teSeni. Slouzi k procviceni latky bez stresu a umoznuje
studentum oveérit si pochopeni uc¢iva. Ostry test naproti tomu neobsahuje napovédy ani
prubézné hodnoceni a je urcujici pro splnéni zapoctu.

STACK tlohy vyzaduji od studentu symbolicky zapis matematickych vyrazu. Syntaxe
vychézi ze systému Maxima a je v testech doplnéna stru¢nou napovédou. Spravné pouziti
syntaxe rozviji pfesnost matematického vyjadifovani a podporuje porozuméni struktute
vyrazu. U studentu technickych obort jde o dilezitou dovednost, kterd se promita i do
prace s dalsimi matematickymi nastroji.

Kurz tak neslouzi pouze ke kontrole znalosti, ale vyznamné ptispiva k rozvoji matema-
tické a digitalni gramotnosti. V kombinaci s prezenénim vyucovanim poskytuje prostor
k opakovanému procviceni i k hlubsimu porozuméni tématum, ktera jsou nutna pro
navazujici vysokoskolské predmeéty.

3 Zpétna vazba studentt

Po kazdém béhu kurzi byla sbirdna anonymni zpétna vazba. V roce 2024 se ztucastnilo 94
respondentt, v roce 2025 pak 68. Prevlddaly pozitivni reakce, zejména ocenujici moznost
pracovat vlastnim tempem, dostupnost testu a moznost opakovaného procvicovani. Obrazek
1 dokumentuje nézory studentti na Moodle testy. Pozitivni reakce (vybér):

,Libilo se mi, Ze jsem si test mohla udélat kdykoliv a v klidu doma.
,Neomezeny pocet pokusu mi pomohl si ldtku dobfe procvicit.
, Cvicné testy s okamzitou zpétnou vazbou mi ukazaly, kde délam chyby.
,Donutilo mé to si sednout k ucivu, i kdyz se mi nechtélo.

Nejcastéjsi vytky byly typu:
»Zadavani syntaxi bylo ¢asto tézsi nez samotny priklad. “
»Systém nékdy neuznal spravnou odpovéd jen kvili jinému forméatu.

,Pomohlo by vice ukazek a napovéd k zapisu.“
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1. V pfedmétech Seminar z matematiky a Repetitorium z matematiky bylo hodnocenf pravidelné vypracovavanych mood Dalgi
le test(. Vyjadrete se k nasledujicim tvrzenim. podrobnosti
® Souhlasim Spi3 souhlasim Tak napal Spis nesouhlasim @ Nesouhlasim

Zapocet pfedmétl se s ocekavanym usilim dal zvlddnout. I
Termin vyhotoveni "do pfi3ti nedéle" byl pfiméreny. B
Domaci prace v moodlu pfispély k pochopeni a/nebo procviceni o
udiva.
Bylo by uzite¢né mit testy v moodlu jako podminku pro zéapocet i ] ]
pro pfedmét Matematika 1.
100% 0% 100%

Obréazek 1: Hodnoceni 2024

Veétsina studentu vsak presto hodnotila testy jako piinosné a smysluplné. Na zakladé
zpétné vazby dochéazi k pravam testu pro pristi pouziti v nasledujicich akademickych
letech. Podil stiznosti na nedostatek napovédy k syntaxi se tak mirné snizil v roce 2025,
protoze nékteré tilohy byly ve srovnani s rokem 2024 upraveny. Negativni vnimani zédpisu
vysledku pretrvava.

4 Vysledky a vyuziti systému

Vedle kvalitativni zpétné vazby byla analyzovana také data z Moodle kurzu. V prvnim
béhu v akademickém roce 2024/25 bylo do predmétu Seminéi z matematiky zapséano 387
studentu, z nichz 299 tspésné splnilo podminky zapoctu, 53 viubec nezacalo pracovat. Do
navazujiciho Repetitoria z matematiky vstoupilo 335 studentu, z nichz 245 kurz tspésné
dokon¢ilo; 31 studentu nepracovalo vubec.

V akademickém roce 2025/26 bylo do pfedmétu Semindf z matematiky zapsano 369
studentt, z nichz 288 tspésné splnilo podminky zapoctu, 60 neprojevilo zadnou aktivitu.
Do navazujictho Repetitoria z matematiky bylo zapsano 340 studentt, z nichz 246 kurz
uspésné dokonéilo; 92 studentu bylo bez jakékoli aktivity.

Dale byla analyzovana aktivita studentu v jednotlivych tématech. Na Obrazku 2 je
vidét vyvoj poctu uzivatelu, kteii v roce 2024 pracovali s jednotlivymi cviénymi a ostrymi
testy. Vétsina studenttu zacinala cvicnou verzi. Mensi podil studentu cviéné testy vibec
nepotieboval. Vysledky z roku 2025 jsou podobného charakteru, pouze pocet uzivatelu,
ktefi vstoupili i do cviéného testu, je vétsinou o néco mensi.

Na zaznamu zobrazeni testu v roce 2024 na Obrazku 3 je vidét zvySeny pocet pokusu
v cviéném prvnim testu se zlomky a v ostrych testech pak u témat linearni, kvadraticka
a exponencialni funkce. Pfi prvnim testu do$lo k prvnimu seznameni se zpusobem zapisu
odpovédi, coz bylo pravdépodobnym duvodem vétsiho poc¢tu pokust. V ostrych testech je
narust dan pravdépodobné vyssi obtiznosti témat pro studenty.
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Obrézek 3: Zobrazeni testu 2024

Na Obrazku 4 jsou zdznamy s pocty zobrazeni jednotlivych testu v roce 2025. Je
zde vidét nizsi pocet zobrazeni cviénych testu ve srovnani s predchozim rokem. Kromé
jiného lze vypozorovat napiiklad nizsi pocet ostrych testi z Exponencialnich funkei, vyrazu
a rovnic, coz je test, ktery byl meziroéné zménén na zakladé pripominek studentu k syntaxi.

Celkové data ukazuji, ze studenti kurz aktivné vyuzivali.
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Obrazek 4: Zobrazeni testu 2025
5 Zaveér

Zavedeni e-learningovych kurzu se STACK ulohami prokazalo sviij potencial jako ucinny
nastroj podpory adaptace studentu na vysokoskolské studium matematiky. Kombinace
prezencni vyuky, prubézného procvicovani v Moodle a automatického vyhodnocovani
otevienych odpovédi vedla k vétsi systematicnosti a k rovnomérnéjsimu rozlozeni studijni
prace béhem semestru. Studenti ocenovali flexibilitu prostiedi, moznost opakovanych
pokusfl a okamzitou zpétnou Vazbu ktera jim poméhala lépe porozumét vlastnim chybam

Za limitujici aspekt student1 oznacovali technickou narocnost syntaxe, ktera muze
zvysSovat kognitivni zatéz zejména v pocatecnich pokusech. Tato vytka vsak predstavuje
i prilezitost k dalsimu rozvoji kurzi — metodicka podpora, doplnéni ukézek a instruktaznich
videi ¢i postupné zavadéni napovéd mohou tento aspekt vyrazné usnadnit.

Celkove 1ze uzaviit, ze propojeni prezencni vyuky s prosttedim Moodle a systémem
STACK je efektivni cestou k sjednoceni vstupnich znalosti studentu technické fakulty
i ke zvyseni jejich jistoty pred nastupem do predmétu Matematika 1. Dalsi rozvoj bude
smeétovat k rozsiteni podpurnych materiali, ke zvyseni uzivatelské privétivosti syntaxe
a k éiréimu vyuZiti dat z Moodle pfi cilené podpore studentu v tématech, ktera jsou
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MOZNOSTI VYUZITI DIGITALNICH
TECHNOLOGII PRI VYUCE GEOMETRICKYCH
ZOBRAZENI V PROSTORU

Petra Pirklova, Daniela Bimova

Katedra matematiky, Fakulta prirodovédné-humanitni a pedagogicka,
Technicka univerzita v Liberci

Abstrakt: Vyuka prostorovych geometrickych zobrazeni nenf obsazena v RVP ZS ani SS.
Bohuzel studenti ucitelstvi prvniho stupné, a nejen oni, v ramci vyukovych aktivit i praxi
zaménuji geometricka zobrazeni v roviné a geometricka zobrazeni v prostoru. Jednotlivé
typy zobrazeni také nespravné pouzivaji. Nasim cilem proto bylo efektivné seznamit
studenty s témito zobrazenimi. Kvuli vysokym narokum na prostorovou predstavivost je
vhodné pii jejich vyuce zapojit moderni technologie napt. program GeoGebra, 3D tisk ¢i
AL

Klicova slova: Prostorova zobrazeni, budouci ucitelé 1. stupné, pomucky, digitalni
technologie.

Possibilities of using digital technologies in teaching spatial
geometric transformations

Abstract: The teaching of spatial geometric transformations is not included in the Fra-
mework Education Programme (FEP) for primary or secondary schools. Unfortunately,
prospective primary teachers — and not only they — often confuse planar geometric trans-
formations with spatial geometric transformations. They also often misuse the individual
types of transformations. Our goal was therefore to introduce these concepts effectively,
ideally with the help of modern tools such as GeoGebra, 3D printing, or Al, which support
the high demands on spatial imagination.

Key words: Spatial transformations, prospective primary teachers, tools, digital techno-
logies.

Clének je publikovén v casopise South Bohemia Mathematical Letters, Vol. 33 (2025), No. 1
Dostupné z: https://home.pf.jcu.cz/~sbml
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MODERNI DIGITALNI NASTROJE VE VYUCE
MATEMATIKY: GEOGEBRA, WOLFRAM ALPHA
A CHATGPT

Mgr. Tomas Riemel, Ph.D.

Technicka univerzita Ostrava, Fakulta strojni, Katedra matematiky
a deskriptivni geometrie

Abstrakt: Prispévek se zamétuje na vyuziti digitalnich nastroju ve vyuce matematiky.
Ukazuje, jak mohou moderni technologie obohatit tradi¢ni metody a podporit aktivni
zapojeni studentu. Predstavuje praktické ukazky prace s GeoGebrou a moznosti Wolfram
Alpha pfti feseni tloh. Zavérem se vénuje vyuziti modelu ChatGPT a shrnuje piinosy
i limity téchto technologii ve vzdélavani.

Klicova slova: Wolfram Alpha, ChatGPT, Geogebra, matematika

Modern digital tools in mathematics teaching: GeoGebra,
Wolfram Alpha and ChatGPT

Abstract: The article focuses on the use of digital tools in mathematics teaching. It shows
how modern technologies can enrich traditional methods and support active student en-
gagement. It presents practical examples of working with GeoGebra and the possibilities of
Wolfram Alpha in solving problems. Finally, it discusses the use of the ChatGPT model
and summarizes the benefits and limitations of these technologies in education.

Key words: Wolfram Alpha, ChatGPT, GeoGebra, math

Uvod

Rychly rozvoj digitalnich technologii v poslednich letech vyznamné ovliviiuje zpusoby, jak
se matematika vyucuje i u¢i. Moderni nastroje umoznuji vizualizovat abstraktni pojmy,
automatizovat rutinni vypocty, podporovat interaktivni praci a otevirat nové moznosti
individualizace vzdélavani. Pravé v prostiedi stfrednich a vysokych skol, kde studenti
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hum, ale také prirozené zapojit studenty do aktivni prace. Dynamické vizualizace, okamzita
zpétna vazba ¢i moznost experimentovat s matematickymi objekty vytvareji podminky
pro hlubsi porozumeéni a podporuji konstruktivistické pojeti uceni. Soucasné vsak kladou
zvy$ené naroky na schopnost pedagogu tyto néstroje didakticky promyslené vyuzivat.

Tento prispévek se proto zaméruje na moznosti vyuziti tii vybranych digitalnich nastroju
— GeoGebry, Wolfram Alpha a jazykového modelu ChatGPT — ve vyuce matematiky.
Ptedstavuje jejich didakticky potencidl i limity a ukazuje, jak mohou moderni digitalni
prostiedky podporovat aktivni objevovani, rozvoj matematického mysleni i kritickou
reflexi.

1 Proc¢ digitalni nastroje ve vyuce?

Digitalni nastroje mohou vyrazné zvysit motivaci studentu diky interaktivité a okamzité
zpétné vazbe. Umoznuji vizualizovat abstraktni matematické pojmy pomoci grafi, simulaci
¢i dynamickych konstrukei, coz vede k jejich lepsimu pochopeni. Zaroven podporuji
samostatné a objevné uceni, protoze umoznuji experimentovat a ovérovat matematické
hypotézy. V neposledni tadé rozvijeji digitalni a informacni gramotnost, kterd je dnes
nedilnou soucasti moderniho vzdélavani.

2 GeoGebra ve vyuce matematiky

GeoGebra predstavuje jeden z nejrozsitenéjsich digitalnich nédstroju vyuzivanych ve vyuce
matematiky na stfednich i vysokych skoldch. Jeji hlavni prednosti je propojeni geometrie,
algebry a grafického zobrazeni v jednom prostiedi, coz umoznuje studentim vnimat
matematické pojmy v jejich vzajemnych souvislostech. V dynamickém prostiedi mohou
uzivatelé libovolné manipulovat s objekty, ménit jejich parametry a okamzité sledovat
dopad téchto zmén na vysledné konstrukce ¢i grafy. Tato interaktivita podporuje nejen
vizualni porozumeéni fesenym uloham, ale také aktivni zapojeni studentu, ktefi nejsou
pouhymi pozorovateli, nybrz piimymi tvirci matematickych situaci.

Dilezitym ptrinosem GeoGebry je také jeji podpora objevného uceni. Studenti mohou
samostatné zkoumat, jak se jednotlivé prvky konstrukce vzajemné ovliviuji, a dochézet
tak k vlastnimu porozuméni matematickym principum. Takovy proces vede k hlubsimu
uchopeni latky, nebot umoziiuje experimentovat, formulovat hypotézy a ovéfovat je pro-
stfednictvim okamzité zpétné vizualni odezvy.

Vyrazny didakticky potencidl GeoGebra nabizi také v oblasti analytické geometrie.
Pti préaci se soustavami linearnich rovnic mohou studenti v redlném case ménit jejich
parametry a okamzité pozorovat, jak se méni poloha ¢i smér odpovidajicich ptrimek
v souradnicové roviné. Tim se posiluje jejich schopnost propojit algebraické vyjadieni
rovnic s jejich grafickym obrazem a porozumét tomu, jak konkrétni koeficienty ovliviuji



Moderni digitalni nastroje ve vyuce matematiky 125

tvar a umisténi grafu. Tento proces zaroven rozviji schopnost zobecnovat matematické
vztahy a chépat je v SirSim kontextu.

GeoGebra tak poskytuje prostiedi, které umoznuje intuitivni, vizualné podlozené
a zaroven teoreticky presné porozuméni geometrii i analytickym tématum. Jeji zarazeni
do vyuky ptinasi vyrazné didaktické vyhody a podporuje moderni pojeti matematického
vzdélavani zalozené na aktivnim zapojeni studentu a na konstruktivistickém pristupu
k uceni. Na webu geogebra.org je k dispozici spousta materiali a appletu, které lze vyuzivat
pii vyuce.

Obrazek 1: Applet - Kruznice a primka

3 Wolfram Alpha

Wolfram Alpha predstavuje vykonny néstroj kombinujici rozsahlé databéaze, symbolické
vypocty a prvky umélé inteligence. Diky tomu dokaze zpracovavat Siroké spektrum
matematickych tloh, od jednoduchych algebraickych vyrazu az po pokrocilejsi problémy
z oblasti matematické analyzy. Schopnost automaticky fesit rovnice, poc¢itat derivace,
integraly ¢i limity z néj ¢ini uzitecny prostiedek nejen pro studenty, ale také pro vyucujici,
kteri jej mohou vyuzit k rychlé kontrole vysledku ¢i pripravé vyukovych materialu.

Vyznamnou piednosti Wolfram Alpha je moznost zobrazit krokové postupy feseni.
Studenti tak nemaji k dispozici pouze findlni vysledek, ale také detailni rozpis jednotlivych
transformacnich kroki, které k nému vedly. Tato funkce muze vyrazné prispét k pochopeni
samotného algoritmu feSeni a pomoci studentum odhalit pripadné chyby v jejich vlastnich
uvahach. Mnohé vystupy jsou navic doplnény grafickym znazornénim, které usnadnuje
interpretaci matematickych vztahu a podporuje vizualni porozuméni pojmum, jako jsou
extrémy funkci, prubéhy grafu ¢i feSeni nerovnic.
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Obrazek 2: Wolfram Alpha

Wolfram Alpha nachézi uplatnéni v riznych fazich vyukového procesu. Je vhodnym
nastrojem pro kontrolu domacich tloh, protoze studentim umoziuje ovérit nejen spravnost
vysledku, ale i strukturu feseni. V oblasti matematické analyzy mohou prostiednictvim
interaktivnich grafu zkoumat vlastnosti funkci, porovnavat jejich derivace nebo analyzovat
chovani limit. Diky generovani velkého mnozstvi prikladu 1ze Wolfram Alpha pouzit také
k procvicovani, a to jak béhem vyuky, tak pri samostatné pripravé studenti.

Jeho silnou strankou je rovnéz okamzita zpétna vazba, ktera podporuje samostatné
studium a umoznuje studentum pracovat vlastnim tempem. Vyuzitim tohoto nastroje se
zaroven rozviji dovednost kriticky hodnotit ziskané vysledky a porozumét tomu, kdy je
vhodné digitalni vypocty pouzit jako podporu vlastniho matematického mysleni. Ovsem
jako kazdy program, ma Wolfram Alpha sva omezeni a nékteré priklady resi velmi slozitymi
zpusoby, piikladem mohou byt integraly s lichymi odmocninami ve jmenovateli. Navic
v bezplatné verzi je feSeni ,step-by-step solution“ omezeno.

4 ChatGPT jako asistent pfi uc¢eni matematiky

ChatGPT predstavuje novy typ digitalniho néstroje, ktery muze vhodné doplnovat tradic¢ni
vyuku. Dokaze vysvétlovat matematické pojmy a postupy srozumitelnym jazykem, posky-
tovat Teseni krok za krokem a prizpusobit vysvétleni tirovni tazatele. Je proto uzitecny
nejen pro studenty, ale i pro ucitele pii pripravé pracovnich listu, testu ¢i ruznych forem
vykladu.

Dulezitou soucasti prace s ChatGPT je rozvoj kritického mysleni. Model muze nékdy
nabidnout neptesné ¢i dokonce chybné informace, a proto je nutné vysledky porovnavat
s ucebnicemi ¢i jinymi spolehlivymi zdroji. Tim se studenti uc¢i nejen formulovat presné
dotazy, ale také hodnotit spravnost predlozenych odpovedi. V diivéjsi verzi chybné
odpovédél napi. na otazku, zda-li je funkce y = tan z prosta? Z pohledu matematiky je
tato otdzka jiz spatné formulovand, a tudiz i odpovéd byla chybnd. Nutno podotknout,
ze nenojvesi verze ChatGPT odpovida jiz na tuto otazku spravné, ovsem stéle existuji
oblasti matematiky, kde odpovida nespravneé.
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ChatGPT muze slouzit pro vysvétleni latky, kontrolu feSeni i generovani novych
uloh. Jeho vyuziti poskytuje studentum okamzitou zpétnou vazbu a podporuje jejich
samostatnou praci. Pokud je pouzivan jako doplnkovy néstroj, muze vyznamné piispét
k rozvoji porozumeéni i komunika¢nich dovednosti v matematice.

© O ChatGPT @ Upgradovat na verzi Go X & sdiet O Pridatosoby

@ Novy chat Vysvétli mi, jak se pocita derivace funkce x*sin(x)
Q Hledat chaty
& Knihovna
€3 Projekty

88 Prozkoumat

© Scholar GPT
Krok 1: Pravidlo pro derivaci soucinu

Plati:
Uvod do élanku
Vygenerovani obrézku poukézky

tedy
Prepsan prezentace do lanku

Ziascen abstraktu (f@) =u'(2) - v(2) + u(z) - (x)
Echo nalez souhin

Diagnézy dle MKN-10 Krok 2: Derivujeme jednotlivé &asti ¢

+ | + @

C. difficile

Obrazek 3: Pouziti ChatGPT pfi vysvétleni derivace soucinu funkei

5 Shrnuti a doporuceni pro pedagogickou praxi

Digitalni nastroje predstavuji prilezitost, jak obohatit vyuku matematiky o nové formy
prace podporujici porozumeéni i samostatné uceni. Kazdy z predstavenych nastroju nabizi
specifické vyhody: GeoGebra podporuje vizualizaci a objevovani, Wolfram Alpha poskytuje
vypocetni oporu a ChatGPT pomahd s vysvétlovanim a reflexi reseni.

7 autorovy pedagogické praxe vyplyva, ze digitalni technologie nenahrazuji tradi¢ni
pi{stupy ani roli uéitele — jsou viak vyraznym rozsifenim jeho moznosti. Uspésnd integrace
téchto nastroju vyzaduje promyslené zaclenéni a kritickou préci s vysledky, které software ¢i
umeéld inteligence nabizi. Schopnost interpretovat, ovérovat a porovnavat digitalné ziskané
informace je klicovou kompetenci moderniho studenta.

Kombinace GeoGebry, Wolfram Alpha a ChatGPT umozinuje propojit vizualizaci,
vypocty 1 vysvétlovani do uceleného ucebniho procesu. Tim muze vyuka matematiky
lépe reagovat na ruznorodé potieby studentu, podporovat jejich samostatnost a prispivat
k rozvoji digitalni gramotnosti. Digitdlni technologie tak obohacuji nejen samotny proces
uceni, ale také zpusob, jakym studenti k matematice pristupuji.
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VYUZITI 3D TISTENYCH MANIPULATIVU VE
VYUCE MATEMATIKY NA SS: PODPORA
POZNAVACICH PROCESU ZAKU

Petra Surynkova

Katedra didaktiky matematiky, Matematicko-fyzikalni fakulta, Univerzita
Karlova

Abstrakt: Prispévek se vénuje moznostem vyuziti 3D tisténych pomucek ve vyuce ruznych
matematickych témat, zejména planimetrie a stereometrie na stfedni skole. Ukazeme,
jak tyto pomucky mohou podporovat poznavaci procesy zaku a studentu, naptiklad pii
identifikaci klicovych ¢asti geometrické tlohy, hledani ruznych reseni ¢i rozvijeni prostorové
predstavivosti. Predstavime také konkrétni ptriklady 3D tisténych pomucek a vysledky
prace studentu s jejich vyuzitim.

Klicova slova: 3D tisk, vyuka matematiky s manipulativy, poznavaci procesy zaku.

The Use of 3D-Printed Manipulatives in Secondary School
Mathematics Education: Supporting Students’ Learning
Processes

Abstract: This paper focuses on the possibilities of using 3D-printed manipulatives in
the teaching of various mathematical topics, particularly plane and spatial geometry at
secondary schools. It demonstrates how these tools can support students’ learning processes,
for example in identifying key elements of a geometric problem, exploring multiple solution
strategies, and developing spatial ability. The paper also presents examples of 3D-printed
manipulatives and selected outcomes of students’ work when these tools are used.

Key words: 3D printing, manipulative-based mathematics education, students’ learning
processes.
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