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V Českých Budějovićıch 19. prosince 2025

Za programový výbor
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souvislosti . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 96
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MATTECOACH: KDYŽ DOUČOVÁNÍ POMÁHÁ

ŽÁKŮM I BUDOUCÍM UČITELŮM

Elǐska Beránková

Katedra algebry a geometrie, Př́ırodovědecká fakulta, Univerzita Palackého
v Olomouci

Abstrakt: Mattecoach je online aplikace poskytuj́ıćı bezplatnou podporu v matematice
žák̊um základńıch a středńıch škol prostřednictv́ım textového chatu a sd́ılené tabule.
Doučováńı zajǐst’uj́ı studenti učitelstv́ı matematiky, kteř́ı si t́ımto zp̊usobem rozv́ıjej́ı své
didaktické i odborné kompetence. Projekt vznikl ve Švédsku, funguje také ve Skotsku a od
roku 2024 i v České republice. Př́ıspěvek představuje princip fungováńı aplikace a shrnuje
výsledky z prvńıho roku provozu, včetně př́ınos̊u pro žáky i budoućı učitele.

Kĺıčová slova: matematické vzděláváńı, online podpora učeńı, doučováńı matematiky,
peer-to-peer př́ıstup, př́ıprava budoućıch učitel̊u, digitálńı vzděláváńı

Mattecoach: When Mathematics Support Benefits Both Pupils
and Future Teachers

Abstract: Mattecoach is an online platform providing free mathematics tutoring for
primary and secondary school students through text-based chat and a shared whiteboard.
Tutoring is delivered by pre-service mathematics teachers, who simultaneously develop their
didactic and professional skills. The project originated in Sweden, operates in Scotland,
and has been implemented in the Czech Republic since 2024. The contribution introduces
the functioning of the application and presents results from its first year of operation,
highlighting its benefits for both pupils and future teachers.

Key words: mathematics education, online learning support, mathematics tutoring,
peer-to-peer learning, pre-service teacher education, digital education
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Úvod

Matematika představuje d̊uležitou součást vzděláváńı a rozvoj matematického myšleńı je
kĺıčový pro daľśı studijńı i profesńı dráhu žák̊u. Současné vzdělávaćı prostřed́ı zároveň
nab́ıźı nové možnosti, jak žáky v jejich učeńı podporovat, rozv́ıjet jejich porozuměńı
a posilovat jejich samostatnost. Digitálńı nástroje a online formy výuky otev́ıraj́ı prostor
pro flexibilńı a individualizovanou podporu, která může doplnit tradičńı výuku ve škole.

Projekt Mattecoach na tyto možnosti navazuje a přináš́ı model online podpory v ma-
tematice, jenž propojuje potřeby žák̊u s př́ıpravou budoućıch učitel̊u matematiky. Nab́ıźı
bezpečné a dostupné prostřed́ı, ve kterém mohou žáci pracovat vlastńım tempem a současně
źıskat ćılenou pomoc. Zároveň vytvář́ı autentický prostor pro rozvoj didaktických a ko-
munikačńıch dovednost́ı student̊u učitelstv́ı, č́ımž přisṕıvá k inovaci vzděláváńı na obou
úrovńıch.

1 Mattecoach jako nástroj podpory výuky

matematiky

Aplikace Mattecoach je online platforma určená k podpoře učeńı matematiky žák̊u základ-
ńıch a středńıch škol. Vznikla v roce 2009 ve Švédsku ve spolupráci tř́ı univerzit – Linköping
University, KTH Royal Institute of Technology ve Stockholmu a Chalmers University of
Technology v Göteborgu – s ćılem nab́ıdnout dostupné a kvalitńı matematické doučováńı
v online prostřed́ı [2]. Postupně se projekt rozš́ı̌ril i do daľśıch zemı́; v roce 2023 byla
spuštěna anglická verze aplikace ve Skotsku na University of Edinburgh [4]. Dı́ky této verzi
se Mattecoach stal př́ıstupným širš́ı mezinárodńı komunitě. V roce 2024 byla navázána
spolupráce mezi švédskými univerzitami a Univerzitou Palackého v Olomouci, která
umožnila spuštěńı české verze aplikace dostupné na webu mattecoach.upol.cz [3].

Stejně jako v zahranič́ı je i česká verze Mattecoache poskytována zdarma. Tento princip
vycháźı ze základńı filozofie projektu – zajistit rovný př́ıstup k podpoře ve vzděláváńı bez
ohledu na socioekonomické zázemı́ žák̊u. Aplikace funguje od ponděĺı do čtvrtka v čase
17:00–20:00, což odpov́ıdá modelu ověřenému ve Švédsku. Mattecoach je určen žák̊um
základńıch a středńıch škol s r̊uznými vzdělávaćımi potřebami – od těch, kteř́ı se chtěj́ı
připravit na test nebo přij́ımaćı zkoušky, přes žáky s dlouhodoběǰśımi obt́ıžemi až po žáky
matematicky nadané, kteř́ı maj́ı zájem rozšǐrovat své znalosti nad rámec školńı výuky.

Komunikace prob́ıhá prostřednictv́ım textového chatu a sd́ılené tabule, což umožňuje
anonymńı a individualizovanou podporu bez nutnosti zapnut́ı kamery. Tento zp̊usob práce
poskytuje žák̊um větš́ı pocit bezpeč́ı a snižuje obavy z chyb nebo hodnoceńı. Zároveň nab́ıźı
flexibilitu – aplikace je dostupná na všech zař́ızeńıch s webovým prohĺıžečem a umožňuje
kouč̊um pracovat s v́ıce žáky současně, přičemž každý z nich postupuje vlastńım tempem.
Žáci se mohou k řešeným úlohám během konverzace opakovaně vracet, což podporuje lepš́ı
orientaci v prob́ıraném učivu.

Základńım principem práce v aplikaci je peer-to-peer př́ıstup. Studenti učitelstv́ı mate-
matiky zde vystupuj́ı v roli kouč̊u, kteř́ı žáky provázej́ı procesem řešeńı úloh. Nejde o posky-
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továńı hotových řešeńı, ale o ćılené otázky a podporu vedoućı k aktivńımu přemýšleńı žáka.
Koučové se zaměřuj́ı na zjǐstěńı toho, čemu žák rozumı́, kde vzniká problém, a pomáhaj́ı
mu nalézt správný postup vlastńı cestou. Tento př́ıstup přisṕıvá k hlubš́ımu porozuměńı
matematickým koncept̊um a rozvoji samostatnosti při řešeńı problémů.

Doučováńı v české verzi Mattecoache zajǐst’uj́ı studenti učitelstv́ı matematiky Př́ı-
rodovědecké a Pedagogické fakulty Univerzity Palackého v Olomouci. Ti kombinuj́ı od-
borné znalosti s didaktickými dovednostmi źıskanými během studia a zároveň procházej́ı
speciálńım školeńım zaměřeným na online výuku a koučováńı. Projekt tak přináš́ı př́ınos
nejen žák̊um, ale i samotným budoućım učitel̊um, kteř́ı zde źıskávaj́ı cennou praktickou
zkušenost.

Celkově projekt Mattecoach sleduje tři hlavńı ćıle: podporu žák̊u prostřednictv́ım
dostupné a kvalitńı pomoci v matematice, rozvoj profesńıch a didaktických kompetenćı
budoućıch učitel̊u a výzkum online výuky matematiky. Analýza prob́ıhaj́ıćıch konverzaćı
umožňuje sledovat zp̊usoby komunikace, typické obt́ıže žák̊u i efektivitu peer-to-peer
př́ıstupu. Mattecoach tak představuje nejen nástroj podpory výuky, ale i platformu pro
inovaci a výzkum v oblasti matematického vzděláváńı [1].

2 Výsledky z prvńıho roku fungováńı aplikace

Mattecoach

Aplikace Mattecoach byla v České republice spuštěna 14. ř́ıjna 2024 a během prvńıho roku
provozu se do jej́ıho fungováńı zapojilo 22 kouč̊u – student̊u učitelstv́ı matematiky. Ti
uskutečnili celkem 1274 konverzaćı se žáky, což odpov́ıdá 1831 hodinám online koučováńı.
V pr̊uběhu školńıho roku se projekt postupně dostával do povědomı́ veřejnosti, a to nejen
prostřednictv́ım ćılené propagace na základńıch a středńıch školách a během dn̊u otevřených
dveř́ı Př́ırodovědecké fakulty Univerzity Palackého, ale také d́ıky mediálńım výstup̊um
v tǐstěných periodikách, rozhlase a televizi.

Součást́ı rozvoje projektu bylo rovněž zavedeńı vysokoškolského předmětu Mattecoach
(2 kredity) na Univerzitě Palackého v Olomouci. Tento předmět poskytuje student̊um
teoretické zázemı́ v oblasti online výuky matematiky, praktický výcvik koučováńı a prostor
pro analýzu a reflexi autentických chatových konverzaćı. Projekt se tak stal přirozenou
součást́ı př́ıpravy budoućıch učitel̊u matematiky a propojil podporu žák̊u s univerzitńım
vzděláváńım.

Obrázek 1 zachycuje vývoj počtu konverzaćı v jednotlivých měśıćıch školńıho roku.
Zřetelně se ukazuje, že Mattecoach byl nejv́ıce využ́ıván v obdob́ıch zvýšené studijńı
zátěže, zejména od února do dubna, kdy se žáci připravuj́ı na přij́ımaćı zkoušky a maturitu.
Zvýšená aktivita v tomto obdob́ı zároveň odráž́ı efekt mediálńı propagace, která proběhla
v únoru a přispěla k větš́ımu povědomı́ o existenci aplikace.

Z obrázku 2 vyplývá, že největš́ı pod́ıl dotaz̊u pocházel od žák̊u základńıch škol,
předevš́ım druhého stupně, přestože významnou část uživatel̊u tvořili i středoškoľst́ı
studenti. Ojediněle se objevily také dotazy od vysokoškolských student̊u či dotazy z jiných
předmět̊u než matematiky. Pokud to kapacity projektu umožňuj́ı, snaž́ı se koučové pomáhat
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i s úlohami z fyziky nebo žáky odkázat na vhodnou formu podpory v dané oblasti.

0

100

200

300

400

500

Říjen Listopad Prosinec Leden Únor Březen Duben Květen Červen

Počet konverzací

Obrázek 1: Vývoj počtu konverzaćı v jednotlivých měśıćıch školńıho roku 2024/2025
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1. stupeň ZS� SS� VS� Dotazy

Obrázek 2: Rozložeńı konverzaćı podle stupně vzděláváńı

Analýza tematického zaměřeńı konverzaćı ukazuje, že u žák̊u základńıch škol dominovala
témata spojená s přij́ımaćımi zkouškami, algebraickými výrazy, aritmetikou a slovńımi
úlohami. Středoškoľst́ı studenti se na kouče nejčastěji obraceli s dotazy na rovnice, nerovnice
a funkce, přičemž zde výrazně převažovala problematika exponenciálńıch, logaritmických
a goniometrických rovnic a funkćı. Tyto výsledky potvrzuj́ı, že Mattecoach nejčastěji
využ́ıvaj́ı žáci v přechodovém obdob́ı mezi základńı a středńı školou, kdy se setkávaj́ı
s náročněǰśımi matematickými koncepty a potřeba individuálńı podpory je nejvýrazněǰśı.

Prvńı rok fungováńı projektu potvrdil, že Mattecoach dokáže efektivně propojit
podporu žák̊u s rozvojem student̊u učitelstv́ı matematiky. Aplikace nab́ıźı moderńı formu
podpory učeńı založenou na peer-to-peer př́ıstupu, který podporuje aktivńı myšleńı,
samostatnost a hlubš́ı porozuměńı matematice u obou skupin. Projekt tak otev́ırá nové
možnosti pro inkluzivńı, dostupné a smysluplné učeńı matematiky v online prostřed́ı.

Tento př́ıspěvek vznikl za podpory projekt̊u IGA PrF 2025 008 a fondu F – Projekt na
podporu navýšeńı kapacit vysokoškolského vzděláváńı v učitelských studijńıch programech.
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OD DIGITÁLNÍ SIMULACE K ODVALOVÁNÍ 3D

TIŠTĚNÉHO FYZICKÉHO MODELU

Daniela B́ımová, Petra Pirklová

Katedra matematiky, Fakulta př́ırodovědně-humanitńı a pedagogická,
Technická univerzita v Liberci

Abstrakt: Pracovńı d́ılna byla navržena s ćılem poskytnout vyučuj́ıćım matematiky
r̊uzných typ̊u a stupň̊u škol, tj. zájemc̊um z řad účastńık̊u konference, praktické zkušenosti
práce s dynamickými applety obsahuj́ıćımi úlohy zaměřené na odvalováńı rozličných model̊u
krychle. Účastńıci pracovńı d́ılny aktivně vypracovávali předpřipravené úlohy nejen v online
virtuálńım prostřed́ı GeoGebra Classroom, ale i s pomoćı 3D tǐstěných fyzických model̊u.

Kĺıčová slova: Spontánńı stereometrie, odvalováńı krychle, GeoGebra 3D, dynamické
applety, 3D tǐstěné modely.

From digital simulation to the rolling of a 3D printed physical
model

Abstract: The workshop was designed to provide mathematics teachers from diverse types
and levels of schools (that is, conference participants interested in the topic) with practical
experience in working with dynamic applets containing tasks focused on rolling various
models of the cube. The workshop participants actively worked through pre-prepared tasks
not only in the online virtual environment of GeoGebra Classroom, but also with the help
of 3D printed physical models.

Key words: Spontaneous stereometry, rolling the cube, GeoGebra 3D, dynamic applets,
3D printed models.

Úvod

V současné době je velmi často obt́ıžné motivovat žáky vhodným zp̊usobem k učeńı. Je
proto v́ıce než žádoućı naj́ıt takové zp̊usoby a metody, které by je vedly k touze po poznáńı
něčeho nového, objeveńı pro ně neznámých skutečnost́ı či zákonitost́ı apod. a které by
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jim zároveň poskytly pocit úspěchu. Z uvedených d̊uvod̊u jsme si položily otázku:
”
Jak

motivovat žáky k pochopeńı geometrického jevu, jakým může být např. odvalováńı r̊uzných
model̊u krychle?“ Odpověd’ na tuto otázku jsme hledali společně s účastńıky pracovńı
d́ılny pomoćı aktivńıch činnost́ı spoč́ıvaj́ıćıch v řešeńı zadaných úloh.

1 Geometrické myšleńı a prostorová představivost

Vzhledem ke skutečnosti, že v revidované verzi dokumentu Rámcový vzdělávaćı program
pro základńı vzděláváńı (RVP ZV, 2025) došlo k opětovné redukci učiva geometrie –
a přitom dostatečně rozvinuté geometrické myšleńı a prostorová představivost jsou nezbytné
nejen pro řadu každodenńıch činnost́ı, ale i pro řadu profeśı – vyvstávaj́ı otázky, jaké
geometrické úlohy do výuky zařazovat (tj. úlohy pro jaká geometrická témata do výuky
geometrie nenásilnou formou integrovat, když byla centrálně daľśı témata z výuky geometrie
odebrána), kdy takové geometrické úlohy do výuky implementovat a jakými zp̊usoby.

Nejprve ve stručnosti pojednejme o významech geometrického myšleńı a prostorové
představivosti nejen z hlediska kognitivńı psychologie, ale předevš́ım i z hlediska didaktiky
matematiky.

Geometrické myšleńı i prostorová představivost jsou zařazovány mezi tzv. kognitivńı
složky člověka. Toto jejich zařazeńı je opodstatněné, a to právě jak z hlediska kognitivńı
psychologie, tak i z pohledu didaktiky matematiky a neurověd.

Geometrické myšleńı představuje specifickou formu kognitivńıho zpracováńı
informaćı, která mj. zahrnuje:

� vńımáńı a rozpoznáváńı rovinných tvar̊u, prostorových objekt̊u a vztah̊u mezi nimi,

� mentálńı manipulaci s geometrickými objekty,

� abstrahováńı prostorových vlastnost́ı,

� deduktivńı a vizuálně-logické usuzováńı.

V kognitivńı psychologii je geometrické myšleńı řazeno mezi vyšš́ı kognitivńı funkce, nebot’

kombinuje percepčńı procesy s abstraktńım a logickým myšleńım. V didaktice matematiky
se často zmiňuje, že geometrické myšleńı má vlastńı vývojové stupně (např. van Hieleho
model), což je typický znak kognitivńı schopnosti.

Prostorová představivost je standardně považována za základńı kognitivńı schop-
nost člověka, která zahrnuje např́ıklad:

� mentálńı rotaci objekt̊u,

� představováńı si pohyb̊u a transformaćı v prostoru,

� orientaci v prostoru.
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V psychologii je prostorová představivost často řazena mezi vizuálně-prostorové schop-
nosti, které tvoř́ı samostatnou složku inteligence.

Z obecného hlediska jsou geometrické myšleńı a prostorová představivost součást́ı
kognitivńıch proces̊u (mezi ně řad́ıme vńımáńı, pamět’, myšleńı, představivost), inteli-
gence jedince (zejména jej́ı vizuálně-prostorové a logické složky) a exekutivńıch funkćı
(pokud jde o plánováńı, kontrolu a koordinaci mentálńıch operaćı).

V oblasti vzděláváńı jsou tyto dvě uvedené schopnosti – geometrické myšleńı a prosto-
rová představivost – považovány za kĺıčové pro porozuměńı geometrii, stereometrii
a technickým obor̊um, významné pro (každodenńı) lidské činnosti (orientace
v prostoru, ve městě či na mapě, manipulace s prostorovými objekty, práce s nástroji),
rozv́ıjitelné ćılenou výukou, manipulativńımi aktivitami a dynamickými vizua-
lizacemi.

Lze shrnout, že geometrické myšleńı i prostorová představivost jsou plnohodnotnými
kognitivńımi složkami člověka, mezi které patř́ı základńı schopnosti lidské mysli propojuj́ıćı
vńımáńı, představivost, abstrakci a logické usuzováńı, a maj́ıćı zásadńı význam jak pro
matematické vzděláváńı, tak pro běžné fungováńı člověka v prostoru

2 Procvičováńı geometrického myšleńı a prostorové

představivosti pomoćı odvalováńı model̊u krychle

Profesor Hejný klade ve své dlouholeté práci d̊uraz na učeńı založeném na
”
budováńı

schémat“ a na rozvoj geometrické představivosti prostřednictv́ım izolovaných a gene-
rických model̊u, které žáci aktivně objevuj́ı a testuj́ı. Ve své knize (Hejný, 1989) zavád́ı
pojem spontánńı stereometrie jako takový typ prostorové geometrie, v ńıž nejsou kromě
základńıch znalost́ı o prostorových tělesech, resp. objektech zapotřeb́ı žádné hlubš́ı poznatky
z prostorové geometrie. Spontánńı stereometrii tedy chápe v tomto duchu jako soubor do-
vednost́ı a představ o trojrozměrných objektech vznikaj́ıćıch ze zkušenost́ı s manipulacemi
a modelováńım. Hejný rozděluje spontánńı stereometrii na šest oblast́ı:

� geometrická tělesa (modelováńı a znázorňováńı těles, manipulace s modely těles,
skládáńı/rozkládáńı těles, . . . ),

� śıtě těles (vytvářeńı śıt́ı a manipulace s nimi),

� geometrie povrchu těles (pohyb po povrchu tělesa),

� pohyb těles (odvalováńı a otáčeńı těles, zápis těchto pohyb̊u, stopa vytvořená
odvalováńım tělesa nebo jeho části),

� kombinatorická geometrie těles (např. obarvováńı vrchol̊u, hran a stěn tělesa, kombi-
natorické hry),

� prostorová bludǐstě (řešeńı, ale i tvořeńı prostorového bludǐstě).
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Uvedených šest oblast́ı spontánńı stereometrie nab́ıźı řadu aktivit a úloh, pomoćı nichž
lze u žák̊u nenásilnou formou rozv́ıjet a trénovat geometrické myšleńı i prostorovou
představivost. Pro pracovńı d́ılnu jsme zvolily oblast pojmenovanou pohyb těles a speciálně
jsme se zaměřily na odvalováńı rozličných model̊u krychle po předem vytvořených trasách.

Úlohy zaměřené na odvalováńı r̊uzných model̊u krychle záměrně propojuj́ı několik
kognitivńıch proces̊u, a to tyto následuj́ıćı procesy:

� vizuálně-prostorovou transformaci (mentálńı rotace a translace),

� strukturálńı reprezentaci (hrany, sousedstv́ı stěn, povrch model̊u krychle – tj. barvy
nacházej́ıćı se nebo symboly znázorněné na jednotlivých stěnách př́ıslušného modelu
krychle),

� sekvenčńı plánováńı (sled krok̊u při odvalováńı),

� propojeńı 2D reprezentaćı (rovinné śıtě) s 3D objektem (odpov́ıdaj́ıćım 3D fyzickým
modelem).

Tento multiplex kognitivńıch proces̊u podporuje vytvářeńı flexibilńıch model̊u 3D objektu,
tj. právě to, co Hejný označuje jako konstrukci generického schématu ve stereometrii.
Přesněji, odvalováńı modelu krychle nut́ı žáka uvažovat, jak se konkrétńı stěna krychle

”
přemı́st́ı“ na novou pozici, jak se v př́ıslušném kroku odvaleńı změńı orientace symbol̊u
na stěnách (pokud se tedy může změnit; např. u kruhu znázorněného na stěně modelu
krychle k žádné změně orientace d́ıky jeho tvaru doj́ıt nemůže) a jak z př́ıslušného kroku
odvaleńı odvod́ı výslednou konfiguraci modelu krychle umı́stěného na nové pozici.

2.1 Zmı́nka o empirických výzkumech

Moderńı kognitivně-vzdělávaćı výzkumy ukazuj́ı, že prostorové dovednosti jsou naučitelné
a maj́ı širš́ı dopad na výkon v STEM oblastech. Metaanalýza (Uttal a kol., 2013)
shromáždila stovky studíı, ze kterých byl odvozen závěr, že ćılený trénink prostorových
dovednost́ı vede k jejich výrazným zlepšeńım. Jinými slovy řečeno, specifická cvičeńı (včetně
implementace úloh zaměřených na trénováńı a rozvoj manipulativńıch dovednost́ı se 3D
objekty) přinášej́ı reálná zlepšeńı schopnost́ı, které jsou spojeny s úspěchem v matematice
a technických oborech. Daľśı přehledy a studie (Hegarty, 2018; Sorby, 2009) potvrzuj́ı, že
specifické postupy (mentálńı rotace, práce se zobrazeńımi, skládáńı/rozkládáńı śıt́ı těles
atd.) vedou k měřitelnému zlepšeńı a někdy i k lepš́ım školńım výsledk̊um. Uvedená fakta
tak empiricky podporuj́ı zařazováńı úloh zaměřených na odvalováńı rozličných model̊u
krychle do strukturovaného rozvoje stereometrických dovednost́ı žák̊u.

2.2 Odvalováńı model̊u krychle z hlediska vzdělávaćıho procesu

Z pohledu vzdělávaćıho procesu funguj́ı úlohy založené na odvalováńı r̊uzných model̊u
krychle v následuj́ıćıch vzájemně se doplňuj́ıćıch rovinách:
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� manipulace se 3D (tǐstěným) fyzickým modelem podporuje propojeńı moto-
rických dovednost́ı s mentálńımi reprezentacemi prostorových transformaćı. Do této
roviny lze zařadit také řešeńı problému

”
na prstech“ či pomoćı

”
rukou“. V těchto

př́ıpadech prsty či ruce pomáhaj́ı žák̊um vytvořit si konkrétńı imaginárńı izolačńı
model, se kterým ve svých představách následně pracuj́ı.

� pozvolné abstrahováńı (např. opakované odvalováńı jednoho a téhož modelu
po r̊uzných trasách vede k identifikaci invariant̊u, tj. k určeńı, která stěna soused́ı
se kterou stěnou, které symboly se objev́ı v sousedńıch čtverćıch zobrazené trasy
odvalováńı aj.),

� metakognitivńı ř́ızeńı

– vytvořeńı strategie (žáci jsou nuceni plánovat d́ılč́ı kroky postupu a možné
strategie řešeńı úloh (při postupném odvalováńı barevného modelu krychle po
zadané trase budou např. sledovat jednotlivé pozice modré stěny)),

– pr̊uběžná kontrola porozuměńı (během pr̊uběžné kontroly se žáci mohou ptát
sami sebe:

”
Učinil(a) jsem tento krok správně?“)

– vyhodnocováńı a pr̊uběžná změna strategie (v pr̊uběhu řešeńı úlohy mohou žáci
doj́ıt ke zjǐstěńı:

”
Tento postup mi nevyhovuje, zkuśım naj́ıt jiný zp̊usob řešeńı.“,

což je zpravidla vede ke změně p̊uvodně zvolené strategie)

� reflexe a hodnoceńı (žáci hodnot́ı, zda byl jimi zvolený postup řešeńı úlohy
efektivńı; uvědomuj́ı si vzniklé chyby, a předevš́ım jejich možné př́ıčiny; přenášej́ı
źıskané zkušenosti na daľśı podobné situace, tj. na řešeńı úloh podobného typu).

Metakognice, neboli uvědomováńı si ř́ızeńı vlastńıch myšlenkových proces̊u při učeńı
a řešeńı úloh nespoč́ıvá v samotném zp̊usobu řešeńı úlohy, ale ve vědomém pochopeńı
toho, jak k řešeńı přistupujeme, jak ho kontrolujeme a jak se z něj uč́ıme. Metakognici lze
v kontextu odvalováńı r̊uzných model̊u krychle chápat např. následovně:

� žák rozpozná, že se v řešeńı úlohy s pomoćı mentálńıho odvalováńı
”
ztráćı“, a tak

vědomě použije 3D fyzický model,

� žák dokáže vysvětlit, proč j́ım zvolená strategie funguje či nefunguje (např. sledováńı
stěny jedné barvy (tzv. referenčńı stěny) během procesu odvalováńı),

� žák dokáže po vyřešeńı úlohy reflektovat, která zvolená strategie vedoućı k nalezeńı
správného řešeńı byla nejúčinněǰśı, a také zvládne vysvětlit, proč tomu tak bylo.

2.3 Návrhy implementace úloh zaměřených na odvalováńı
model̊u krychle

Základńı princip procesu odvalováńı r̊uzných model̊u krychle nebo jiných těles (B́ımová
& Pirklová, 2024) je možné žák̊um nejprve názorně ukázat s pomoćı užit́ı 3D fyzických
model̊u a předtǐstěných plánk̊u př́ıslušných tras.
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Úlohy zaměřené na odvalováńı rozličných model̊u krychle je možné začleňovat do výuky
geometrie již od 1. stupně základńı školy, kdy jsou žáci zvykĺı pracovat s 3D fyzickými
modely. A protože odvalováńı modelu krychle spadá pod jednu z šesti oblast́ı spontánńı
stereometrie, nejsou k řešeńı úloh tohoto typu zapotřeb́ı žádné hlubš́ı znalosti z geometrie.
Žáci muśı pouze pochopit základńı princip procesu odvalováńı modelu krychle a zazna-
menáváńı požadovaných barev či symbol̊u vyskytuj́ıćıch se na jeho jednotlivých stěnách do
vyznačené trasy. K nalezeńı řešeńı úloh uvedeného typu mohou žáci zpočátku využ́ıvat jak
paṕırové modely, tak i 3D tǐstěné fyzické modely. Oba typy model̊u krychle mohou vyrobit
sami žáci v pracovńıch činnostech či v informatice (začleněńı mezipředmětových vztah̊u ve
výuce), nebo je pro žáky může vyrobit učitel. Nevýhodou paṕırových model̊u oproti 3D
tǐstěným fyzickým model̊um je jejich krátká životnost, a to předevš́ım v př́ıpadě, že je
budou použ́ıvat opakovaně žáci mladš́ıho školńıho věku. Výhodou obou dvou typ̊u model̊u
je jejich variabilita. Tzn. lze je vyrobit takovým zp̊usobem, aby na jejich stěnách byly
znázorněny takové barvy či symboly, které se vyskytuj́ı v předkládaných úlohách. Nav́ıc při
samostatné tvorbě paṕırových model̊u si žáci procvič́ı r̊uzné typy śıt́ı krychle, skládáńı śıtě
do povrchu modelu krychle a zpětné rozkládáńı povrchu modelu krychle do roviny, dále
budou trénovat své motorické dovednosti (přesnost rýsováńı, stř́ıháńı, ohýbáńı v mı́stech
přehyb̊u apod.). Při tvorbě 3D tǐstěných fyzických model̊u je žák̊um představen postupný
proces 3D tisku, a to od 3D modelováńı virtuálńıho modelu ve vhodném geometrickém
softwaru, nastaveńı virtuálńıho modelu k 3D tisku (vytvořeńı souboru ve formátu *.stl,
slicováńı, generováńı souboru ve formátu *.gcode) a samotný proces 3D tisku 3D fyzického
modelu na 3D tiskárně.

Žáci jakéhokoliv věku (nejen mladš́ıho školńıho věku) mohou pomoćı induktivńıho
zp̊usobu výuky, v jehož rámci přecházej́ı od konkrétńıch př́ıklad̊u a d́ılč́ıch zkušenost́ı
k obecným pravidl̊um, princip̊um a zobecněńım, řešit zadané úlohy zaměřené na odvalováńı
r̊uzných model̊u krychle. Dostanou-li se do fáze, kdy jsou schopni úlohy uvedeného typu
řešit pouze ve svých představách, lze přej́ıt k abstraktněǰśım variantám úloh uvedeného
typu.

Mezi abstraktněǰśı varianty úloh zaměřených na odvalováńı r̊uzných model̊u krychle
můžeme zařadit jednak úlohy řešené ve virtuálńım prostřed́ı některého ze 3D geometrických
softwar̊u, tak i řešené pouze v představách žák̊u. Abstraktněǰśı varianty úloh je vhodné
zařazovat do výuky geometrie na 2. stupni základńıch škol či na středńıch školách. Při
jejich implementaci je však třeba brát také zřetel např. na digitálńı dovednosti žák̊u. Tj. je
zapotřeb́ı, aby v př́ıpadě řešeńı úloh ve virtuálńım prostřed́ı žáci znali prostřed́ı př́ıslušného
3D geometrického softwaru a uměli v něm pracovat.

Úlohy zaměřené na odvalováńı r̊uzných model̊u krychle lze také rozličnými zp̊usoby
variovat. Pokud maj́ı žáci řešit úlohy tohoto typu pouze ve svých představách, nab́ıźı se
nejen vhodná volba délek tras odvalováńı, ale také př́ıhodná volba barev či symbol̊u na
stěnách modelu krychle. Trasa odvalováńı modelu krychle může být žák̊um zadána, anebo
žáci mohou trasu odvalováńı zaznamenávat dle daných pokyn̊u např. do čtvercové śıtě.

Pro ověřeńı správnosti řešeńı se nab́ıźı kombinace mentálńıho zp̊usobu řešeńı s kontrolou
pomoćı manipulace s 3D tǐstěným fyzickým modelem, se śıt́ı modelu krychle či např. pomoćı
animace v dynamickém appletu vytvořeném v softwaru GeoGebra 3D. Mé dosavadńı
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zkušenosti ukazuj́ı, že r̊uzné kombinace zmı́něných zp̊usob̊u řešeńı úloh uvedeného typu
jsou pro procvičováńı geometrického myšleńı a trénováńı prostorové představivosti žák̊u
efektivńı. Hegarty a kol. (2018) upozorňuj́ı, že r̊uzné strategie řešeńı prostorových úloh
mohou mı́t při učeńı r̊uznou efektivitu, a proto je užitečné je student̊um zpř́ıstupnit.

3 Navržená sada úloh

Jak bylo zmı́něno výše, geometrické myšleńı a prostorovou představivost lze rozv́ıjet ćılenou
výukou, manipulativńımi aktivitami a dynamickými vizualizacemi. Za těmito účely jsme
navrhly sadu úloh zaměřených na odvalováńı r̊uzných model̊u krychle.

Slovńı i grafické zadáńı úloh zaměřených na odvalováńı r̊uzných model̊u krychle jsme
zpracovaly v softwaru GeoGebra v podobě dynamických applet̊u. Přitom pod r̊uznými
modely krychle (obrázek 1) rozumı́me:

� model šestibarevné krychle (každá stěna krychle je obarvena jinou barvou),

� model hraćı kostky (s body 1–6 na jej́ıch stěnách, přitom součet bod̊u na protěǰśıch
stěnách hraćı kostky je roven sedmi),

� model krychle se symboly na stěnách (na každé stěně krychle je zobrazen jiný symbol,
např. čtverec. kruh, symboly

”
+“ nebo

”
×“ atd.)

� model krychle s prostorovou lomenou čarou na jej́ıch stěnách.

Obrázek 1: 3D virtuálńı modely krychle k navrženým úlohám

Vytvořeny byly celkem čtyři sady úloh. V každé sadě úloh byl použit pouze jeden typ
modelu krychle a byla zvolena právě jedna trasa odvalováńı. Nav́ıc každá ze čtyř zvolených
tras představovala vždy jeden typ śıtě krychle, po kterém se model krychle může odvalovat
pouze takovým zp̊usobem, aniž by se v některém ze čtverc̊u śıtě musel odvalit zpět na
předchoźı čtverec. Lze ř́ıci, že pohyby odvalováńı model̊u krychle po vybraných čtyřech
typech śıtě krychle jsou

”
jednosměrné“.

Úlohy věnované zaznamenáváńı barev, bod̊u, symbol̊u či část́ı prostorové lomené čáry
do jednotlivých čtverc̊u př́ıslušného typu śıtě krychle se lǐsily zp̊usobem zadáńı př́ıslušných
model̊u krychle. V prvńı podúloze (a) byly barvy, body, symboly či části prostorové lomené
čáry vyskytuj́ıćı se na stěnách př́ıslušného modelu krychle popsány pouze slovně. Ve druhé
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podúloze (b) přibyl ke slovńımu zadáńı úlohy i statický model krychle znázorněný ve
3D okně programu GeoGebra. Na jednotlivých statických modelech krychle byly bud’

všechny stěny obarveny danými barvami, anebo na stěnách byly znázorněny př́ıslušné
body, symboly či části lomené prostorové čáry, a to dle př́ıslušného slovńıho popisu
uvedeného v zadáńı úlohy. Ve třet́ı podúloze (c) byly slovńı zadáńı a statický model krychle
doplněny o dynamický model krychle, jehož stěny byly jednobarevné. Tento jednobarevný
dynamický model krychle se po postupném stlačováńı př́ıslušných tlač́ıtek ve 3D okně
softwaru odvaloval krok za krokem. Ve čtvrté podúloze (d) byl nav́ıc dynamický model
krychle bud’ opatřen barevnými stěnami, anebo body, symboly či částmi prostorové lomené
čáry zobrazenými na jeho stěnách, a to v každém kroku jeho odvaleńı.

Obrázek 2: Grafická zadáńı vybraných dvou navržených úloh

K pátým podúlohám (e) byly 3D vymodelovány a následně 3D vytǐstěny fyzické
modely krychĺı a také vytvořeny rovinné plánky tras, po kterých bylo možné 3D tǐstěné
modely krychĺı odvalovat. Délky stran čtverc̊u nacházej́ıćıch se v plánćıch jednotlivých
tras odpov́ıdaly délkám hran př́ıslušného modelu krychle.

Každá sada úloh byla doplněna ještě daľśım typem úlohy. V šesté podúloze (f) nebylo
již požadováno zaznamenáváńı barev, bod̊u, symbol̊u nebo část́ı prostorové lomené čáry do
čtverc̊u plánku trasy, ale úkolem bylo zakreslit (např. pomoćı nástroje

”
Pero“ či pomoćı

daľśıch nástroj̊u softwaru GeoGebra) kolmý pohled shora a kolmý pohled zpředu na
trajektorii, kterou vykresĺı zadaný vrchol modelu krychle při jeho postupném odvalováńı
po trase zakreslené na plánku. V př́ıpadě, že by úlohu řešili žáci, kteř́ı umı́ pracovat
s nástroji 3D okna softwaru GeoGebra, anebo s nástrojem

”
Stopa objektu“, mohli by též

zkusit vykreslit trajektorii pohybuj́ıćıho se bodu ve 3D okně s pomoćı vhodných nástroj̊u
tohoto softwaru.

Do navržené sady úloh byly tedy zakomponovány úlohy, které přirozeným zp̊usobem
ćıleně rozv́ıjej́ı geometrické myšleńı a trénuj́ı prostorovou představivost žák̊u. K jejich
vyřešeńı stač́ı pouze porozuměńı principu odvalováńı modelu krychle po dané trase
a zp̊usobu zaznamenáváńı požadovaných údaj̊u trasy zakreslené v plánku. Grafická zadáńı
úloh byla doplněna dynamickými vizualizacemi. Při řešeńı pátých a šestých podúloh lze
využ́ıt manipulativńıch činnost́ı s 3D tǐstěnými fyzickými modely.
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4 Uskutečněná pracovńı d́ılna

Účastńıci pracovńı d́ılny měli možnost se vž́ıt do roĺı žák̊u a ve virtuálńım prostřed́ı
GeoGebra Classroom (https://www.geogebra.org/classroom/waghttyt) řešili postupně
podúlohy v jednotlivých výše uvedených sadách úloh. V úplném závěru pracovńı d́ılny pak
byli požádáni o vyplněńı krátkého dotazńıku, který obsahoval položky týkaj́ıćı se jak jimi
zvolených zp̊usob̊u řešeńı úloh, tak i jejich metakognice.

Věř́ıme, že pracovńı d́ılna poskytla účastńık̊um praktické zkušenosti jak se samotným
řešeńım úloh zaměřených na odvalováńı r̊uzných model̊u krychle, tak i s využit́ım dyna-
mických applet̊u vytvořených ve virtuálńım online prostřed́ı GeoGebra Classroom a 3D
tǐstěných fyzických model̊u krychle ve výuce geometrie. Účastńıci měli totiž v GeoGebra
Classroom možnost seznámit se s dynamickými vizualizacemi postupných proces̊u odva-
lováńı r̊uzných model̊u krychle po předem stanovených trasách, ale i se znázorňováńım
obtisk̊u či vykreslováńım trajektoríı vybraných vrchol̊u model̊u krychle. Následně si vy-
zkoušeli i práci s 3D tǐstěnými fyzickými modely. Manipulace s nimi v rukou jim poskytla
jiný, hmatatelný pohled na totéž téma.

Předpokládáme, že účastńıci pracovńı d́ılny źıskali inspiraci, jak obohatit výuku
geometrie o atraktivńı prvky, které propojuj́ı využit́ı digitálńıch technologíı s reálnou
zkušenost́ı spojenou s manipulativńımi dovednostmi.

Na konci pracovńı d́ılny bylo konstatováno, že úlohy z uvedené sady se jev́ı zaj́ımavé,
inspirativńı a ve výuce použitelné.

5 Závěr

Lze shrnout, že článek se zaměřuje na problematiku motivace žák̊u k učeńı geometrie
a zd̊urazňuje význam rozvoje geometrického myšleńı a prostorové představivosti, které jsou
považovány za kĺıčové kognitivńı schopnosti nezbytné nejen pro matematické vzděláváńı,
ale i pro běžné fungováńı člověka a řadu profeśı. V kontextu redukce učiva geometrie
v RVP ZV (2025) je diskutována potřeba volit vhodné typy úloh a didaktické postupy, jež
by tyto schopnosti rozv́ıjely nenásilnou a smysluplnou formou. Zmı́něny jsou přitom také
poznatky z kognitivńı psychologie, didaktiky matematiky i empirických výzkumů, které
potvrzuj́ı, že prostorové dovednosti jsou ćıleným tréninkem rozv́ıjitelné a maj́ı pozitivńı
dopad na výkon v matematických a technických oborech.

Jako konkrétńı didaktický nástroj je představeno odvalováńı r̊uzných model̊u krychle,
chápané v duchu Hejného konceptu spontánńı stereometrie. Tento typ úloh propojuje
manipulaci s fyzickými a virtuálńımi 3D modely, mentálńı rotace, práci se śıtěmi těles
i metakognitivńı strategie žák̊u. Jsou popsány návrh a realizace sady úloh zpracovaných
v prostřed́ı softwaru GeoGebra, včetně jejich postupné gradace od konkrétńıch manipu-
lativńıch činnost́ı až po abstraktněǰśı mentálńı řešeńı (v př́ıpadě řešeńı sady úloh žáky;
v pracovńı d́ılně tomu bylo v př́ıpadě řešeńı sady úloh učiteli přesně naopak). Zkušenosti
z uskutečněné pracovńı d́ılny naznačuj́ı, že kombinace dynamických vizualizaćı, 3D tǐstěných
fyzických model̊u a reflexe vlastńıch postup̊u může být pro výuku geometrie inspirativńı
a efektivńı, a to jak z hlediska rozvoje prostorových schopnost́ı, tak z hlediska motivace
žák̊u.

https://www.geogebra.org/classroom/waghttyt
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GEOGEBRA A SYNTETICKÉ ŘEŠENÍ

GEOMETRICKÝCH PROBLÉMŮ

Jǐŕı Blažek

Fakulta pedagogická, Technická univerzita v Liberci

Abstrakt: Dynamická Geometrie (DGE) představuje model Euklidovské geometrie, který,
d́ıky své názornosti, usnadňuje student̊um porozuměńı. DGE ale také může představovat
významnou pomoc při procesu řešeńı geometrické úlohy. Tento článek prezentuje výzkum,
který se zabýval otázkou, jak

”
náročné“ (s ohledem na student̊uv d̊uvtip a matematické

znalosti) je objevit s pomoćı softwaru relevantńı fakta. Bylo zjǐstěno, že u většiny fakt̊u,
která studenti objevili, byly nástroje softwaru vedeny konkrétńı úvahou a na základě
teoretických znalost́ı

Kĺıčová slova: GeoGebra, Řešeńı problémů, Geometrie, Pomoc softwaru

GeoGebra and synthetic justification of geometric problems

Abstract: Dynamic Geometry (DGE) is a model of Euclidean geometry which, thanks to
its accuracy, makes understanding easier for students. DGE can also be a significant aid
in the process of solving geometric problems. This article presents research that addressed
the question of how ”difficult”(in terms of student insight and mathematical knowledge) it
is to discover relevant facts using software. It was found that for most of the facts that
students discovered, the software tools were guided by specific considerations and based
on theoretical knowledge.

Key words: GeoGebra, Problem Solving, Geometry, Software Support
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MELODIE NA MILIMETROVÉM PAPÍŘE:

VYUŽITÍ POČÍTAČEM GENEROVANÉHO

MELODICKÉHO GRAFU K APLIKACI

MATEMATIKY

Stanislava Dvořáková1, Vı́tězslav Kruž́ık2

1Vysoká škola polytechnická Jihlava, 2Gymnázium, Olomouc,
Čajkovského 9

Abstrakt: Článek představuje metodu Melodického grafu jako nástroj pro propojeńı
hudby a matematiky. Hudebńı d́ılo je v něm transformováno do souřadnicového systému,
kde poč́ıtač generuje vizuálńı struktury tvořené vodorovnými úsečkami. Ćılem je demon-
strovat matematickou podstatu hudby skrze symetrii a kombinatoriku. Př́ıspěvek popisuje
implementaci v programovaćım prostřed́ı a analyzuje vliv této vizualizace na výuku ge-
ometrických transformaćı, poměr̊u a diskrétńı matematiky. Tato multimodálńı metoda
prokazatelně zvyšuje motivaci a hloubku pochopeńı u student̊u.

Kĺıčová slova: Melodický graf, geometrické transformace, diskrétńı matematika, didaktika
matematiky, vizualizace dat, Pitch-Time Plot.

Melody on Graph Paper: Using Computer-Generated Pitch-Time
Plots for Mathematical Applications

Abstract: The article introduces the Pitch-Time Plot method as a tool for intercon-
necting music and mathematics. Within this framework, a musical work is transformed
into a coordinate system where a computer generates visual structures consisting of hori-
zontal line segments. The objective is to demonstrate the mathematical essence of music
through symmetry and combinatorics. The paper describes the implementation within
a programming environment and analyzes the impact of this visualization on teaching
geometric transformations, ratios, and discrete mathematics. This multimodal approach
demonstrably increases student motivation and the depth of their understanding.

Key words: Pitch-Time Plot, geometric transformations, discrete mathematics, mathe-
matics education, data visualization.
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Úvod

Vztah mezi hudbou a matematikou fascinuje lidstvo již od antických dob, kdy Pythagoras
zkoumal č́ıselné poměry strun. Od středověkých neum a standardizace linek Guidem
z Arezza až po vznik mensurálńı notace a generálbasu se lidé pokoušeli naj́ıt ideálńı
zp̊usob, jak exaktně zachytit hudebńı myšlenku. V dnešńı digitálńı éře se k těmto tradičńım
metodám přidávaj́ı technologie jako MIDI a pokročilá analýza zvuku, které umožňuj́ı
nahĺıžet na tón jako na soubor měřitelných vlastnost́ı: výšky, délky, śıly a barvy.

Tato práce se zaměřuje na využit́ı tzv. Melodického grafu (Pitch-Time Plot) jako
inovativńıho didaktického nástroje. Transformaćı melodíı (např. lidové ṕısně Ovčáci,
čtveráci) do souřadnicového systému za pomoci běžně dostupného softwaru, jako je MS
Excel, źıskáváme unikátńı vizuálńı model. Ten nám umožňuje aplikovat matematické
discipĺıny – od diskrétńıch funkćı a identifikace opakuj́ıćıch se vzor̊u až po statistickou
analýzu četnosti tón̊u, výpočet pr̊uměrných hodnot či směrodatné odchylky. Ćılem je
ukázat, že hudba neńı pouze uměńım, ale i strukturovaným datovým souborem, který
nab́ıźı nekonečné možnosti pro praktickou výuku matematiky.

1 Od tónu po č́ıslo – historie notopisu

Propojeńı matematiky a hudby neńı moderńım vynálezem, ale tvoř́ı základńı piĺı̌r západńı
vzdělanosti již od antiky. Zat́ımco Pythagoras položil základy zkoumáńım č́ıselných poměr̊u
chvěj́ıćı se struny, středověk přinesl potřebu tuto matematickou harmonii vizualizovat
a kodifikovat.

Zlomovým bodem se stal rok 1025, kdy Guido z Arezza zavedl standardizaci do linek.
T́ım dal hudbě jasný geometrický řád – vertikálńı poloha začala přesně odpov́ıdat výšce tónu.
Na tento vývoj navázala mensurálńı notace, která do systému vnesla exaktńı matematické
poměry délek tón̊u, č́ımž de facto vytvořila prvńı diskrétńı datovou śıt’ v dějinách uměńı.
[3]

Postupem času se numerické vyjádřeńı hudby stávalo sofistikovaněǰśım. Od č́ınského
č́ıselného notopisu Jianpu přes generálbas (kde č́ısla pod notovou osnovou definovala akor-
dické obraty) až po moderńı akordové značky, byla hudba vždy vńımána jako strukturovaný
kód.

V současnosti docháźı k dovršeńı této cesty d́ıky digitalizaci. Standard MIDI, který
tón̊um přǐrazuje konkrétńı č́ıselné hodnoty (např. komorńı a = 69), umožňuje nahĺıžet na
hudebńı skladbu jako na čistě matematický zápis. Tón již neńı jen estetickým vjemem, ale
datovým bodem definovaným čtyřmi exaktńımi vlastnostmi: frekvenćı (výškou), časem
(délkou), amplitudou (silou) a spektrálńım složeńım (barvou).

Právě tato historická kontinuita od Guidových linek po dnešńı digitálńı rozhrańı tvoř́ı
základ pro metodu Melodického grafu. Ten neńı nič́ım jiným než moderńım završeńım
snahy o matematické zobrazeńı hudebńıho pohybu v čase.
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1.1 Digitálńı most mezi hudbou a daty: Technologie MIDI

V procesu transformace hudebńıho d́ıla do podoby Melodického grafu hraje kĺıčovou roli
technologie MIDI (Musical Instrument Digital Interface; v překladu Digitálńı rozhrańı pro
hudebńı nástroje). Zat́ımco tradičńı notace je určena lidskému interpretovi, protokol MIDI
slouž́ı jako univerzálńı digitálńı jazyk, který umožňuje matematicky přesný popis hudebńı
události.

Obrázek 1: Převod not do formátu MIDI; zdroj [14]

1.1.1 Historický vývoj a vznik standardu

Rozhrańı MIDI vzniklo na počátku 80. let 20. stolet́ı (oficiálně představeno v roce 1983)
jako reakce na potřebu vzájemné komunikace mezi elektronickými nástroji r̊uzných výrobc̊u.
Před jeho vznikem byly syntezátory vzájemně nekompatibilńı. MIDI přineslo revoluci t́ım,
že definovalo jednotný protokol pro přenos dat, nikoliv zvuku. Tato abstrakce – odděleńı
informace o hře od samotného výsledného zvuku – je právě t́ım momentem, který umožňuje
hudbu analyzovat jako matematický objekt.

Zásadńım př́ınosem MIDI je jeho diskrétńı povaha. Na rozd́ıl od analogového zvukového
záznamu, který je spojitou vlnou, je MIDI záznam tvořen posloupnost́ı digitálńıch zpráv.
Každá

”
událost“ (stisk klávesy) je popsána sadou č́ıselných parametr̊u:

� Note On / Note Off: Binárńı informace o začátku a konci tónu;

� Note Number (Č́ıslo tónu): Celé č́ıslo v rozsahu 0 až 127;

� Velocity (Dynamika): Informace o śıle úhozu, rovněž v rozsahu 0–127.

Tento systém umožňuje např́ıklad v prostřed́ı MS Excel přǐradit každému tónu jednoznačné
souřadnice. Pokud v́ıme, že středńı C (C4) má hodnotu 60 a komorńı a1 hodnotu 69,
můžeme jakoukoli melodii zapsat jako řadu celých č́ısel.
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1.1.2 Matematické a technické vlastnosti

Z hlediska matematické aplikace nab́ıźı MIDI několik kĺıčových vlastnost́ı, které metoda
Melodického grafu využ́ıvá:

� Linearizace výšky tónu: Fyzikálńı frekvence tón̊u (v Hertzech) roste logaritmicky.
MIDI však tuto stupnici převád́ı na lineárńı řadu č́ısel. To je v didaktice matema-
tiky nesmı́rně cenné, protože intervaly (vzdálenosti mezi tóny) lze poč́ıtat pomoćı
jednoduchého odč́ıtáńı (např. čistá kvinta je vždy rozd́ıl +7 jednotek), což odpov́ıdá
operaćım v celých č́ıslech;

� Časová diskretizace: Čas v MIDI neńı vńımán jen v sekundách, ale v tzv.
”
dobách“

a jejich částech, které děĺı dobu na tiśıce malých úsek̊u. To umožňuje přesně definovat
rytmické poměry (zlomky) a délky úseček na ose x Melodického grafu;

� Vı́cerozměrnost dat: Každý bod v grafu neńı jen bodem, ale nositelem daľśıch
informaćı (vektor̊u), jako je hlasitost (osa z nebo tloušt’ka čáry) či barva zvuku
(přǐrazeńı kanálu).

Dı́ky MIDI přestává být hudebńı analýza subjektivńım popisem a stává se exaktńı
discipĺınou. Pro studenty matematiky je MIDI bránou k pochopeńı:

� Transformaćı: Transpozice je prosté přičteńı konstanty k ose y. V hudebńı termino-
logii mluv́ıme o transpozici.

� Statistiky: Analýza četnosti konkrétńıch č́ısel/tón̊u v skladbě umožňuje výpočet
např. modusu, mediánu a aritmetického pr̊uměru

”
výšky“ a

”
délky“ skladby.

� Algoritmizace: MIDI soubory jsou čitelné pro programovaćı jazyky, což dovoluje
automatizované generováńı Melodických graf̊u a jejich následnou matematickou
analýzu.

V kontextu této práce je tedy MIDI chápáno jako nezbytný
”
převodńık“, který měńı

uměleckou invenci v měřitelná data, č́ımž dává vzniknout Melodickému grafu na digitálńım
milimetrovém paṕı̌re.

2 Od notového zápisu k tabulkové analýze

Přechod od tradičńıho notového zápisu k tabulkové analýze představuje zásadńı krok
v dešifrováńı matematické struktury hudby. Tento proces transformace spoč́ıvá v nahrazeńı
grafických symbol̊u v notové osnově (Obrázek 2) exaktńımi č́ıselnými hodnotami, které
definuj́ı výšku a délku každého tónu v čase. Jako názorný model pro tento převod nám
poslouž́ı lidová ṕıseň Ovčáci, čtveráci, na které demonstrujeme konkrétńı postup zápisu
melodie v prostřed́ı tabulkového procesoru.
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Obrázek 2: Notový zápis ṕısně Ovčáci, čtveráci; zdroj: vlastńı zápis Finale 2014

2.1 Melodický graf – Pitch-Time Plot

V procesu transformace hudebńıho d́ıla do podoby Melodického grafu hraje kĺıčovou roli
technologie MIDI (Musical Instrument Digital Interface). Zat́ımco tradičńı zápis not je
určen lidskému interpretovi, protokol MIDI slouž́ı jako univerzálńı digitálńı jazyk, který
umožňuje matematicky přesný popis hudebńı události. [7]

Jádrem předkládané metody je transformace hudebńıho notopisu do podoby diskrétńıch
dat v prostřed́ı tabulkového procesoru (Konkrétně použ́ıváme dostupný MS Excel.). Tento
proces vyžaduje převod hudebńıch symbol̊u (not) na č́ıselné hodnoty, které reprezentuj́ı
dvě základńı dimenze tónu: výšku a čas.

Obrázek 3: Převodńı tabulka z not na č́ısla; zdroj: vlastńı zpracováńı
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2.1.1 Datová struktura v tabulce

Základem pro tvorbu grafu je tabulka o čtyřech kĺıčových sloupćıch (Obrázek 4), které
odpov́ıdaj́ı matematickým proměnným v souřadnicovém systému:

� Délka tónu: Trváńı tónu vyjádřené v deśıtkové soustavě (např. čtvrt’ová nota = 1,
p̊ulová = 2, osminová = 0,5).

� Počátek – osa x: Časová značka vyjadřuj́ıćı, kdy tón zač́ıná od počátku melodie.
V didaktické praxi ji vyjadřujeme v počtu dob (např. prvńı doba taktu je 0, druhá 1
atd.).

� Výška tónu – osa y: MIDI č́ıslo tónu. Tento krok odstraňuje logaritmickou závislost
frekvence a nahrazuje ji lineárńı řadou (např. c1 = 60, d1 = 62)

� Pomlky: pro následné matematické zkoumáńı melodie je d̊uležité i označeńı pomlk.
Můžeme je značit např.

”
p“,

”
-“ nebo prázdnou buňkou. (Hodnotu 0 má velmi

hluboký tón c.)

Obrázek 4: Převodová tabulka ṕısně Ovčáci, čtveráci; zdroj: vlastńı zpracováńı
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2.1.2 Algoritmus převodu do tabulky

Pro převod melodie z notového zápisu do tabulky je zapotřeb́ı nejprve z Obrázku 2
jednotlivé noty a jejich délku přepsat do tabulky (Obrázek 3). Toto jsme udělali ručně.
Zkoušeli jsme i použit́ı umělé inteligence, ale výstupy nebyly uspokojivé a jejich kontrola
mnohdy trvale déle než samotné ručńı přepsáńı.

Při převodu konkrétńı melodie postupujeme následovně:

1. Analýza rytmu: Každému tónu přǐrad́ıme jeho pozici na časové ose. Pokud ṕıseň
obsahuje pouze čtvrt’ové noty, hodnoty v sloupci

”
Počátek“ budou 0, 1, 2, 3. . .

Při použit́ı MS Excel použijeme součet délek všech předchoźıch not a pomlk.

2. Kódováńı výšky: Každou notu v osnově identifikujeme a pomoćı převodńı tabulky
ji změńıme na MIDI č́ıslo (Obrázek 2). T́ım źıskáme diskrétńı hodnoty pro vertikálńı
polohu.

Použ́ıváme-li k převodu MS Excel, lze dobře využ́ıt funkce SVYHLEDAT nebo
nověǰśı XLOOPUP.

2.1.3 Vytvořeńı Melodického grafu

Zde si dovoĺıme malý rozbor postupu vytvářeńı graf̊u. Muśıme brát v úvahu odpovědi na
následuj́ıćı otázky: Co je ćılem vytvořeńı Melodického grafu? Chceme studenty procvičit ve
vytvářeńı graf̊u? Jak moc potřebujeme správný Melodický graf k jeho daľśı analýze? Jak
jsme zručńı (my nebo studenti) v použ́ıváńı SW? Podle odpověd́ı na tyto otázky voĺıme
metodu tvorby melodického grafu

1. Melodický graf nakreslený ručně. Použijeme paṕır a tužku. Vhodný je milimet-
rový nebo čtverečkovaný list paṕıru (Obrázek 5).

Obrázek 5: Ručně nakreslený melodický graf; zdroj: vlastńı zpracováńı
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2. 2. Jednoduchý základńı graf . Z vytvořené tabulky na Obrázku 4 použijeme
sloupce

”
Počátek” a

”
Výška tónu” a vytvoř́ıme bodový graf (Obrázek 5). Tento graf

neodpov́ıdá hudebńı realitě. Z grafu nelze vyč́ıst délku tónu, přesněji jak dlouho zńı
zvuk, zda zvuky na sebe navazuj́ı. Přesto má velkou vypov́ıdaj́ıćı hodnotu. Základńı
parametry, jako je rozsah a délka, doplňuj́ı ty hudebńı detailńı, jako vrchol skladby,
nástupy na tóny a celková struktura.

Z tohoto grafu lze dobře vyč́ıst nejvyšš́ı a nejnižš́ı tón, rozsah skladby. Dobře lze
identifikovat r̊uzné opakuj́ıćı se pravidelnosti apod.

Obrázek 6: Základńı bodový graf; zdroj: vlastńı zpracováńı

3. Schodovitý graf . Protože tón neńı pouhý bod, ale má své trváńı, v grafu jej
reprezentujeme jako vodorovnou úsečku. Tento graf (Obrázek 8) neńı moc těžké
vytvořit. Je zapotřeb́ı tabulku duplikovat a u každého tónu mı́t označen čas jeho
začátku a konce (Obrázek 7).

V tomto grafu by nás mohly rušit svislé skoky mezi tóny. Nicméně schodovitý tvar
Melodického grafu už v́ıce odpov́ıdá realitě hudby – s využit́ım délky zněj́ıćıho tónu.

Obrázek 7: Část zdrojové tabulky pro schodovitý graf; zdroj: vlastńı zpracováńı



Melodie na milimetrovém paṕı̌re 31

Obrázek 8: Schodovitý graf; zdroj: vlastńı zpracováńı

4. Melodický graf . Aby v Melodickém grafu nebyly svislé čáry a v́ıce odpov́ıdal

”
ručńımu” nakresleńı a vńımáńı hudby, je potřeba do základńı tabulky pro graf
přidat i

”
pauzy”, které zruš́ı propojeńı jednotlivých tón̊u. Pro daľśı interpretaci do

Melodického grafu přidáme i vizuálńı pomůcku ve formě spojité čáry (Obrázek 9).

Obrázek 9: Melodický graf ṕısně Ovčáci, čtveráci vytvořený v MS Excel; zdroj: vlastńı
zpracováńı

2.1.4 Interpretace grafu

Výsledný Pitch-Time Plot vizualizuje hudebńı strukturu zp̊usobem, který je pro matema-
tickou analýzu mnohem čitelněǰśı než klasický notopis:

� Vodorovné úsečky: Jejich délka př́ımo úměrně odpov́ıdá rytmické hodnotě. Studenti
tak vizuálně vńımaj́ı poměry mezi zlomky (např. dvě osminové úsečky vedle jedné
čtvrt’ové).
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� Vertikálńı rozestupy: Vzdálenost mezi úsečkami na ose y představuje hudebńı
interval. Rozd́ıl o 12 jednotek znač́ı oktávu, rozd́ıl o 7 jednotek čistou kvintu.

� Trajektorie melodie: Spojeńım střed̊u úseček vzniká lomená čára – graf funkce,
u které lze zkoumat jej́ı pr̊uběh, extrémy (ambitus ṕısně) a periodicitu (opakováńı
motiv̊u).

Tento zp̊usob zápisu umožňuje student̊um
”
vidět“ matematiku v hudbě. Na rozd́ıl od

pětilinkové osnovy, která použ́ıvá r̊uzné kĺıče a posuvky (kř́ıžky, béčka), je Pitch-Time
Plot absolutńı a jednotný. Geometrické transformace, jako je osová souměrnost (inverze
melodie) nebo posunut́ı (transpozice), se v tomto grafu stávaj́ı naprosto zřejmými a snadno
proveditelnými operacemi nad datovou sadou v tabulce. Metoda tak měńı pasivńı po-
slech v aktivńı analytickou činnost, kde je

”
milimetrový paṕır“ digitálńım polem pro

experimentováńı s matematickými vlastnostmi uměleckého d́ıla.

3 Od funkćı ke statistickým ukazatel̊um

Jakmile je melodie transformována do č́ıselné tabulky a vizualizována v podobě Melodického
grafu (Pitch-Time Plot), přestáváme o ńı uvažovat v estetických kategoríıch a zač́ınáme ji
vńımat jako matematický objekt. Tento př́ıstup umožňuje student̊um aplikovat teoretické
znalosti na reálných, auditivně ověřitelných datech.

3.1 Melodie jako diskrétńı funkce

V matematickém smyslu můžeme na melodii nahĺıžet jako na diskrétńı funkci f : x → y,
kde nezávisle proměnná x (čas v dobách) nabývá hodnot z určitého intervalu.

� Definičńı obor D(f): Představuje časový rozsah skladby (např. 0 až 16 dob).
Zkoumáme, zda je funkce v celém oboru definovaná, nebo zda se vyskytuj́ı

”
pomlky“

(prázdné množiny v definičńım oboru).

� Obor hodnot H(f): Množina všech použitých tón̊u (MIDI č́ısel). Rozd́ıl mezi
maximálńı a minimálńı hodnotou oboru hodnot definuje tzv. ambitus (tónový rozsah)
ṕısně.

� Vlastnosti funkce: Sledujeme, zda je
”
funkce melodie“ v určitých úsećıch rostoućı

(stoupaj́ıćı melodie), klesaj́ıćı, nebo konstantńı (opakováńı stejného tónu).

3.2 Statistické zpracováńı dat

Tabulka MIDI hodnot je ideálńım materiálem pro základńı statistickou analýzu.
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3.2.1 Mı́ry polohy

Tabulka MIDI hodnot umožňuje student̊um pochopit rozd́ıly mezi jednotlivými charakte-
ristikami polohy:

� Modus: Nejčastěji se vyskytuj́ıćı tón v melodii. V lidových ṕısńıch je modus často
shodný s tonálńım centrem (tónikou), což ukazuje na strukturálńı ukotvenost skladby.

� Medián: Prostředńı hodnota v tónové řadě seřazené podle velikosti. Pomáhá určit

”
střed“ melodie, který neńı ovlivněn extrémńımi výkřiky nebo hlubokými tóny
(odlehlými hodnotami).

� Aritmetický pr̊uměr: Pr̊uměrná výška tónu. V Melodickém grafu jej lze interpre-
tovat jako vodorovnou př́ımku, kolem které melodie osciluje.

� Vážený pr̊uměr: V hudbě má zásadńı význam, protože tóny maj́ı r̊uznou délku.
Vážený pr̊uměr bere v úvahu trváńı tónu – čtvrt’ová nota má dvojnásobnou váhu
oproti osminové. Tento ukazatel dává mnohem přesněǰśı informaci o

”
těžǐsti“ melodie.

3.2.2 Mı́ry variability

Kromě středńıch hodnot můžeme zkoumat i to, jak moc je melodie
”
rozlétaná“:

� Variačńı rozpět́ı a směrodatná odchylka: Tyto hodnoty kvantifikuj́ı, jak moc se
melodie vzdaluje od svého pr̊uměru. Skladby s ńızkou odchylkou p̊usob́ı klidně (např.
ukolébavky), zat́ımco vysoká odchylka znač́ı dramatické skoky a dynamiku.

� Analýza skok̊u (Diference): Sledujeme rozd́ıly mezi sousedńımi hodnotami výšek
tón̊u. V tabulce tak identifikujeme intervaly (sekundy, tercie, kvinty). Histogram
těchto rozd́ıl̊u ukazuje, jaké intervaly autor preferuje.

3.3 Identifikace vzor̊u a symetrie (Kombinatorika)

Matematický pohled na tabulku usnadňuje hledáńı repetitivńıch struktur. Pomoćı logických
funkćı v Excelu, př́ıpadně

”
pouhým” pozorováńım Melodického grafu, lze automaticky

vyhledávat shodné sekvence č́ısel (motivy). T́ım se otev́ırá cesta k pochopeńı geometrických
transformaćı:

� Translace (Posunut́ı): Přičteńı konstanty k ke všem hodnotám y (transpozice).
Transpozice je posun celé skladby nebo melodie o určitý interval výše nebo ńıže.
Děláme to nejčastěji proto, aby se ṕıseň lépe odpov́ıdala nástrojovému/hlasovému
rozsahu nebo aby ji mohl zahrát nástroj s jiným laděńım. Všechny tóny se posunou
o stejný počet p̊ultón̊u. Ṕıseň zńı úplně stejně, má stejnou strukturu, jen je v jiné
tónině.
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� Osová souměrnost (Inverze): Proces, kdy melodii
”
překloṕıme“ podle vodorovné

osy (podobně jako když se kopec zrcadĺı na hladině jezera). V klasické kompozici
(např. u J. S. Bacha nebo později v dodekafonii) znamená inverze to, že všechny
intervaly v melodii otoč́ıte opačným směrem. Tento princip využ́ıvali mistři k budováńı
složitých struktur (fuga, kánon)

Aplikace těchto matematických nástroj̊u na Melodický graf měńı intuitivńı vńımáńı hudby
v exaktńı analýzu, která je základem pro moderńı obory, jako je digitálńı zpracováńı
signálu nebo algoritmická kompozice.

4 Možnosti využit́ı Melodického grafu v praxi

Využit́ı poč́ıtačem generovaného Melodického grafu (Pitch-Time Plot) přesahuje rámec
pouhé vizualizace hudby. Dı́ky tomu, že tato metoda převád́ı estetický vjem na exaktńı
data, otev́ırá nové možnosti v několika kĺıčových oblastech.

4.1 Moderńı didaktika matematiky a STEAM vzděláváńı

Hlavńım př́ınosem je názornost a hmatatelnost abstraktńıch matematických pojmů. Metoda
umožňuje transformovat matematiku z

”
černob́ılých vzorc̊u“ do barevného světa zvukových

struktur.

� Mezipředmětové vztahy: Je to ideálńı nástroj pro projektové vyučováńı propojuj́ıćı
matematiku, informatiku (práce v tabulkovém procesoru) a hudebńı výchovu.

� Geometrie v praxi: Žáci mohou př́ımo v datech tabulky
”
vypoč́ıtat“ transpozici

jako vertikálńı posunut́ı (translaci) nebo inverzi melodie jako osovou souměrnost.
Výsledek své matematické operace si mohou okamžitě ověřit sluchem.

� Zlomky a poměry: Na časové ose x žáci vizuálně i početně pracuj́ı s délkami tón̊u
jako se zlomky (např. dvě osminové úsečky tvoř́ı délku jedné čtvrt’ové).

4.2 Etnomuzikologie a strukturńı analýza lidových ṕısńı

V návaznosti na práci Lubomı́ra Tyllnera a Zdeňka Vejvody představuje Melodický graf
mocný nástroj pro analýzu folklórńıho materiálu. [8], [9]

� Typologie a klasifikace: Pomoćı graf̊u lze vizuálně porovnávat stovky ṕısńı a hledat
společné strukturńı znaky, jako je typický ambitus (tónový rozsah) nebo specifické
intervalové skoky typické pro určité regiony.

� Identifikace autorského stylu: Matematická analýza dat z Melodického grafu
dokáže odhalit skryté vzorce v kompozici, které jsou typické pro konkrétńı historické
obdob́ı nebo tv̊urč́ı styl.
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4.3 Inkluzivńı vzděláváńı a speciálńı pedagogika

Multimodálńı povaha Melodického grafu (propojeńı sluchu a zraku) nab́ıźı unikátńı
uplatněńı v inkluzivńı výuce:

� Vizualizace pro sluchově znevýhodněné: Studenti, kteř́ı nemohou plně vńımat
melodii sluchem, mohou jej́ı strukturu, rytmickou pravidelnost a gradaci

”
č́ıst“ očima

z grafu.

� Podpora při dyskalkulii: Práce s tóny, které maj́ı jasnou č́ıselnou hodnotu (MIDI)
a vizuálńı délku, pomáhá budovat lepš́ı představu o č́ısle, řadě a poměrech u žák̊u se
specifickými poruchami učeńı.

4.4 Př́ıprava na práci v digitálńıch hudebńıch studíıch (DAW)

Metoda připravuje studenty na práci s profesionálńım softwarem pro produkci hudby (např.
Cubase, Ableton, FL Studio). Melodický graf je v podstatě zjednodušenou, matematicky
popsanou verźı tzv. Piano Roll editoru. Student, který pochoṕı matematiku v pozad́ı
tohoto grafu, se mnohem rychleji zorientuje v moderńıch technologíıch pro tvorbu a úpravu
hudby.

V digitálńım studiu DAW se matematika projevuje na každém kroku. software au-
tomaticky

”
přicvakne“ nepřesně zahraný tón k nejbližš́ı matematické mř́ıžce (např. na

osminy). Je to v podstatě zaokrouhlováńı hodnot na ose x. Skladatel/zvukař může kreslit
křivky (grafy funkćı), které ovládaj́ı hlasitost nebo filtry v reálném čase. Uživatel zjist́ı, že
profesionálńı producenti v Los Angeles nebo Londýně nekoukaj́ı jen do not, ale pracuj́ı
s úplně stejným grafem, jaký si on vytvořil v hodině matematiky. Práce v DAW vyžaduje
stejnou logiku jako práce s daty – pochopeńı vrstev (stop), sekvenćı a matematických
vztah̊u mezi nimi. [4]

4.5 Umělecká vizualizace a dynamická grafika

Jak ukazuj́ı moderńı trendy v audiovizuálńım uměńı (např. populárńı vizualizace typu

”
Music Animation Machine“), Melodický graf slouž́ı i jako estetický prvek. Dynamické
zobrazeńı padaj́ıćıch tón̊u do souřadnicového systému pomáhá laickému publiku lépe
pochopit strukturu složitých polyfonńıch děl, např́ıklad skladeb J. S. Bacha, kde je
matematická preciznost a symetrie dominantńım prvkem.

Lze tedy ř́ıci, že využit́ı Melodického grafu vraćı matematiku do pozice, kterou měla
v antickém quadriviu – jako vědu o č́ıslech, která jsou v hudbě slyšitelná a v geometrii
viditelná. Tato metoda tak nenab́ıźı jen novou techniku zápisu, ale předevš́ım nový zp̊usob
myšleńı o struktuře informaćı kolem nás.

4.5.1 Music Animation Machine

V kontextu moderńıch technologíı nelze opomenout pr̊ukopnickou práci amerického skla-
datele a programátora Stephena Malinowského. Jeho projekt Music Animation Machine,
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který vyv́ıj́ı již od 70. let, představuje jeden z nejpropracovaněǰśıch zp̊usob̊u, jak učinit
matematickou a geometrickou strukturu hudby viditelnou. [10]

Malinowski nahrazuje tradičńı notaci dynamickým grafem, který je v principu shodný
s metodou Pitch-Time Plot. Tóny jsou v jeho vizualizaćıch reprezentovány barevnými
geometrickými tvary (obvykle obdélńıky nebo kruhy), které se pohybuj́ı v souřadnicovém
systému. Výška tónu odpov́ıdá vertikálńı poloze a časová osa horizontálńımu pohybu.
V jeho animaćıch skladeb lze v reálném čase sledovat matematickou dokonalost fug –
divák vid́ı, jak se motivy zrcadĺı, převracej́ı a proplétaj́ı, což by při pouhém poslechu mohl
laik postřehnout jen stěž́ı. Malinowski často použ́ıvá barvy k vyjádřeńı harmonických
funkćı nebo vztah̊u v kvintovém kruhu. T́ım do grafu přidává daľśı rozměr dat, který
pomáhá pochopit logiku hudebńı teorie. Tato vizualizace

”
odstraňuje“ bariéru složitého

čteńı not a umožňuje student̊um př́ımo sledovat trajektorie melodíı, hustotu dat (texturu)
a repetitivńı vzorce. [12]

Práce Stephena Malinowského je jasným d̊ukazem toho, že transformace hudby do
grafické podoby neńı jen technickou pomůckou, ale svébytným druhem uměńı, které
odhaluje skrytou matematickou krásu velkých děl.

5 Závěr – Hudba jako slyšitelná matematika

Předložená metoda
”
Melodie na milimetrovém paṕı̌re“ ukazuje, že hranice mezi exaktńı

vědou a uměleckou tvorbou je mnohem prostupněǰśı, než se na prvńı pohled zdá. Transfor-
mace hudby do podoby Melodického grafu neńı jen technickým cvičeńım, ale hlubokou
sondou do logické struktury lidského tvořeńı.

Z pedagogického hlediska přináš́ı tento př́ıstup do školńıch lavic prvek objevováńı.
Matematika se zde přestává jevit jako soubor izolovaných pouček a stává se kĺıčem
k dešifrováńı krásy. Pro žáky a studenty, kteř́ı hledaj́ı v č́ıslech smysl, představuje analýza
ṕısńı skrze statistiku, funkce a geometrii fascinuj́ıćı zpestřeńı. Metoda nab́ıźı možnost

”
nakreslit“ si ṕısničku a následně ji matematicky upravit (např. zrcadlit) vytvář́ı prostor pro
kreativńı experiment. Zapojeńı zraku, sluchu i logického uvažováńı současně vede k hlubš́ımu
ukotveńı znalost́ı (Multimodalitu). Práce s MIDI daty v MS Excel připravuje studenty
na realitu digitálńıho světa, kde jsou data a jejich vizualizace základńım komunikačńım
prostředkem.

Při pohledu na Melodický graf zjist́ıme, že ti největš́ı skladatelé historie byli v podstatě
geniálńımi matematiky, kteř́ı pracovali s tóny jako s proměnnými v dokonale vyvážených
rovnićıch.

Johanna Sebastiana Bacha fugy a kánony jsou vrcholem kombinatoriky a symetrie.
Bachova práce s tématem, které převraćı (inverze), posouvá (translace) nebo zpomaluje
(augmentace), je čistou aplikaćı geometrických transformaćı.

Hudba Wolfganga Amadea Mozarta vykazuje neuvěřitelnou strukturálńı rovnováhu
a proporčnost, která často odpov́ıdá princip̊um zlatého řezu. Jeho d́ıla jsou považována za
estetický vrchol řádu, proporćı a logiky.

V d́ıle Ludwiga van Beethovena můžeme sledovat práci s krátkým motivem (datovým
fragmentem), který matematicky rozv́ıj́ı a transformuje do obrovských symfonických celk̊u.
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Z pohledu statistiky je fascinuj́ıćı, jak vysoké procento celé páté symfonie (Osudová) je
vybudováno z pouhých čtyř tón̊u. Je to hudebńı ekvivalent fraktálu, kde se malý vzorec
opakuje v r̊uzných měř́ıtćıch a vytvář́ı komplexńı celek.

Petr Iljič Čajkovskij – Mistr melodické trajektorie, jehož linie v grafu vykazuj́ı fascinuj́ıćı
statistickou pravidelnost a emocionálńı gradaci podloženou pevnou strukturou.

Arnold Schoenberg, zakladatel dodekafonie, který hudbu zcela osvobodil od tonality
a nahradil ji př́ısným matematickým systémem řad (matice tón̊u), kde každý tón muśı
mı́t své přesně určené mı́sto. Schoenberg je často srovnáván s Albertem Einsteinem nejen
z pohledu významu práce ve svých oborech, ale i z pohledu osobńıho života. [2]

Využit́ı poč́ıtačem generovaného Melodického grafu je pozvánkou k interdisciplinárńımu
dialogu. Ukazuje nám, že v každém akordu se skrývá poměr a v každé melodii matematická
funkce. Tento př́ıstup nejenže zvyšuje motivaci student̊u, ale vraćı nás k antickému ideálu
jednoty vzděláńı. Hudba je v tomto pojet́ı matematikou, která promlouvá k našim cit̊um,
a matematika je hudbou, která promlouvá k našemu rozumu. Metoda Melodického grafu
je cestou, jak oba tyto světy spojit na jednom listu digitálńıho milimetrového paṕı̌re.

Autorská poznámka: Při př́ıpravě př́ıspěvku bylo využito nástroj̊u umělé inteligence
(model Gemini a model ChatGPT) za účelem stylistické úpravy, strukturováńı textu
a překladu abstraktu. Autoři nesou plnou odpovědnost za věcnou správnost a finálńı
podobu obsahu.
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DYNAMICKÁ GEOMETRIE ANEB GEOGEBRA

V AKCI

Tomáš Fabián

Gymnázium, Dv̊ur Králové nad Labem; KMDM PedF UK

Abstrakt: GeoGebra a jej́ı dynamické prostřed́ı umožňuje ve škole provádět konstrukce,
které by jinak byly proveditelné jen obt́ıžně nebo v̊ubec. Dı́ky ńı je geometrie pro žáky
názorněǰśı a př́ıstupněǰśı. Je rovněž vhodným nástrojem i pro badatelsky orientovanou
výuku. V př́ıspěvku představ́ım vybrané úlohy a modely, které využ́ıvám ve své výuce
na v́ıceletém gymnáziu: dynamické objevováńı množin bod̊u daných vlastnost́ı, zkoumáńı
cyklických křivek, konstrukce čtyřrozměrných a fraktálńıch objekt̊u.

Kĺıčová slova: dynamická geometrie, GeoGebra, prostorová představivost, 4D geometrie,
Apolloniovy úlohy

Dynamic Geometry, or GeoGebra in Action

Abstract: GeoGebra and its dynamic environment make it possible to carry out con-
structions in school that would otherwise be difficult or impossible to perform. It makes
geometry more visual and accessible for students and is also a suitable tool for inquiry-
based learning. In this paper, I present selected tasks and models that I use in my teaching
at a multi-year grammar school: dynamic exploration of loci, investigation of cyclic curves,
and constructions of four-dimensional and fractal objects.

Key words: dynamic geometry, GeoGebra, spatial ability, 4D geometry, Apollonian
problems

Úvod

GeoGebra přinesla do školńı geometrie možnost pracovat s konstrukcemi, které by v běžných
podmı́nkách byly pouze obt́ıžně realizovatelné nebo zcela mimo dosah tradičńıch prostředk̊u.
Dı́ky dynamickému prostřed́ı mohou žáci sledovat, jak se jednotlivé objekty měńı v čase,
a postupně si vytvářet přesněǰśı představu o jejich vlastnostech a vzájemných vztaźıch.
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Ukazuje se, že právě tato možnost pozorovat vznikaj́ıćı situace krok za krokem podporuje
porozuměńı, které by se ve statickém prostřed́ı budovalo jen obt́ıžně. Dynamická konstrukce
zde neplńı roli ilustrace hotového výsledku, ale stává se nástrojem, který žák̊um umožňuje
objevovat, ověřovat a zpřesňovat vlastńı geometrické úvahy.

V následuj́ıćıch kapitolách se pod́ıváme na několik oblast́ı, které dobře ukazuj́ı, jak lze
dynamické prostřed́ı ve výuce využ́ıt. Nejprve se budeme věnovat množinám bod̊u daných
vlastnost́ı a jejich vztahu k Apolloniovým úlohám. Ukážeme si, že dynamická konstrukce
umožňuje žák̊um postupně odhalovat tvar hledané množiny a formulovat vlastńı závěry.
Poté se krátce zastav́ıme u spirografu a cyklických křivek, jejichž konstrukce je v GeoGebře
překvapivě snadná a nab́ıźı řadu př́ıležitost́ı k experimentováńı. Třet́ı část je věnována
modelu čtyřrozměrné geometrie, v němž časová souřadnice nahrazuje skutečný čtvrtý
rozměr a umožňuje vizualizovat jinak obt́ıžně představitelné situace. V závěrečné kapitole
se zaměř́ıme na konstrukce fraktál̊u a na to, jak lze jejich tvorbu propojit s geometrickými
úvahami i s badatelským př́ıstupem žák̊u.

1 Množiny bod̊u daných vlastnost́ı

Množiny bod̊u daných vlastnost́ı představuj́ı jednoduchý, ale velmi účinný zp̊usob, jak
žák̊um umožnit objevovat základńı geometrické vztahy vlastńımi silami. V dynamickém
prostřed́ı GeoGebry mohou žáci sledovat, jak se měńı poloha bodu splňuj́ıćı danou podmı́nku
nebo podmı́nky, a postupně odhalovat, jak vypadá množina všech takových bod̊u. Obt́ıžnost
zadáńı pro žáky můžeme snadno upravovat podle komplikovanosti množiny, kterou necháme
žáky objevovat.

Jako př́ıklad může posloužit úloha, ve které maj́ı žáci zkoumat středy všech kružnic
dotýkaj́ıćıch se zadané př́ımky a zároveň procházej́ıćıch zadaným bodem. Pokud bychom
po nich chtěli určit tvar této množiny př́ımo, většinou se ukáže, že bez vizuálńı opory
nedokážou odhadnout ani jej́ı hrubou podobu. Necháme proto žáky tuto množinu objevovat
v dynamickém prostřed́ı GeoGebry.

Žáci obvykle zač́ınaj́ı t́ım, že se snaž́ı naj́ıt alespoň jedno konkrétńı řešeńı. Většina
z nich si rychle povšimne, že existuje zvláštńı poloha středu, který lež́ı na kolmici k zadané
př́ımce vedené z daného bodu. Tato situace je pro ně dobře představitelná a často je prvńım
př́ıpadem, který dokážou bez pot́ıž́ı narýsovat. V daľśı fázi pracuj́ı s pevně zvoleným
poloměrem: pro danou hodnotu hledaj́ı kružnici, která splňuje obě podmı́nky, a postupně
zjǐst’uj́ı, že možných střed̊u neńı jen jeden. V daľśım kroku zavád́ıme do konstrukce posuvńık
představuj́ıćı poloměr. T́ım umožńıme žák̊um měnit jeho hodnotu plynule a źıskat větš́ı
množstv́ı jednotlivých př́ıpad̊u, než by bylo možné vytvořit ručně.

Při pr̊uběžné změně poloměru mohou žáci sledovat, jak se polohy střed̊u měńı, a pomoćı
nástroje

”
Stopa zapnuta“ zachytit tuto proměnu graficky. Jakmile je stopa dostatečně

hustá, nahrad́ıme ji nástrojem
”
Množina bod̊u“, aby byla výsledná křivka jednoznačně

patrná. V této chv́ıli si žáci zpravidla uvědomı́, že body lež́ı na hladké křivce, která
svým tvarem připomı́ná parabolu, a začnou formulovat prvńı hypotézu o jej́ı povaze.
Následuje společná úvaha, proč by tomu tak mělo být: každý ze źıskaných střed̊u má
stejnou vzdálenost od zadané př́ımky i od zadaného bodu, což přesně odpov́ıdá množinové
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definici paraboly. Tı́m žáci nejen rozpoznaj́ı tvar vzniklé množiny, ale zároveň pochoṕı,
z jaké podmı́nky vycháźı, jak ji mohou sestrojit a jak ji mohou využ́ıt při řešeńı daľśıch
úloh.

Obrázek 1: Množina střed̊u kružnic dotýkaj́ıćıch se zadané př́ımky a procházej́ıćı zadaným
bodem

Když si žáci t́ımto zp̊usobem vyzkouš́ı zkoumáńı několika r̊uzných dvojic objekt̊u,
začnou vńımat, že množiny bod̊u daných vlastnost́ı nevznikaj́ı nahodile, ale že pro každé
zadáńı existuje určitá charakteristická křivka nebo křivky, které lze v dynamickém prostřed́ı
poměrně snadno objevit. Źıskané zkušenosti pak tvoř́ı přirozený základ i pro práci s Apollo-
niovými úlohami, které lze i touto metodou, byt’ ne vždy eukleidovsky, řešit.

2 Spirograf

Spirograf je jednoduchá mechanická pomůcka, která vytvář́ı křivky odvalováńım jednoho
ozubeného kolečka po druhém. T́ım vznikaj́ı křivky – cykloidy, které připomı́naj́ı květy
rostlin. Žáci většinou tuto hračku znaj́ı nebo dokonce maj́ı i doma. Stejný proces je možné
velmi snadno simulovat v GeoGebře: Sestroj́ıme dvě kružnice s pevným poloměrem, přičemž
střed jedné z nich necháme ob́ıhat po té druhé. Na ob́ıhaj́ıćı kružnici umı́st́ıme bod, který
necháme po této kružnici rovněž ob́ıhat. Postupná poloha tohoto bodu potom vykresluje
cykloidy. Vlastnosti vykreslovaných křivek záviśı na poměru počtu zub̊u u ozubených
kol spirografu, respektive v simulaci v GeoGebře na poměru rychlost́ı ob́ıhaj́ıćıho středu
kružnice a ob́ıhaj́ıćıho bodu. Žáci si mohou nastavovat r̊uzné rychlosti oběhu obou bod̊u,
a tak zkoumat vlastnosti vznikaj́ıćıch křivek.
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Postupně si vš́ımaj́ı, po kolika oběźıch se počátečńı a koncový bod křivky setkaj́ı
a vytvoř́ı uzavřenou smyčku, a také toho, kolik

”
ok“ či výběžk̊u křivka má. Při konstrukci

si žáci obvykle zapisuj́ı své výsledky do jednoduché tabulky, ve které se začnou objevovat
r̊uzné pravidelnosti. Na jejich základě formuluj́ı prvńı hypotézy a ihned je ověřuj́ı tvorbou
daľśıch křivek. Některé vztahy jsou pro žáky poměrně snadno vysledovatelné, jiné jsou
pro objeveńı obt́ıžněǰśı. Postupným ćılem je dopracovat se k obecnému pravidlu, které
umožňuje snadným výpočtem určit obě vlastnosti křivky předem z nastaveńı rychlost́ı obou
bod̊u. K tomu se zpravidla vraćıme a formulujeme ho až při společné závěrečné diskusi.
Nicméně řadu d́ılč́ıch zákonitost́ı dokáž́ı žáci odhalit sami během vlastńıho zkoumáńı.

Obrázek 2: Cyklická křivka vytvořená simulaćı spirografu v GeoGebře

Zkušenost se spirografem tak žák̊um ukazuje, že i zdánlivě složité křivky mohou vznikat
z jednoduchého geometrického principu a že jejich vlastnosti lze postupně odhalovat
systematickým zkoumáńım. GeoGebra zde funguje jako prostřed́ı, které umožňuje rychle
vytvářet nové př́ıpady, okamžitě je porovnávat a ověřovat vzniklé hypotézy. Při práci se
nav́ıc přirozeně propojuje geometrická představa s algebraickým popisem a žáci źıskávaj́ı
zkušenost s analytickým pozorováńım pravidelnost́ı, které by při statickém náčrtu snadno
unikly.

3 Čtyřrozměrná geometrie

Čtyřrozměrný prostor je pro nás obt́ıžně představitelný, a to i v situaćıch, které lze
algebraicky popsat poměrně snadno. Typickým př́ıkladem je tvrzeńı, že dvě roviny ve
čtyřrozměrném prostoru se mohou prot́ınat v jediném bodě. Z analytického pohledu na
tom neńı nic zvláštńıho, ale syntetická představa takové situace žák̊um obvykle chyb́ı.
V dynamickém prostřed́ı GeoGebry však můžeme vytvořit model, který umožňuje zachovat
geometrickou intuici i ve čtyřech rozměrech. Stač́ı přidat do konstrukce čas jako daľśı
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souřadnici a využ́ıt toho, že pohyb objektu v čase lze chápat jako jeho
”
existenci“ ve

čtyřrozměrném prostřed́ı.
V tomto modelu už jednotlivé objekty nepředstavuj́ı své běžné trojrozměrné protěǰsky,

ale jejich čtyřrozměrné obdoby. Bod, který v GeoGebře narýsujeme (nepohybuj́ıćı se
nebo pohybuj́ıćı se rovnoměrným př́ımočarým pohybem), odpov́ıdá v tomto modelu ve
skutečnosti př́ımce. Má totiž časové trváńı a t́ım i časový rozměr. Pokud chceme narýsovat
skutečně bod, muśıme i jeho časové trváńı omezit na jeden jediný časový okamžik. Obdobně
př́ımka trvaj́ıćı v čase představuje rovinu a rovina představuje tř́ırozměrný prostor. Časová
souřadnice je ř́ızena posuvńıkem, a tak lze model zobrazovat krok za krokem. I když
se jedná pouze o aproximaci skutečného čtyřrozměrného prostřed́ı, ukazuje se, že pro
vizualizaci řady situaćı je tento př́ıstup překvapivě účinný.

Využit́ı modelu si můžeme ukázat na situaci, která byla p̊uvodńı motivaćı pro jeho
vytvořeńı. Chceme vizualizovat pr̊unik dvou rovin ve čtyřrozměrném prostoru, tedy úlohu,
která se v běžné trojrozměrné představě nedá př́ımo zobrazit. V modelu nahrad́ıme
každou rovinu př́ımkou, která se pohybuje rovnoměrným př́ımočarým pohybem. Pokud
zvoĺıme pro obě př́ımky r̊uzné směry a r̊uzné rychlosti, vzniknou dvě mimoběžné roviny ve
čtyřrozměrném prostoru. Jejich pr̊useč́ık je reprezentován jediným časovým okamžikem,
ve kterém se obě př́ımky protnou v jednom bodě. Tento okamžik lze v pr̊uběhu animace
snadno zachytit a žáci tak mohou pozorovat jev, který je v analytickém popisu zřejmý,
ale synteticky obt́ıžně představitelný. V dynamickém zobrazeńı je přitom pr̊uběh obou
př́ımek přehledný a žáci mohou zkoumat, jak volba parametr̊u pohybu ovlivňuje polohu
a existenci společného bodu.

Zkušenost s t́ımto modelem ukazuje, že i poměrně jednoduchá dynamická konstrukce
může žák̊um výrazně pomoci při vytvářeńı představy o situaćıch, které by jinak z̊ustaly
pouze v rovině algebraického výpočtu. Při práci s posuvńıkem si žáci uvědomuj́ı význam
jednotlivých parametr̊u, lépe chápou funkci časové souřadnice a dokážou propojit pr̊uběh
animace s odpov́ıdaj́ıćım analytickým popisem. Model zároveň umožňuje zkoumat i daľśı
úlohy a vzájemné polohy objekt̊u ve čtyřrozměrném prostoru, nejen pr̊uniky rovin. I když se
jedná pouze o přibĺıžeńı skutečného čtyřrozměrného prostoru, pro potřeby školńı geometrie
se ukazuje jako užitečný a pro žáky dobře srozumitelný.

4 Konstrukce fraktál̊u

Fraktály představuj́ı př́ıklady geometrických objekt̊u, které vznikaj́ı z velmi jednoduchého
pravidla, ale při opakováńı vedou ke stále složitěǰśım strukturám. Pro žáky jsou atraktivńı
i proto, že mohou sledovat, jak se obrazec vyv́ıj́ı krok za krokem a jak se změna vstupńıho
pravidla projev́ı na výsledné podobě fraktálu. V dynamickém prostřed́ı GeoGebry lze
takové konstrukce realizovat poměrně snadno, bez nutnosti programováńı nebo práce
s pokročilými funkcemi. Existuje řada metod vytvářeńı fraktál̊u, které lze s žáky využ́ıt.
Zde si ukážeme dvě z nich: fraktály vznikaj́ıćı odeb́ıráńım část́ı čtverce a konstrukci
fraktálńıch křivek pomoćı iniciátoru a generátoru.

Prvńı skupina fraktál̊u vycháźı z toho, že výchoźı čtverec rozděĺıme na několik menš́ıch
část́ı a některé z nich odstrańıme. Stejný postup následně opakujeme se všemi ponechanými
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čtverci. V GeoGebře si žáci nejprve vytvoř́ı základńı rozděleńı čtverce na devět stejných
d́ıl̊u a urč́ı, které části se budou v prvńı iteraci odstraňovat. Postupné iterace lze tvořit
ručně, efektivněǰśı je však využit́ı vlastńıch nástroj̊u, které GeoGebra umožňuje vytvářet.
T́ım lze rychle dosáhnout vyšš́ıch iteraćı fraktál̊u, jako je Sierpińského koberec nebo méně
známé fraktály vznikaj́ıćı jinou volbou odeb́ıraných část́ı. Žáci si mohou všimnout, jak
rychle nar̊ustá počet prvk̊u konstrukce, jak se měńı plošný obsah a kdy vznikne spojitý či
nespojitý obraz.

Druhý typ konstrukce využ́ıvá iniciátor (úsečku) a generátor (lomenou čáru), který
iniciátor v každé iteraci nahrazuje. Žáci si nejprve sami navrhnou jednoduchý generátor
a pomoćı nástroj̊u GeoGebry jej aplikuj́ı na iniciačńı úsečku. Každá daľśı iterace vzniká
nahrazeńım všech úseček předchoźıho kroku zvoleným generátorem. Žáci tak mohou
vytvářet r̊uzné fraktálńı křivky – např́ıklad Kochovu křivku, Lévyho C-křivku nebo
drač́ı křivku – a sledovat, jak se lǐśı tvar výsledného útvaru při změně generátoru nebo
orientace lomených úsek̊u. Postupně si vš́ımaj́ı soběpodobnosti vznikaj́ıćıch útvar̊u i toho,
že u některých křivek je tato soběpodobnost pouze částečná nebo neńı na prvńı pohled
zřejmá.

Obrázek 3: Postupné iterace Lévyho C-kř́ıvky
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Zkušenost s konstrukćı fraktál̊u ukazuje, že jednoduché pravidlo může vést k překvapivě
složitému výsledku a že proces postupné stavby obrazu je pro žáky atraktivńı a snadno
uchopitelný. Práce v GeoGebře umožňuje rychle vytvářet daľśı iterace, porovnávat r̊uzné
varianty konstrukćı a ověřovat hypotézy, které žáci při práci formuluj́ı. Fraktály tak
představuj́ı přirozené propojeńı geometrie, algoritmického myšleńı a tvořivosti a dobře
doplňuj́ı daľśı témata dynamické geometrie, o nichž pojednává tento text.

5 Závěr

Představené př́ıklady ilustruj́ı možnosti, které dynamické prostřed́ı GeoGebry nab́ıźı
při práci s r̊uznými oblastmi geometrie. Ve všech uvedených tématech se ukazuje, že
interaktivńı konstrukce usnadňuj́ı analýzu geometrických vztah̊u, umožňuj́ı systematické
ověřováńı hypotéz a podporuj́ı přesněǰśı budováńı prostorové představy. GeoGebra t́ım
přisṕıvá k propojeńı algebraického a geometrického popisu a poskytuje rámec, ve kterém lze
i složitěǰśı situace – např́ıklad vznik cyklických křivek, model čtyřrozměrného prostoru nebo
konstrukci fraktálńıch objekt̊u – zpracovat přehledným a didakticky využitelným zp̊usobem.
Dynamická geometrie se tak jev́ı jako vhodná součást současné výuky matematiky a jako
nástroj, který rozšǐruje možnosti práce s geometrickými pojmy na základńıch i středńıch
školách.
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Abstrakt: Neúspešné absolvovanie skúšok z predmetov zameraných na matematiku pred-
stavuje v súčasnosti na vysokých školách technického smeru jeden z hlavných dôvodov
predčasného ukončenia bakalárskeho stupňa štúdia, čo potvrdzujú aj štatistiky na Strojńıckej
fakulte STU. Existuje viacero opatreńı na zvrátenie nepriaznivého stavu, ktoré reagujú na
súčasný stav. Treba sa zamysliet’, akým spôsobom by sa dalo výučba matematiky inovovat’,
aby sa prispôsobila súčasným podmienkam a zároveň naplnila požadované ciele vzdelávania.

Kĺıčová slova: vyučovanie matematiky, technické vzdelávanie, vysoké školy, úbytok
študentov

Perspective of teaching mathematics at technical universities

Abstract: Failure to pass exams in mathematics-focused courses is currently one of the
main reasons for early completion of bachelor’s degree studies at technical universities,
which is also confirmed by statistics at the Faculty of Mechanical Engineering of the Slovak
University of Technology. Several measures exist to reverse the unfavorable situation that
respond to the current situation. It is necessary to think about how mathematics teaching
could be innovated to adapt to current conditions and at the same time fulfill the desired
educational goals.

Key words: mathematics teaching, engineering education, universities, student drop-out

Úvod

Problematike vyučovania matematiky na technických vysokých školách sa už venovalo
mnoho pozornosti a nepochybne ostane táto téma aktuálna aj v budúcnosti. Je to pocho-
pitel’né, matematika predstavuje jeden zo základných pilierov na zvládnutie odborných
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predmetov. Znalost’ matematických postupov, prinćıpov, metód a aplikácia matematického
rozmýšl’ania sa vyžaduje na všetkých stupňoch vysokoškolského vzdelávania. Čoraz viac
sa však predstavuje rozpor medzi pripravenost’ou absolventov stredných škôl zvládnut’

požiadavky vysokoškolskej matematiky na technických vysokých školách, očakávaniami
a nárokmi týchto škôl, schopnost’ami študentov zvládat’ študijné požiadavky, ako aj po-
stupmi a pŕıstupmi, ako pomôct’ študentom prekonat’ nástrahy vysokoškolskej matematiky.
Hovoŕıme tu najmä o študentoch bakalárskeho stupňa štúdia, kde sa najviac prejavuje
tento rozpor a má za následok vel’mi neželaný jav – úbytok (tzv. drop-out) študentov
bakalárskeho štúdia. Na pŕıklade Strojńıckej fakulty STU v Bratislave sa snaž́ıme poukázat’

na fakt, že aj ked’ fakulta prij́ıma rôzne druhy opatreńı na zvýšenie priechodnosti študentov
cez matematické predmety v bakalárskom štúdiu, interné možnosti fakulty sú obmedzené
a nedokážu úplne kompenzovat’ potrebu opatreńı zo strany štátu, ani dostatočne pružne
reagovat’ na meniace sa externé vplyvy na vedomosti a schopnosti uchádzačov o štúdium
na technických vysokých školách.

1 Uchádzači o štúdium na technických vysokých

školách

V súčasnosti každý piaty slovenský vysokoškolák študuje v zahranič́ı. Od roku 2017 sa
počet našich vysokoškolákov v zahranič́ı drž́ı zhruba na rovnakej úrovni okolo 32-tiśıc
študentov. Približne 70 percent študentov, ktoŕı odchádzajú do zahraničia, študujú v Česku
[1].

Na odchod do zahraničia vplývajú individuálne faktory, medzi ktoré patŕı navštevovaná
stredná škola aj výsledky v externej časti maturitnej skúšky. Študovat’ do zahraničia najviac
odchádzajú absolventi tzv. výberových škôl, ako sa často označujú, teda osemročných
gymnázíı a bilingválnych gymnázíı.

Patria sem aj štandardné socioekonomické dôvody, medzi ktoré patŕı vzdelanie rodičov
a pŕıjem domácnost́ı. Pravdepodobnost’ štúdia slovenských maturantov na vysokej škole
v zahranič́ı prudko narastá od určitej hranice rodinného pŕıjmu. Dosahuje viac ako 23 %
u maturantov s rodinným pŕıjmom z 5 % najlepšie zarábajúcich domácnost́ı. Vyššie
vzdelanie rodičov maturantov je spojené s vyššou pravdepodobnost’ou štúdia na vysokej
škole v SR aj s vyššou pravdepodobnost’ou štúdia v zahranič́ı. Najvyšš́ı podiel študujúcich
na vysokých školách v zahranič́ı (19 %) dosahujú maturanti, ktoŕı majú aspoň jedného
rodiča s vysokoškolským vzdelańım.

Do zahraničia odchádzajú študovat’ najmä vysoko motivovańı študenti s nadprie-
mernými socioekonomickými predpokladmi. Inak povedané, do zahraničia často odchádzajú
študenti s nadpriemernými výsledkami na strednej škole, čo sa nutne muśı prejavit’ na
celkovej úrovni študijných predpokladov študentov bakalárskeho stupňa štúdia, ktoŕı
ostávajú študovat’ na Slovensku [2].

Približne polovica absolventov slovenských stredných škôl, ktoŕı sa rozhodnú študovat’

na slovenskej vysokej škole, preferuje štúdium spoločenských vied. Ako vidno z údajov
z prij́ımacieho konania na vysoké školy na akademický rok 2023/2024, iba približne 11,5 %



Perspekt́ıva výučby matematiky na vysokých školách technického smeru 49

zo všetkých prijatých uchádzačov mieni študovat’ na vysokej škole technické vedy (pozri
tabul’ku 1). Z nich prevažná väčšina má záujem študovat’ informatiku.

Skupina študijných odborov Podiel prihlášok /
%

Podiel prijatých /
%

Umelecké vedy a vedy o umeńı 2,5 1,5

Pŕırodné, matematické, informatické a kyberne-
tické vedy

14 15

Technické vedy 8,5 11,5

Lekárske a zdravotńıcke vedy 18 12,5

Pol’nohospodárske, lesńıcke a veterinárske vedy 3 3,5

Spoločenské vedy 49 51

Humanitné vedy 5 5

Tabulka 1: Podiel prihlášok a prijat́ı podl’a skupiny študijných odborov na akademický
rok 2023/2024 [3]

Tabul’ka 2 ilustruje počet uchádzačov a potom aj študentov, ktoŕı prichádzajú na
Slovenskú technickú univerzitu a jej Strojńıcku fakultu. Ako vidno z tabul’ky, len približne
štyri pätiny prijatých študentov sa naozaj aj zaṕı̌su na štúdium. Tabul’ka 3 uvádza skladbu
študentov, ktoŕı začali študovat’ na SjF STU v akademickom roku 2023/2024, podl’a typu
strednej školy, z ktorej prǐsli. Vid́ıme, že v tom akademickom roku začalo na fakulte študovat’

37,2% absolventov gymnázíı a 61,8% absolventov stredných odborných škôl. V tej istej
tabul’ke sa ale uvádza aj vel’mi nepriaznivý fakt, že po prvom ročńıku zanechalo štúdium
na fakulte 40,2% absolventov gymnázíı a až 62,5% absolventov stredných odborných škôl.
V obidvoch pŕıpadoch je to alarmujúce č́ıslo, ktoré sa však približne opakuje takmer
celú ostatnú dekádu, rovnako ako pomer zanechańı štúdia podl’a typu strednej školy, na
ktorej študovali. Hlavným dôvodom zanechania štúdia je pritom nezvládnutie matematiky
v predmetoch prvého ročńıka bakalárskeho stupňa štúdia (pozri čast’ 3).

STU v Bratislave Strojńıcka fakulta
STU

Plán 4680 530

Prihláseńı 4193 331

Prijat́ı 3207 257

Zaṕısańı 2476 211

Zaṕısańı / prijat́ı 0,77 0,82

Tabulka 2: Počet uchádzačov a zaṕısaných študentov na Strojńıckej fakulte STU v Brati-
slave na akademický rok 2023/2024 [3]
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Gymnázium Stredná odborná
škola

Iný typ
školy

Spolu

Počet začatých štúdíı 82 136 2 220

Úbytok po 1. semestri 12 57 2 71

Úbytok po 2. semestri 21 28 - 49

Drop-out po prvom ročńıku / % 40,2 62,5 100 54,5

Tabulka 3: Úspešnost’ štúdia na SjF STU v akademickom roku 2023/2024

Pozrime sa teda bližšie na problematiku slabej znalosti matematiky uchádzačov
o štúdium na technických vysokých školách, ktorá sa prejavuje na vysokom úbytku
študentov v prvom ročńıku bakalárskeho štúdia. Túto problematiku budeme demonštrovat’

na situácii so študentami na Strojńıckej fakulte STU v Bratislave.

2 Znalost’ matematiky uchádzačov o štúdium na VŠ

Už v roku 2019 sa na Slovensku realizoval prieskum o požiadavkách vysokých škôl na
matematické vedomosti a zručnosti uchádzačov o štúdium [4]. V sumáre sa od nich
požaduje:

1. vediet’ podstatu matematického poznatku - porozumenie je dôležiteǰsie ako formálne
osvojenie učiva,

2. použ́ıvat’ jazyk matematiky k zrozumitel’nému a logickému vyjadrovaniu matema-
tických myšlienok,

3. ovládat’ postupy a stratégie riešenia úloh a matematických problémov,

4. poznat’ význam, aplikáciu konkrétneho matematického učiva mimo matematiky,

5. vediet’ argumentovat’ a mat’ schopnost’ odôvodňovat’ pravdivost’ tvrdeńı na konkrétnych
pŕıkladoch,

6. mat’ presvedčenie, že matematika je všeobecná činnost’, potrebná na rozvoj spoločnosti.

2.1 Časová dotácia výučby matematiky na strednej škole

Štátny vzdelávaćı plán pre gymnázia predpisuje za celé štúdium odučit’ (týždenne) 12 hod́ın
matematiky. Na gymnáziu si žiak v tret’om a štvrtom ročńıku môže v rámci disponibilných
hod́ın pridat’ d’aľsie hodiny matematiky a poslednom ročńıku seminár z matematiky. Teda
existuje priestor pripravit’ žiakov na maturitu z matematiky.

Na stredných odborných školách je len 6 hod́ın matematiky a informatiky týždenne
spolu za 4 roky, d’aľsie hodiny sa môže pridat’ z 28 disponibilných hod́ın. Tie sa ale
primárne využ́ıvajú na inú výučbu, nie na výučbu matematiky. Tu nie je priestor na
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pŕıpravu k dobrovol’nej maturite z matematiky, takže aj ked’ sa žiaci prihlásia na dobrovol’nú
maturitnú skúšku z matematiky, pred samotnou skúškou to vzdajú. Čo sa týka pŕıpravy
na maturitu z matematiky, tá je iba na samotnom žiakovi. Finančné prostriedky škola
nedostane na to, aby zaviedla napŕıklad nepovinný predmet na pŕıpravu z matematiky. A tu
nastáva problém. Žiak chce ı́st’ študovat’ na vysokú školu, ale obsah a rozsah vyučovania
matematiky nezodpovedá pŕıprave na vysokú školu, ani nemôže, lebo štúdium má byt’

pŕıpravou pre prax. Tento žiak ale je na vysokú školu prijatý, pretože úspešne zložil
maturitu, technické vysoké školy zvyčajne nerobia prij́ımacie skúšky a potom nastáva
problém pre vysokú školu.

2.2 Maturitná skúška z matematiky

Maturita z matematiky samozrejme nie je jediným kritériom, podl’a ktorého sa dajú
charakterizovat’ predpoklady študenta na úspešné absolvovanie matematiky na technickej
vysokej škole v bakalárskom stupni štúdia. Poskytuje však vel’mi jednoznačný náhl’ad na to,
aká je matematika populárna medzi absolventami stredných škôl a kol’ḱı z nich si trúfnu
zložit’ z nej skúšku, osvedčujúcu ich nadobudnuté vedomosti.

Maturita na Slovensku pozostáva zo štyroch predmetov. Žiak strednej školy môže konat’

maturitnú skúšku z matematiky ako volitel’ný predmet (vykoná externú aj internú čast’)
alebo ako dobrovol’ný predmet (absolvuje iba externú alebo internú čast’). Žiak všeobecného
alebo športového gymnázia vykoná maturitnú skúšku z matematiky ako volitel’ný predmet
alebo ako dobrovol’ný predmet. Žiak strednej odbornej školy vykoná maturitnú skúšku
z matematiky ako dobrovol’ný predmet. Externú čast’ maturitnej skúšky z matematiky
tvoŕı test, interná čast’ maturitnej skúšky je ústna. Preverované vedomosti sa dajú združit’

do niekol’kých väčš́ıch skuṕın – základy matematiky; funkcie; planimetria; stereometria;
kombinatorika, pravdepodobnost’ a štatistika. [5]

Minister školstva v roku 2025 avizoval, že rezort chce zaviest’ povinnú maturitu
z matematiky okrem matematických gymnázíı aj na gymnáziá s informatickým zamerańım.
Časom to plánuje rozš́ırit’ aj na všetky gymnáziá, stredné priemyselné školy a technické
odborné školy. Ked’že na povinnú maturitu sú naviazané aj d’aľsie opatrenia, očakávaný
časový rámec zavedenia povinnej maturity z matematiky je približne 10 rokov. [6]

Podl’a [7], v roku 2024 testy externej časti maturitnej skúšky ṕısalo spolu 40 950 žiakov
zo 688 stredných škôl. Z celkového počtu testovaných žiakov bolo 36,8% žiakov z gymnázíı,
57,8% žiakov zo stredných odborných škôl, zvyšok z iných typov škôl.

Test externej časti maturitnej skúšky z matematiky riešilo 4 779 žiakov z 343 škôl,
čo je iba 11,7 % zo všetkých maturantov. Z týchto žiakov bolo 74,2 % žiakov z gymnázíı,
24,8 % žiakov zo stredných odborných škôl, zvyšok z iných typov škôl.

Analýzou výsledkov maturity z matematiky v roku 2024 sa zistilo, že na úrovni silnej
vecnej významnosti

a. žiaci gymnázíı dosiahli lepšie výsledky ako žiaci stredných odborných škôl,

b. žiaci maturujúci z matematiky ako volitel’ného predmetu dosiahli lepšie výsledky
ako žiaci maturujúci dobrovol’ne.

Na porovnanie, v roku 2009 riešilo testy externej časti maturitnej skúšky z matematiky
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9250 žiakov z 393 škôl, čo je približne 15,2 % zo všetkých 60 732 maturujúcich žiakov.
Pritom žiaci gymnázíı dosiahli lepšie výsledky ako žiaci ostatných stredných škôl na
strednej úrovni vecnej významnosti.

Ak by sme zhrnuli uvedené informácie z rokov 2009 a 2024 (čo je časové rozpätie
15 rokov) v súčasnosti maturuje z matematiky iba polovica žiakov ako pred pätnástimi
rokmi (v absolútnych č́ıslach), pričom sa zároveň v súčasnosti významne zvýšil rozdiel
dosahovaných výsledkov medzi žiakmi z gymnázíı a stredných odborných škôl, než ako to
bolo pred pätnástimi rokmi. Treba pritom brat’ do úvahy, že v súčasnosti maturuje spolu
približne iba 67,4% žiakov ako pred pätnástimi rokmi.

3 Výučba matematiky na Strojńıckej fakulte STU

v Bratislave

Na Strojńıckej fakulte STU sa v bakalárskom stupni štúdia vyučuje 12 predmetov, ktoré
sa týkajú matematiky (pozri Tab. 4). Spolu ide za celé štúdium o 27 hod́ın týždenne
v pŕıpade povinných a povinne volitel’ných predmetov a 14 hod́ın týždenne v pŕıpade
výberových predmetov. Majú rôznu časovú dotáciu, za ich absolvovanie sa źıska rôzny
počet kreditov. V každom pŕıpade ten najväčš́ı problém pre študentov bakalárskeho štúdia
na Strojńıckej fakulte STU je absolvovanie dvoch základných predmetov v prvom ročńıku
– Matematika I (zimný semester) a Matematika II (letný semester). Obsahovo tieto dva
predmety na seba nadväzujú.

Predmet Matematika I v zimnom semestri je povinný predmet pre všetkých študentov
prvého ročńıka bakalárskeho stupňa štúdia. Obsahovo sa zameriava na sústavy lineárnych
rovńıc; matice a determinanty a ich využitie pri riešeńı systémov lineárnych rovńıc; postup-
nosti – defińıcia a vlastnosti, graf a limita postupnosti; č́ıselné rady, vlastnosti a kritériá
konvergencie č́ıselných radov; reálna funkcia reálnej premennej – defińıcia, obory, graf,
limita a spojitost’ funkcie; derivácia funkcie, pravidlá derivovania, fyzikálna a geometrická
interpretácia derivácie; derivácie vyšš́ıch rádov, použitie derivácíı na vyšetrovanie priebehu
a vlastnost́ı funkcíı, optimalizačné úlohy; neurčitý integrál, základné metódy integrovania
– per partes, substitučná metóda; určitý integrál, aplikácie určitého integrálu, nevlastný
integrál; mocninové rady, defińıcia a vlastnosti, polomer a interval konvergencie; rozvoj
funkcíı do mocninových radov, Taylorovho a McLaurinovho radu.

Preberané učivo má priamy súvis s okruhmi maturitnej skúšky z matematiky. Sylaby
predmetu Matematika I preto predpokladajú určitú úroveň vstupných vedomost́ı, na
ktorých stavajú a na základe ktorých sa preberá nové učivo. Úspešnost’ absolvovania
predmetu Matematika I teda priamo koreluje s úrovňou vedomost́ı, ktoré si prinášajú
študenti z predchádzajúceho štúdia na strednej škole.

V letnom semestri sa vyučuje povinný predmet Matematika II. V rámci neho sylaby
uvádzajú obyčajné diferenciálne rovnice; Euklidovský priestor; významné množiny n-
rozmerného euklidovského priestoru, špeciálne body množ́ın; funkcia dvoch a viacerých pre-
menných a ich extrémy; množné integrály; zobrazenia euklidovskej roviny a euklidovského
priestoru; výpočet dvojných a trojných integrálov transformáciou. Predmet Matematika II
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teda predstavuje nadstavbu predmetu Matematika I a priamo naň nadväzuje. Ked’že sa
preberajú témy, ktoré nemajú oporu vo vstupných vedomostiach zo stredných škôl, deter-
minujúcim faktorom úspešného zvládnutia tohto predmetu je práve úspešné absolvovanie
predchádzajúceho predmetu Matematika I.

Ako vyplýva zo štatist́ık študijných výsledkov, študenti nemajú zásadné problémy
s absolvovańım ostatných predmetov z oblasti matematiky, ktoré sú uvedené v Tab. 4.
Preto sa aj celé úsilie, súvisiace so zvýšeńım priechodnosti študentov do d’aľsieho ročńıka,
v značnej miere zameriava na úspešné zvládnutie predmetov Matematika I a Matematika II.

Semester Názov predmetu Typ
predmetu

Ukončenie Kredity Hodiny*

1 Matematika I Povinný Skúška 10 4/4

1 Doplnkové cvičenia z Matematiky I Výberový Zápočet 1 0/2

2 Matematika II Povinný Skúška 6 3/3

2 Doplnkové cvičenia z Matematiky II Výberový Zápočet 1 0/2

3 Numerická matematika Povinne
volitel’ný**

Skúška 6 3/2

3 Zauj́ımavá matematika a fyzika Výberový Zápočet 2 2/0

4 Konštrukčná geometria Povinne
volitel’ný**

Skúška 5 2/2

4 Základy štatistickej analýzy Povinne
volitel’ný**

Skúška 5 2/2

4 Diferenciálne rovnice Výberový Zápočet 2 2/0

4 Matematika III Výberový Zápočet 2 2/0

5 Lineárna algebra Výberový Zápočet 2 2/0

6 Numerická matematika v Matlabe Výberový Zápočet 2 2/0

* Počet hod́ın prednášok / cvičeńı v každom týždni semestra

** Voĺı sa jeden predmet zo zoznamu predmetov

Tabulka 4: Zoznam predmetov bakalárskeho štúdia z oblasti matematiky

Uved’me na ilustráciu situáciu s absolvovańım predmetu Matematika I v prvom semestri
bakalárskeho štúdia v akademickom roku 2024/2025. Z 314 študentov, ktoŕı začali študovat’

na začiatku prvého ročńıka bakalárskeho štúdia, iba 158 študentov (50,3%) splnilo na
konci semestra predpoklady na vykonanie skúšky z predmetu Matematika I, 139 študentov
(44,3%) nesplnilo predpoklady na vykonanie skúšky a 17 študentov zanechalo štúdium
počas semestra (5,4%). Zo 158 študentov, ktoŕı splnili predpoklady na vykonanie skúšky,
úspešne absolvovalo skúšku 81 študentov (51,2%), 32 študentov (20,3%) na troch termı́noch
skúšok neuspelo, 30 študentov (19%) nevyužilo všetky opravné termı́ny a 15 študentov
(9,5%) má povolený ešte dodatočný opravný termı́n. To znamená, že v riadnom skúšobnom
termı́ne absolvovalo predmet Matematika I iba 25,8% percenta študentov, ktoŕı nastúpili
na začiatku semestra na štúdium.
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4 Vplyvy a opatrenia na úspešné zvládnutie

matematiky

4.1 Vplyvy na úspešné zvládnutie matematiky

Sumarizujme tu jednotlivé vplyvy, ktoré sa prejavujú na schopnosti absolventov stredných
škôl úspešne absolvovat’ štúdium matematických predmetov v bakalárskom stupni štúdia
vysokých škôl technického smeru:

a. Absolventi stredných škôl s najlepš́ımi študijnými predpokladmi často odchádzajú
do zahraničia

b. Ńızky záujem o štúdium technických odborov na vysokých školách bráni dôslednému
prevereniu vstupných vedomost́ı a vytriedeniu uchádzačov s nedostatočnými študijnými
predpokladmi. Vel’ká väčšina technických fakúlt nerob́ı prij́ımacie skúšky a prij́ıma
všetkých uchádzačov o štúdium

c. Na vysoké školy technického smeru sa väčšinovo hlásia absolventi stredných od-
borných škôl, na ktorých je vel’mi ńızka hodinová dotácia vyučovania matematiky.
Absolventov gymnázíı je menej ako v minulosti

d. Maturitu z matematiky absolvuje ńızke percento absolventov stredných škôl, navyše
je vel’ký rozdiel v dosiahnutých výsledkoch medzi absolventami gymnázíı a stredných
odborných škôl

e. Špecifický vplyv predstavuje dǐstančné vzdelávanie počas pandémie COVIDU 19,
pričom sa tento vplyv kontinuálne prejavuje na študentoch nastupujúcich na vysoké
školy. Okrem iných obmedzeńı bola v tomto čase zrušená aj maturita absolventov
stredných škôl.

K nim sa pridávajú aj objekt́ıvne existujúce všeobecné vplyvy na študentov, ktoré
prináša meniaca sa doba. Tie sa potom prejavujú aj v ich horšej schopnosti zvládnutia
učiva z matematiky:

a. Dostupné technické prostriedky – v súčasnosti majú študenti prvotný impulz všetky
informácie a riešenia hl’adat’ na internete, pŕıpadne na riešenie problémov využ́ıvat’

umelú inteligenciu. Preto sa napŕıklad uvažuje o zrušeńı záverečných prác. Prvým
impulzom nie je snaha zamysliet’ sa, ale snaha využit’ s čo najmenšou námahou
existujúce riešenia, tzv.

”
pozriet’ sa na Internet“

b. Zńıžený počet priamej výučby týždenne – v minulosti bolo na fakulte približne
30 hod́ın priamej výučby týždenne, teraz je to približne 20 hod́ın priamej výučby
týždenne. Dôraz sa presúva z priamej výučby na nepriamu výučbu, čo pri evidentných
problémoch časti študentov s učeńım sa d’alej prehlbuje problémy vel’kej skupiny
študentov s plneńım požiadaviek vyučujúcich
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c. Študenti sa nevedia učit’. Po prechode zo strednej na vysokú školu majú problémy
s organizáciou štúdia, dodržiavańım pravidelného rozvrhu nepriamej výučby, inými
nárokmi na vysokej škole, vyšš́ım tempom preberania vedomost́ı a dôrazom na
samostatné štúdium

d. Zńıžená schopnost’ študentov samostatne riešit’ problémy, č́ıtat’ s porozumeńım
a formulovat’ všeobecné úlohy pomocou matematických prostriedkov. Tá sa prejavuje
najmä v nadväzujúcich odborných predmetoch, ktoré si vyžadujú od študentov
vlastné riešenia a formalizovanie všeobecných zadańı do matematicky riešitel’ného
tvaru

e. Zńıžená schopnost’ študentov syntetizovat’ poznatky z viacerých preberaných oblast́ı
a zároveň ich preniest’ v rámci matematiky alebo mimo matematiky. S tým súviśı aj
ńızka schopnost’ využit’ skôr preberané učivo v neskorš́ıch fázach semestra.

Problém je však často aj na strane vysokej školy:

a. Nedostatočne pružná adaptácia na meniacu sa skladbu prichádzajúcich študentov,
úroveň ich vstupných vedomost́ı, študijných predpokladov a schopnost́ı

b. Nejednoznačné definovanie obsahu štúdia matematiky na bakalárskom stupni. Študenti
z bakalárskeho stupňa takmer všetci pokračujú na inžinierske štúdium, takže vo
vyšš́ıch ročńıkoch sa požaduje iné zloženie zvládnutých poznatkov z matematiky ako
ked’ študenti ukončia štúdium po bakalárskom stupni.

4.2 Čo môže a aj rob́ı fakulta?

Problematika ńızkeho počtu študentov, ktoŕı úspešne absolvujú matematiku v prvom
ročńıku štúdia, sa pravidelne a často objavuje na rokovańı rôznych orgánov fakulty. Vedenie
fakulty dlhodobo venuje tomuto problému náležitú pozornost’ a snaž́ı sa definovat’ opatrenia
na zvládnutie nepriaznivého stavu. Pravidelne prebiehajú konzultácie s vyučujúcimi
matematiky, ale aj so študentami, pričom sa stále hl’adajú vhodné formy podpory študentov
pre absolvovanie predmetov z matematiky. Neustále sa pritom zdôrazňuje prinćıp dodržania
stanovenej úrovne vedomost́ı študentov a neznižovania kvalitat́ıvnych požiadaviek, hl’adajú
sa podporné mechanizmy, ktoré pomôžu študentom zvládnut’ tieto nároky.

V akademickom roku 2023/2024 začali platit’ opatrenia, ktoré sa využ́ıvajú aj v súčasnosti:

a. Súbežne s predmetmi Matematika I a II sa vyučujú výberové predmety Dopln-
kové cvičenie z matematiky I a II. Ciel’om je doplnenie pŕıpadných nedostatkov
zo strednej školy, preh́lbenie pochopenia preberaného učiva, pŕıprava na skúšku
z matematiky. Tieto výberové predmety boli v minulosti povinné pre študentov
so známou z matematiky na strednej škole horšou ako dva, v súčasnosti je to už
výberový predmet.



56 Sborńık př́ıspěvk̊u konference UPVM 2025

b. V septembri, pred nástupom na štúdium, fakulta ponúka týždňový kurz stredoškolskej
matematiky v rozsahu pät’ hod́ın denne. Študenti si účast’ platili sami (50 eur za
týždeň), opakovala sa stredoškolská matematika. Na kurz boli vo všeobecnosti kladné
odozvy, problém predstavuje fakt, že vo viacerých pŕıpadoch sa ho zúčastnili študenti,
ktoŕı to tzv. nepotrebovali, ale bolo menej študentov, ktoŕı takýto kurz potrebovali.

c. Okrem spomı́naných výberových predmetov sa organizuje neformálne doučovanie
z matematiky, na ktoré začalo chodit’ vel’a študentov. Toto doučovanie vedie vy-
sokoškolský učitel’ matematiky, pričom nie je zaradené do oficiálnych študijných
plánov.

d. Vo vyučovańı matematiky sa široko zavádzajú aktivizujúce metódy výučby (najmä EduScrum,
problem-based learning). Týmto metódam sa venuje aj viacero riešených grantových
projektov na fakulte, pričom sa pracovńıci fakulty úspešne zapájajú aj do med-
zinárodných riešitel’ských kolekt́ıvov v tejto oblasti.

Budúce opatrenia zahŕňajú:

a. Zavedenie/posilnenie vstupného seminára z matematiky pred začiatkom štúdia.

b. V pripravovanej novej štruktúre študijných programov sa učivo z matematiky rozdeĺı
na viacej semestrov ako teraz, pričom sa v prvom semestri majú zjednotit’ vstupné
vedomosti študentov z matematiky a na druhý semester sa posunie začiatok výučby
nových tém z matematiky.

c. Zavedie sa triedenie študentov podl’a vstupného testu z matematiky, študenti so
slabš́ımi výsledkami budú mat’ povinne určité vyučovanie matematiky naviac.

d. Aktualizuje sa obsah vyučovanej látky, aby efekt́ıvneǰsie zodpovedal meniacim sa
požiadavkám odborných predmetov vo vyšš́ıch ročńıkoch.

e. Ďalej sa podpoŕı široké aplikovanie moderných metód výučby.

f. Plánujú sa konzultácie s učitel’mi matematiky na stredných školách, aby sa lepšie
prepojili požiadavky vysokých škôl s možnost’ami stredných škôl.

4.3 Prejavilo sa už nejaké zlepšenie?

Zavedené opatrenia sa len zač́ınajú prejavovat’ a ešte výrazne nezmenili nepriaznivé
percento študentov, ktoŕı úspešne absolvovali predmety z matematiky v prvom ročńıku
štúdia. Náznaky zlepšenia sa dajú sledovat’ skôr v pozit́ıvneǰsom pŕıstupe študentov
a zvýšeńı ich pozit́ıvnej motivácie:

a. V pŕıpade študentov, ktoŕı úspešne absolvovali skúšku z matematiky sa zlepšili ich
známky
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b. Študenti vo väčšej miere chodia na doplnkové cvičenia z matematiky, ale aj chodia
viac na konzultácie, chodia na neformálne vzdelávanie z matematiky. Čo je podstatné,
uvedomili si, že musia riešit’ pŕıklady, aby nadobudli špecifické zručnosti.

c. Zlepšila sa samostatná práca študentov na cvičeniach z matematiky.

d. Širšie sa využ́ıvajú aktivizujúcich metódy výučby. EduScrum je skupinová metóda,
pri ktorej si študenti zvykli na skupinové riešenie problémov, takže sa teraz viac
združujú do skupiniek a viac si navzájom pomáhajú s riešeńım pŕıkladov pred skúškou
a pripravujú sa na skúšku spolu.

e. Študenti už nemajú problém sa spýtat’ učitel’a, ked’ niečo nevedia, napŕıklad zo
strednej školy, alebo niečomu nerozumejú. Čo vyzerá ako triviálne zlepšenie, ale bol
to vážny problém, brániaci vyššej efekt́ıvnosti vyučovania.

f. Študenti majú v univerzitnom akademickom informačnom systéme k dispoźıcii
množstvo podporných materiálov, ktoré vo zvýšenej miere využ́ıvajú na samostatné
štúdium.

4.4 Čo by mal urobit’ štát?

Opät’, už v materiáli [4] z roku 2019 sa uvádza, že pri výučbe matematiky treba definovat’,
prijat’ a implementovat’ systematické opatrenia zamerané na

a) učitel’ov všetkých stupňov škôl (vzdelávanie učitel’ov a zvýšenie ich počtu);

b) vyučovanie matematiky (moderné postupy, zvyšovanie efekt́ıvnosti vzdelávania);

c) žiakov (podpora zlepšenia študijných výsledkov);

d) legislat́ıvny rámec (zvýšenie hodinovej dotácie na stredných odborných školách,
povinná maturita z matematiky).

Toto sú aj opatrenia, po ktorých najviac volajú zástupcovia technických vysokých škôl
spolu s riaditel’mi stredných odborných škôl aj v súčasnosti. Ide najmä o bod 4, ktorý ma
v plne v rukách politická reprezentácia. Nemalým problémom zač́ına byt’ aj źıskavanie
učitel’ov matematiky na vysokých školách.

Nedá sa konštatovat’, že by sa od roku 2019 situácia s vedomost’ami absolventov
stredných škôl, uchádzajúcich sa o štúdium na technických vysokých školách, výrazne
zlepšila. Zásadným problémom je celkovo nedostatočný akcent štátu na podporu tech-
nického vzdelávania. Napriek tomu, že sa k pripravenosti absolventov stredných škôl na
štúdium na technických vysokých školách pravidelne vyjadrujú vysoké školy, vyjadrujú sa
zamestnávatelia, ktoŕı definujú svoje požiadavky, hl’adajú a navrhujú riešenia. situácia sa
nemeńı.
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5 Záver

Článok opisuje situáciu s problémom ńızkej priechodnosti študentov bakalárskeho štúdia
na Strojńıckej fakulte STU v Bratislave (Slovensko) cez predmety z oblasti matematiky.
Meniace sa vstupné predpoklady (vedomosti a schopnosti študentov, skladba uchádzačov
o štúdium), vonkaǰsie vplyvy (hodinová dotácia výučby matematiky, požadované vedomosti
a schopnosti), technický pokrok (dostupné softvérové nástroje, umelá inteligencia), toto
všetko nutne ovplyvňuje pŕıstup učitel’ov a vedenia fakulty k vyučovaniu matematiky
a vyžaduje vysokú mieru flexibility učitel’ov na fakulte, aby sa s týmito zmenami (nielen
v matematike) vyrovnali. Zároveň plat́ı, že ani vysoká miera flexibility fakulty nedokáže
suplovat’ niektoré potrebné zásahy štátu (dotácia hod́ın matematiky na stredných školách,
maturita z matematiky), takže neobstoj́ı argument o nedostatočnej prispôsobivosti vysokých
škôl meniacim sa podmienkam, v ktorých pôsobia.

Aj problémy s absolvovańım predmetov z matematiky v bakalárskom stupni štúdia na
Strojńıckej fakulte STU potvrdzujú všeobecne platný záver, formulovaný v [8] - kvalitu
vysokého školstva nebude v najbližš́ıch rokoch určovat’ kvalita prichádzajúcich študentov,
ale jeho schopnost’ prispôsobit’ sa novým podmienkach tak, aby boli vysoké školy schopné
poskytovat’ kvalitné vzdelanie, a zároveň slúžili čoraz rôznorodeǰsej skupine študentov.
Toto je základná premisa pre d’aľsie pôsobenie slovenských technických vysokých škôl.
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Abstrakt: V př́ıspěvku jsou popsány životńı osudy a některé matematické výsledky
indického matematika S. Ramanujana. Zaměřuje se na ty, které maj́ı souvislost s programy
poč́ıtačové algebry či školskou matematikou a mohou být předvedeny žák̊um či student̊um,
kteř́ı maj́ı zájem o matematiku či historii matematiky. Je zde prezentován návrh motivačńıch
a rozv́ıjej́ıćıch úloh inspirovaných Ramanujanovým d́ılem, které podporuj́ı u žák̊u tvořivé
a logické myšleńı, vytrvalost při řešeńı problémů a pozitivńı vztah k matematice. Ćılem
př́ıspěvku je ukázat, že propojeńı historie matematiky, moderńı pedagogiky a digitálńıch
technologíı může být silným nástrojem pro rozvoj matematického nadáńı a zájmu o obor.

Kĺıčová slova: Srinivasa Aiyangar Ramanujan, životopis, objevy, úlohy pro nadané žáky,
digitálńı technologie, GeoGebra, Excel

Indian Mathematical Genius
Srinivasa Aiyangar Ramanujan

Abstract: The article describes the life and some mathematical results of the Indian
mathematician S. Ramanujan. It focused on those that are related to computer algebra
programs or school mathematics and can be demonstrated to pupils or students who
are interested in mathematics or the history of mathematics. We present a proposal for
motivating and developing tasks inspired by Ramanujan’s work, which support pupils’
creative and logical thinking, perseverance in solving problems and a positive attitude
towards mathematics. The aim of the article is to show that the connection of the history
of mathematics, modern pedagogy and digital technologies can be a powerful tool for the
development of mathematical talent and interest in the field.

Keywords: Srinivasa Aiyangar Ramanujan, biography, discoveries, tasks for gifted stu-
dents, digital technologies, GeoGebra, Excel
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Úvod

Srinivasa Aiynangar Ramanujan byl v matematice samoukem, přesto však proslul ne-
obyčejnou tvořivost́ı a originalitou myšleńı. Jeho př́ıběh je pozoruhodnou kapitolou v historii
matematiky. Srinivasa Ramanujan se narodil v jihoindickém městě Erode 22. 12. 1887 do
velice chudé bráhmanské rodiny, měl 3 sourozence, otec byl účetńı.

Ramanujan projevoval neobyčejný zájem a nadáńı pro matematiku. Již ve čtvrtém
ročńıku na základńı škole okamžitě odpověděl starš́ımu spolužákovi, že soustava rovnic√
x+ y = 7,

√
y + x = 11 má řešeńı x = 9, y = 4.

V listopadu 1897 při oblastńıch zkouškách základńıch škol byl Ramanujan nejúspěšněj-
š́ım žákem a d́ıky tomu mohl zač́ıt studovat na městské středńı škole v Kumbakonamu. Ve
12 letech si vyp̊ujčil od spolužáka sb́ırku

”
Plane trigonometry“ (Trigonometrie v rovině)

od S. L. Loneyho a vyřešil problémy v této sb́ırce bez pomoci (neobyčejné nadáńı v mnoha
oblastech matematiky, např. aritmetice, algebře, geometrii, teorii č́ısel a trigonometrii).
V r. 1903 úspěšně vykonal maturitńı zkoušku.

Následné studium na univerzitě v Mádrasu však již skončilo neúspěchem. Ramanujan
se soustředil jen na matematiku a zanedbával studium ostatńıch předmět̊u. V roce 1909 se
oženil s Janaki (9 let), byl to domluvený sňatek.

V roce 1910 se setkal se zakladatelem indické matematické společnosti Ramaswamy
Aiyerem (1871-1936) a ukázal mu své poznámky (Ramanujan’s Notebooks). Ramaswamy
poznal talent Ramanujana a napsal mu doporučuj́ıćı dopis pro profesora P. V. Seshu Aiyera.
Ramanujan se s ńım setkal již na univerzitě a profesor byl ohromen obsahem Ramanujan’s
Notebooks a s daľśım doporučuj́ıćım dopisem poslal Ramanujana za Diwan Bahadur R.
Ramachandrem Rao, nejuznávaněǰśım matematikem v té době v Indii. Nějakou dobu byl
Ramanujan podporován sympatizuj́ıćımi indickými matematiky a v r. 1912 přijal mı́sto
účetńıho společnosti Madras Port Trust.
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1 Dopis do Cambridge

Ramanujan byl č́ım dál v́ıce uznávaným matematikem. V roce 1913 obdržel Godfrey
Harold Hardy (1877–1947), profesor na univerzitě v Cambridge, známý svými pracemi
v matematické analýze a teorii č́ısel, dopis odeslaný z Madrásu v Indii. Odeśılatelem byl S.
Ramanujan - mladý muž, pracuj́ıćı jako účetńı v tamńım př́ıstavu, nemaj́ıćı ani univerzitńı
vzděláńı, který

”
věnuje veškerý volný čas matematice“, v ńıž si našel

”
svou vlastńı cestu“.

Žádal o posouzeńı dodatku k dopisu – několika list̊u s asi 120 formulemi a větami bez
d̊ukaz̊u.

Prvńı reakce slavného Hardyho byla dopis ignorovat. Naštěst́ı ještě týž den po večeři
prostudoval spolu se svým př́ıtelem Johnem Edensorem Littlewoodem (1885–1977)
onen dodatek. Po několika hodinách oba konstatovali, že nejde o práci ztřeštěnce, ale génia.

Po seznámeńı s Ramanujanovým dopisem se Hardy snažil zajistit jeho cestu do
Anglie. Námitky Ramanujanovy matky naštěst́ı ustaly v době, kdy prý ve snu viděla
syna ve skupině Evropan̊u, přičemž j́ı bohyně Námagiri poručila, aby se cestě nevzṕırala.
Ramanujan nakonec v březnu 1914 vskutku do Cambridge odcestoval a začal pracovat
v Trinity College. Začala tak jeho př́ımá spolupráce s Hardym, která vyústila v řadu
článk̊u, věnovaných teorii č́ısel. Bohužel se u Ramanujana na jaře roku 1917 objevila
nevyléčitelná nemoc. Ramanujan byl v témže roce zvolen za člena Královské společnosti
v Londýně a také se jako prvńı indický vědec stal členem Trinity Fellowship. Stř́ıdavě
však již pobýval v sanatoríıch a mimo ně. Při jedné z návštěv v nemocnici mu Hardy řekl,
že přijel v taxi s č́ıslem 1729, jež je nezaj́ımavé (1729 = 7 · 13 · 19 – to je nudný rozklad
v součin prvoč́ısel). Ramanujan okamžitě odpověděl, že je to naopak č́ıslo pozoruhodné –
je totiž nejmenš́ım přirozeným č́ıslem, které jde zapsat dvěma zp̊usoby jako součet třet́ıch
mocnin (1729 = 93 + 103 = 13 + 123). O Ramanujanovi se ř́ıká, že

”
každé přirozené č́ıslo

bylo jeho osobńım př́ıtelem“. Do vlasti se vrátil až v únoru 1919, když po skončeńı světové
války byla lodńı doprava zase bezpečná, avšak přes veškerou péči zemřel 26. 4. 1920 na
nemoc, diagnostikovanou jako tuberkulóza. Dnes se však soud́ı, že mohlo j́ıt o nedostatek
několika vitamı́n̊u.

2 Ramanujanovy zápisńıky

I když Ramanujanovy zápisńıky vyšly v roce 1957 a jeden
”
ztracený“ v r. 1979, bylo

nutno vykonat obrovskou práci spojenou s jejich
”
rozluštěńım“ (Ramanujan už́ıval vlastńı

značeńı), doplněńım komentář̊u a chyběj́ıćıch d̊ukaz̊u. Tuto práci vykonal Bruce C. Berndt
z Univerzity Illinois v Urbana-Champign. Některé z Ramanujanových výsledk̊u nalezly
uplatněńı v teoretické fyzice. Kupř. nositel Nobelovy ceny za fyziku z r. 1979 S. Weinberg
vzpomı́nal, jak se při studiu teorie strun v sedmdesátých letech minulého stolet́ı setkal
s matematickým problémem, při jehož studiu zjistil, že potřebné vzorce nalezl Ramanujan
v r. 1918.
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Obrázek 1: Jedna strana z Ramanujanových zápisńık̊u (Notebooks)

3 Některé Ramanujanovy objevy

Zmı́ńıme některé Ramanujanovy objevy:

� Aproximace č́ısla π

� Modulárńı funkce a aproximace π

� Highly composite numbers

� Ramanujanova prvoč́ısla

� Č́ısla typu taxicab

� Mock-theta funkce

� Magické čtverce

� Funkce rozklad č́ısel a Ramanujanovy kongruence

O některých jeho objevech se zmı́ńıme podrobněji.
Většina Ramanujanových formuĺı zachycuje vztahy mezi č́ısly s nekonečným rozvo-

jem, nekonečnými součty či součiny a řetězovými zlomky. Jiné formule se týkaj́ı teorie
č́ısel, algebraických identit atd. Některé jeho vzorce obsahuj́ı řady rychle konverguj́ıćı
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k převrácené hodnotě č́ısla π, které mohly být v moderńı době využity k jeho výpočtu
na dř́ıve naprosto nemyslitelný počet desetinných mı́st, resp. byly inspiraćı pro hledáńı
obdobných formuĺı poč́ıtačovými metodami. Dnes, kdy je vybaveńı škol poč́ıtači a software
prováděj́ıćım algebraické manipulace již samozřejmost́ı, je možné se seznámit s některými
Ramanujanovými aproximacemi č́ısla π.

Aproximace č́ısla π

Již prvńı z elementárńıch školńıch ukázek, které uvedeme, π =
(
92 + 192

22

) 1
4
, poskytuje

přibližné vyjádřeńı č́ısla π na 9 desetinných mı́st. Kalkulačka s obvykle osmimı́stným
displejem bude tedy

”
málo“. Lze však využ́ıt matematické programy, např. MATHEMA-

TICA.
Prověřme dále, že Ramanujanovy aproximace

π ≈ 63

25
· 17 + 15

√
5

7 + 15
√
5
,

resp. π ≈ 12√
130

ln (2+
√
5)(3+

√
13)√

2
dávaj́ı správně prvńıch 9, resp. 14 desetinných mı́st č́ısla π.

Všechna dosud uvedená přibližná vyjádřeńı č́ısla π jsou však
”
statická“, neumožňuj́ı

toto č́ıslo poč́ıtat s libovolnou přesnost́ı. Ramanujan objevil asi patnáct č́ıselných řad,
konverguj́ıćıch relativně rychle nikoliv k č́ıslu π, ale k převrácené hodnotě tohoto č́ısla.
Zde je jedna z nich:

1

π
=

√
8

9801

∞∑
n

(4n!)

(n!)4
[1103 + 26390n]

3964n

.

Highly composite numbers
Prvoč́ıslo je č́ıslo, které je dělitelné pouze č́ıslem 1 a samo sebou, např. 2, 3, 5, 7, 11, 13, 17,

19, 23, 29, 31, . . ..
Počtem prvoč́ısel menš́ıch než jakékoliv zvolené č́ıslo se zabýval již francouzský mate-

matik Adrien-Marie Legendre (1752–1833) nebo německý matematik a fyzik Johann Carl
Friedrich Gauss (1777–1855). Všechny poznatky vedly ke vzniku prvoč́ıselné věty, která
uvád́ı π(n) = n

log n
, kde π(n) označuje právě počet prvoč́ısel menš́ıch než č́ıslo n. Každé

kladné celé č́ıslo je nav́ıc možné vyjádřit jako součin mocnin prvoč́ısel. Termı́n highly
composite numbers lze přeložit jako velmi složená č́ısla.

Definice 1
Highly composite number je kladné celé č́ıslo, které má v́ıce dělitel̊u než všechna
menš́ı kladná celá č́ısla.

Ramanujan uváděl, že počet dělitel̊u kladného č́ısla N je extrémně nepravidelný pro
N bĺıž́ıćı se k nekonečnu. V závislosti na tvaru č́ısla N se v části př́ıpad̊u tento počet bĺıž́ı
k nekonečnu a v druhé části z̊ustává tento počet ńızký. Ve svém d́ıle Highly composite
numbers uvedl seznam prvńıch 102 takových č́ısel ze seznamu. Ramanujan nav́ıc z množiny
highly composite numbers určil ještě podmnožinu č́ısel, kterou nazval superior highly
composite numbers (např. 2, 6, 12, 60, 120, 360, 2520, . . .).
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Ramanujanova prvoč́ısla
Zkoumáńı prvoč́ısel bylo jedńım z velkých Ramanujanových zájmů.

Definice 2
Pro n ≥ 1 je n-té Ramanujanovo prvoč́ıslo nejmenš́ı kladné celé č́ıslo Rn takové,
že pokud je x ≥ Rn, potom plat́ı π(x)− π

(
1
2
x
)
≥ n.

Č́ısla typu taxicab
Ramanujan pobýval v Anglii a během posledńıch měśıc̊u zde byl z d̊uvodu své nemoci

v r̊uzných sanatoríıch. Jak již bylo uvedeno, jeho př́ıtel Hardy jej v jednom sanatoriu
navšt́ıvil a zmı́nil se, že přijel tax́ıkem s nezaj́ımavým č́ıslem 1729. Ramanujan naopak
č́ıslo 1729 považoval za velmi zaj́ımavé:

Je to nejmenš́ı možné č́ıslo, které lze vyjádřit pomoćı dvou r̊uzných součt̊u třet́ıch
mocnin č́ısel: 1729 = 13 + 123 = 93 + 103. Č́ıslo 1729 je jedńım ze skupiny č́ısel, které
maj́ı stejnou vlastnost. Na základě výše uvedeného dostala tato skupina speciálńı název
taxicab numbers - tzv. tax́ıková č́ısla.

Definice 3 (Taxicab č́ısla)
N-té č́ıslo typu taxicab Ta(n) je nejmenš́ı č́ıslo, které lze vyjádřit pomoćı n
zp̊usob̊u jako součet třet́ıch mocnin dvou kladných č́ısel.

Ramanujanovo č́ıslo 1729 je až druhým č́ıslem typu taxicab, prvńım je Ta(1) = 2 =
13 + 13.

V dnešńı době známe 6 č́ısel, která patř́ı do této skupiny.

Cabtaxi č́ısla
Pojem cabtaxi č́ısla vznikl jako inverze p̊uvodńıho pojmu taxicab č́ısla.

Definice 4 (Cabtaxi č́ısla)
N-té č́ıslo typu cabtaxi je nejmenš́ı č́ıslo, které lze vyjádřit pomoćı n zp̊usob̊u
jako součet třet́ıch mocnin dvou celých č́ısel, která nemuśı být kladná.

Např. 1 = 13 + 03

91 = 63 − 53 = 33 + 43

Př́ıběh č́ısla 1729 ukazuje, jak i zdánlivě obyčejná č́ısla v sobě mohou skrývat zaj́ımavé
matematické vlastnosti.

Magické čtverce
Magickým čtverc̊um je věnována jedna z kapitol v prvńım Ramanujan’s Notebook.

Zpočátku pracoval s magickými čtverci 3× 3 nebo 4× 4, končil se čtverci 8× 8.

Definice 5 (Magické čtverce)
Magický čtverec je čtvercové pole obsahuj́ıćı kladná celá č́ısla. Pro tato č́ısla
plat́ı, že pokud sečteme č́ısla v každém řádku, sloupci i na obou diagonálách,
dostaneme jako součet stejné č́ıslo. Toto č́ıslo nazýváme magická konstanta.
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Ramanujanovy známé čtverce jsou s jeho datem narozeńı v prvńı řádce, viz obrázek.

Obrázek 2: Magické čtverce

Lze sestavit i obecné řešeńı tohoto problému pro libovolné datum. Pokud den označ́ıme
jako D, měśıc jako M, počátečńı dvě č́ısla letopočtu jako P a koncová dvě č́ısla letopočtu
jako K, můžeme ke tvorbě magického čtverce pro konkrétńı datum použ́ıt následuj́ıćı
schéma:

Obrázek 3: Magický čtverec - schéma

4 Úlohy pro nadané žáky

Na základě Ramanujanových objev̊u jsme vytvořili úlohy pro nadané žáky.

Úloha 1 - Kolika zp̊usoby lze rozložit č́ıslo 7?
Zjistěte, kolika r̊uznými zp̊usoby lze rozložit č́ıslo 7 na součet kladných celých č́ısel.

V součtech nezálež́ı na pořad́ı sč́ıtanc̊u. Např. rozklady: 4 = 2 + 1 + 1, 4 = 1 + 2 + 1,
4 = 1 + 1 + 2 jsou považovány za jeden totožný rozklad.
Komentář: Žáci maj́ı k dispozici programy v GeoGebře a v Excelu, kde si své výsledky
mohou zkontrolovat.
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Obrázek 4: Rozklad č́ısla v GeoGebře

Obrázek 5: Rozklad č́ısla v Excelu
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Úloha 2 - Ramanujanovo taxicab č́ıslo
Slavný matematik Hardy jednoho dne šel navšt́ıvit svého nemocného př́ıtele S. Ra-

manujana do sanatoria. A protože se oba velmi zaj́ımali o č́ısla, Hardy při jejich setkáńı
konstatoval, že tax́ık, kterým přijel, měl nezaj́ımavé č́ıslo 1729. Ramanujan s t́ım ale
nesouhlasil, podle něj bylo č́ıslo 1729 velmi zaj́ımavé.

Najděte č́ısla, jejichž součet třet́ıch mocnin dá č́ıslo 1729: (1729 = a3 + b3 = c3 + d3).
Komentář: Pomoćı programů v Excelu mohou žáci zjistit př́ıslušný rozklad, nebo mohou
naj́ıt daľśı č́ısla se stejnou vlastnost́ı.

Obrázek 6: Taxicab č́ısla v Excelu 1
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Obrázek 7: Taxicab č́ısla v Excelu 2

Úlohu je možno zjednodušit. Žáci mohou hledat jen č́ısla, která lze zapsat jako součet
druhých mocnin.

Úloha 3 - Magický čtverec
Prvńı řádek tohoto čtverce obsahuje datum narozeńı slavného indického matematika

Srinivasy Ramanujana - 22. 12. 1887. Ostatńı č́ısla v tomto čtverci sice už nemaj́ı žádný
reálný d̊uvod, ale nejsou pouze náhodná. Všechna č́ısla v následuj́ıćım čtverci jsou totiž
umı́stěna do svého pole na základě jednoho pravidla. Zkuste toto pravidlo naj́ıt.
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Obrázek 8: Magický čtverec

Komentář: Žáci mohou sestrojit magický čtverec, kde v prvńım řádku bude datum jejich
narozeńı. Maj́ı k dispozici programy v GeoGebře a Excelu, které jim pomohou s vyřešeńım
úlohy.

Obrázek 9: Magický čtverec 2 - pomoćı GeoGebry
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Obrázek 10: Magický čtverec 2 - pomoćı Excelu

Obrázek 11: Magický čtverec 3 - pomoćı Excelu
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Dále mohou žáci řešit klasický magický čtverec 3× 3. (Doplňte č́ısla 1 až 9).

Obrázek 12: Magický čtverec 3× 3 - zadáńı v Excelu

Obrázek 13: Magický čtverec 3× 3 - řešeńı v Excelu
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Úloha 4 - Prvoč́ısla mezi n a 2n
To, že jsou prvoč́ısla velmi zaj́ımavá č́ısla, si myslel již geniálńı indický matematik

Srinivasa Ramanujan. Jeho objevy v oblasti prvoč́ısel udivuj́ı matematiky dodnes. Vaš́ım
úkolem bude tedy zkusit si podobné objevováńı s prvoč́ısly.

Zjistěte, kolik prvoč́ısel je mezi č́ısly n a 2n pro r̊uzná malá n (např. 5, 10, 15, . . .).
Plat́ı, že vždy mezi těmito č́ısly najdeme alespoň jedno prvoč́ıslo?
Komentář: Žáci zkouš́ı hledat prvoč́ısla mezi n a 2n. Zkontrolovat si svá řešeńı zase mohou
pomoćı programů připravených v Excelu.

Obrázek 14: Prvoč́ısla mezi n a 2n - Excel

Obrázek 15: Prvoč́ısla mezi n a 2n - Excel
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5 Závěr

Dozvěděli jsme se o životě slavného indického matematika S. A. Ramanujana a o jeho
významných objevech. Úlohy pro nadané žáky mohou sloužit jako inspirace do výuky
matematiky na ZŠ či v nižš́ım ročńıku SŠ. Digitálńı technologie běžně dostupné na
základńıch a středńıch školách umožňuj́ı řešit úlohy, které ve spojeńı s Ramanujanovým
př́ıběhem obsahuj́ı značný motivačńı potenciál.

Zaj́ımavost: V r. 1962 byla v Indii vydaná poštovńı známka k připomı́nce 75. výroč́ı
narozeńı S. Ramanujana:

Obrázek 16: Indická poštovńı známka - 1962
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INTERAKTIVNÍ ÚLOHY ROZVÍJEJÍCÍ

KOMBINATORICKÉ MYŠLENÍ ŽÁKŮ 1. STUPNĚ

ZŠ
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Abstrakt: Kombinatorické a logické myšleńı je součást́ı našich život̊u už od narozeńı,
a proto je nutné ho rozv́ıjet již u žák̊u na prvńım stupni ZŠ. S žáky je vhodné řešit takové
úlohy, které jsou typické předevš́ım svým experimentálńım charakterem. Žáci během řešeńı
experimentuj́ı, využ́ıvaj́ı logický úsudek, vypisuj́ı všechny možnosti nebo úlohy řeš́ı pomoćı
grafického či jiného znázorněńı. Př́ıspěvek ukazuje jednu z možnost́ı, jak předložit žák̊um
kombinatorické úlohy zaj́ımavou a hravou formou v atraktivńım prostřed́ı, které samo
o sobě motivuje.

Kĺıčová slova: kombinatorika, digitálńı technologie, Genially, sb́ırka, interaktivńı tabule

Interactive tasks developing combinatorial thinking in primary
school pupils

Abstract: Combinatorial and logical thinking has been part of our lives since birth, which
is why it is necessary to develop it in primary school pupils. It is appropriate to solve tasks
with pupils that are primarily experimental in nature. While solving the tasks, pupils
experiment, use logical reasoning, list all possibilities, or solve the tasks using graphical or
other representations. The paper shows one of the possibilities of presenting combinatorial
tasks to pupils in an interesting and playful way in an attractive environment that is
motivating in itself.

Key words: combinatorics, digital technology, Genially, collection, interactive whiteboard
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Úvod

Kombinatorika představuje d̊uležitou součást matematického myšleńı, která rozv́ıj́ı schop-
nost žák̊u systematicky uvažovat, plánovat a hledat všechny možné varianty řešeńı. Přestože
bývá často spojována až s vyšš́ımi stupni vzděláváńı, jej́ı základy lze přirozeně a smysluplně
rozv́ıjet již na prvńım stupni základńı školy. V tomto obdob́ı děti spontánně zkoumaj́ı
r̊uzné možnosti a kombinace ve svém každodenńım životě – např́ıklad při skládáńı oblečeńı,
vyb́ıráńı si oblečeńı do školy, hledáńı možných řešeńı, jak postavit věž, jak si sestavit
kopečky zmrzliny do kornoutu či při sestavováńı j́ıdelńıčku. Tyto situace poskytuj́ı přirozený
základ pro úlohy, které vedou k pochopeńı základńıch princip̊u kombinatoriky. Úkolem
učitele je na těchto zkušenostech stavět, vhodně je strukturovat a přetvářet v hravé
matematické aktivity, které podporuj́ı tvořivé myšleńı i radost z objevováńı.

Ćılem tohoto článku je představit netradičńı sb́ırku kombinatorických úloh pro žáky
prvńıho stupně základńı školy v interaktivńı aplikaci Genially.

1 Kombinatorika na 1. stupni ZŠ

Kombinatorické úlohy bychom mohly zařadit mezi nestandardńı úlohy, které jsou pro žáka
neobvyklé, at’ už zadáńım či zp̊usobem řešeńı a vyžaduj́ı tvořivost žáka a jistou originalitu.
Např. Lǐsková a Rezek (2015) zmiňuj́ı, že při práci s nestandardńımi úlohami se vytvář́ı
vhodný prostor pro narušeńı žákovských stereotyp̊u, které se při výuce matematiky často
vyskytuj́ı a jsou pro daľśı vývoj matematického myšleńı žák̊u škodlivé. Jedńım z typických
rys̊u nestandardńıch úloh je i v́ıce možných variant postupu při jejich řešeńı. Při výuce je
třeba s těmito úlohami pracovat tak, aby se žáci mohli seznámit i s jinými myšlenkovými
postupy, než které sami objevili. Pro každého žáka je cennou zkušenost́ı porovnat, jak jeho
spolužáci řeš́ı stejný problém. Je velmi d̊uležité, aby žák dovedl samostatně posoudit, které
z předložených řešeńı je zaj́ımavé, srozumitelné, přehledné a v neposledńı řadě i efektivńı.
(Lǐsková, Rezek, 2015, s. 101)

Při řešeńı kombinatorických úloh žáci rozv́ıj́ı kombinatorické a logické myšleńı, kritické
usuzováńı a v neposledńı řadě i srozumitelné a věcné argumentace (Př́ıhonská, 2019).
Blažková (2020) popisuje kombinatorické myšleńı následovně. Jde zpravidla o vytvářeńı
specifických schopnost́ı a dovednost́ı, při kterých se uč́ıme:

� provádět výběr prvk̊u z dané skupiny (množiny) podle určitého pravidla,

� provádět uspořádáńı prvk̊u daným zp̊usobem,

� naj́ıt metodu vyhledáváńı všech skupin prvk̊u s požadovanou vlastnost́ı,

� poznat, zda se ve vybraných skupinách jedná o skupiny uspořádané nebo neu-
spořádané,

� rozhodnout, zda se prvky ve skupinách mohou nebo nemohou opakovat,
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� formulovat pravidlo pro vyhledáváńı všech skupin s požadovanou vlastnost́ı. (Blažková,
2020, s. 1)

Kombinatorickými úlohami můžeme tedy rozumět takové úlohy, při kterých žáci vyb́ıraj́ı
prvky z nějaké množiny podle daných kritéríı, uspořádávaj́ı prvky, které splňuj́ı zadané
podmı́nky. Úlohy by měly být voleny takovým zp̊usobem, aby vycházely ze zkušenosti
žák̊u a z reálného života. Typickou kombinačńı úlohou je např. podáváńı rukou. V tomto
př́ıpadě žáci hledaj́ı počet všech možných uspořádaných dvojic vytvořených ze všech prvk̊u
množiny.

Př́ıhonská a Břehovský (2017) zmiňuj́ı, že úlohy, které využ́ıvaj́ı základńı kombinatorické
úvahy, jsou zařazeny v podstatě ve všech učebnićıch matematiky prvńıho stupně ZŠ, přičemž
nejčastěji se jedná o úlohy s č́ısly, zaměřené na kombinováńı v rámci procvičováńı početńıch
operaćı. Dále uvád́ı, že za vhodné didaktické pomůcky rozv́ıjej́ıćı logicko-kombinačńı
myšleńı je možné považovat i celou řadu společenských her, jako je např. Rummikub,
Domino, Kostky, Logic, Scrable, sj.

V Rámcovém vzdělávaćım programu 2025 (NPI, 2024), který vycháźı ze Strategie
vzdělávaćı politiky České republiky do roku 2030+, neńı kombinatorika explicitně uvedena,
nicméně hraje d̊uležitou roli v matematickém kurikulu na základńı škole. Kombinatorické
úlohy bychom mohli určitě zařadit do oblasti Logicko-matematické gramotnosti, dále Mate-
matika a jej́ı aplikace do okruhu Č́ıslo a proměnná, Geometrie, Statistika a pravděpodobnost
a samozřejmě kombinačńımi úlohami rozv́ıj́ıme Kĺıčové kompetence k řešeńı problémů.

Kombinatorické úlohy by měly být pro žáky na prvńım stupni ZŠ zaj́ımavé, motivačńı
a vhodně zadané tak, aby žáci mohli zkoumat, odhadovat, experimentovat a objevovat.
Zp̊usob, jakým žáci řeš́ı kombinatorické úlohy na prvńım stupni základńı školy, je do
velké mı́ry závislý na věku, zkušenostech s matematikou a typu úlohy. Nejprve žáci
využ́ıvaj́ı manipulativńı strategie, při kterých si situaci vizualizuj́ı, tzn. s předměty pohybuj́ı,
přeskupuj́ı a kombinuj́ı tak, aby zjistili všechny možnosti. Později zač́ınaj́ı využ́ıvat grafické
zápisy (např. stromový graf) či tabulky pro vypsáńı všech možnost́ı (nesystematicky,
později systematicky).

2 Digitálńı technologie ve vzděláváńı

Součást́ı moderńı doby, moderńıho vyučováńı, jsou digitálńı technologie. Mezi jasné výhody
patř́ı např. zvýšený zájem a motivace žák̊u, aktivńı zapojeńı žák̊u do vzdělávaćıho procesu,
lepš́ı vizualizace učebńı látky, individuálńı tempo učeńı, obohaceńı výuky o interaktivńı
prvky, rychlá úprava pro potřebný vzdělávaćı efekt, rychlá aktualizace materiál̊u, přirozený
rozvoj informačńı gramotnosti apod.

V Rámcovém vzdělávaćım programu 2025 pro základńı vzděláváńı se digitálńı techno-
logie posiluj́ı jako kĺıčová kompetence např́ıč všemi předměty a zároveň se rozv́ıj́ı

”
nová“

Informatika, která klade větš́ı d̊uraz na porozuměńı princip̊um fungováńı technologíı,
kybernetickou bezpečnost, etické využ́ıváńı digitálńıho prostřed́ı a aktivńı roli žáka, včetně
nástup umělé inteligence. (RVP ZV, 2025) Pro školy to znamená, že je třeba aktualizovat
Školńı vzdělávaćı program tak, aby reflektoval nové požadavky, přičemž Národńı peda-
gogický institut (NPI) poskytuje metodickou podporu, r̊uzné kurzy a zaj́ımavé zdroje.
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Moderńı materiály by měly být ve formě digitálńıch učebńıch materiál̊u a využ́ıvat by se
online nástroje, které podporuj́ı individualizaci1 výuky.

Existuje celá řada zaj́ımavých online digitálńıch nástroj̊u vhodných do výuky ma-
tematiky. Jednou z nich je i aplikace Genially. Jedná se o online platformu pro tvorbu
interaktivńıch a vizuálně atraktivńıch prezentaćı, test̊u, digitálńıch pracovńıch list̊u a daľśıch
materiál̊u. Umožňuje kombinovat text, obrázky, animace a funguje zcela online, neńı třeba
nic instalovat. (www.genial.ly) Učiteli tak stač́ı pouze interaktivńı tabule, vytvořený
materiál a je vše připraveno do výuky. Na této platformě je možné tedy vytvořit do
výuky matematiky např. r̊uzné kv́ızy, prezentace, zaj́ımavé úlohy s interaktivńımi prvky či
i únikovou hru.

Genially také umožňuje snadnou aktualizaci a úpravu obsahu. Pokud je potřeba přidat
nové úlohy nebo upravit stávaj́ıćı, lze to provést rychle a jednoduše, aniž by bylo nutné
instalovat nebo aktualizovat software na straně uživatele.

Daľśım d̊uležitým aspektem technické realizace je zajǐstěńı spolehlivosti a bezpečnosti
aplikace. Genially poskytuje robustńı platformu, která je stabilńı a bezpečná pro použit́ı
ve školńım prostřed́ı. Dı́ky tomu mohou učitelé a žáci bez obav použ́ıvat hru jako součást
svého vzdělávaćıho procesu. (Šobová, 2024)

3 Interaktivńı sb́ırka

Interaktivńı sb́ırkou rozumı́me soubor úloh, cvičeńı či př́ıklad̊u, které jsou doplněny o di-
gitálńı prvky umožňuj́ıćı aktivńı zapojeńı žáky. Učitel tak může vidět nejen okamžitou
zpětnou vazbu, ale vizualizace žák̊um pomáhá a motivuje při práci. Žáci zároveň mohou
s daty a jednotlivými prvky aktivně manipulovat. Př́ıkladem takové sb́ırky je interaktivńı
sb́ırka vytvořená v online prostřed́ı Genially, zaměřená na seznámeńı žák̊u prvńıho stupně
základńı školy s kombinatorickými úlohami. Sb́ırka je navržena pro využit́ı jak při samo-
statné práci žák̊u, tak při práci ve dvojićıch či skupinách, př́ıpadně jako podp̊urný materiál
při výuce s využit́ım interaktivńı tabule. Učitel tak může pružně reagovat na potřeby žák̊u
a volit úlohy odpov́ıdaj́ıćı jejich aktuálńı úrovni.

Interaktivńı sb́ırka s názvem
”
Město“ je zasazena do prostřed́ı, které je žák̊um bĺızké

a známé, a ćıleně rozv́ıj́ı kombinatorické myšleńı.
Ve hře se žáci pohybuj́ı městem a v jednotlivých budovách či na r̊uzných mı́stech ve

městě řeš́ı kombinatorické úlohy. Sb́ırka Město zahrnuje celkem 8 hlavńıch lokaćı, např.
škola, cukrárna, hřǐstě. Hra je rozdělena do tř́ı část́ı odpov́ıdaj́ıćıch jednotlivým úrovńım
obt́ıžnosti pro žáky 1. až 3. ročńıku základńı školy. Každá úroveň je přizp̊usobena věkovým
i znalostńım schopnostem žák̊u. Pro zvýšeńı atraktivity byla celá sb́ırka ilustrována
v aplikaci Procreate.

Hra zač́ıná přiv́ıtáńım hlavńı postavy, holčičky Aničky, která žáky prováźı celým herńım
prostřed́ım. Po úvodńım přiv́ıtáńı si žáci zvoĺı sv̊uj ročńık, č́ımž se nastav́ı úroveň obt́ıžnosti
úloh, které budou v pr̊uběhu hry řešit. Následně se zobraźı mapa města s vyznačenou
budovou, ve které žáci zahajuj́ı svou cestu.

1Individualizace – pedagogický př́ıstup, který přizp̊usobuje metody, tempo, obsah a hodnoceńı vzděláváńı
potřebám, schopnostem a zájmům každého jednotlivého žáka.

www.genial.ly
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Obrázek 1: Interaktivńı sb́ırka
”
Město“

V daných budovách jsou rozmı́stěny bud’ jedna, či dvě úlohy. Na úvodńı obrazovce hry
je na levé straně umı́stěna lǐsta s osmi okýnky. Za každou splněnou úlohu se v okýnku objev́ı
obrázek charakterizuj́ıćı daný př́ıklad. Tento vizuálńı prvek umožňuje žák̊um přehledně
sledovat sv̊uj postup hrou a současně je motivuje k daľśımu řešeńı úloh.

V pravém horńım rohu obrazovky žáci vid́ı zadáńı úlohy, zat́ımco ve spodńı části
obrazovky je znázorněno jej́ı řešeńı. U některých úloh je v horńı části obrazovky k dispozici
také nápověda. Na levém okraji obrazovky se nacháźı ikona domečku, prostřednictv́ım
které se žáci po vyřešeńı úlohy mohou vrátit zpět k plánku města.

Obrázek 2: Motivačńı úloha

Po kliknut́ı na budovu se žák̊um nejprve otevře uv́ıtaćı úkol, který neńı zaměřen na
kombinatoriku. Tento úkol je zařazen s ćılem motivovat žáky k řešeńı daľśıch úloh a zároveň
umožnit i těm, kteř́ı si s kombinatorickými úlohami nejsou jisti, zaž́ıt pocit úspěchu (viz
obr. 2). Po vyřešeńı uv́ıtaćıho úkolu se následně zpř́ıstupńı hlavńı úloha v dané budově.
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Obrázek 3: Ukázka úlohy

Celkem se ve sb́ırce nacháźı 24 motivačńıch úloh a 33 úloh kombinatorických. Na
základě zkušenost́ı dět́ı s podobnými typy úloh si učitel/ka může zvolit ve sb́ırce ročńık, ve
kterém dané úlohy s žáky vyřeš́ı.

4 Závěr

Interaktivńı sb́ırka vytvořená v prostřed́ı Genially představuje vhodný didaktický prostředek
pro zábavný a činnostně orientovaný rozvoj kombinatorického myšleńı žák̊u prvńıho stupně
základńı školy. Dı́ky své dostupnosti v online prostřed́ı může sloužit nejen učitel̊um jako
podp̊urný výukový materiál, ale i daľśım zájemc̊um o rozvoj kombinatorického myšleńı. Do
budoucna lze sb́ırku dále rozšǐrovat o daľśı typy kombinatorických úloh a přizp̊usobovat ji
potřebám výuky na prvńım stupni základńı školy.

Odkaz na hru: https://view.genially.com/666770b5a1d0630014dc19a7
QR kód s odkazem na hru:

https://view.genially.com/666770b5a1d0630014dc19a7
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stupné z: https://clanky.rvp.cz/clanek/c/Z/20617/METODICKE-KOMENTARE-K-
OBORU-MATEMATIKA-A-JEJI-APLIKACE.html
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INTEGRACE UMĚLÉ INTELIGENCE DO VÝUKY

MATEMATIKY NA ZÁKLADNÍ ŠKOLE

S PŘÍKLADY DOBRÉ PRAXE

Miroslava Huclová

Katedra matematiky, fyziky a technické výchovy, FPE, ZČU

Abstrakt: Článek se zabývá možnostmi integrace umělé inteligence (AI) do výuky ma-
tematiky na základńı škole. V teoretické části je popsán význam digitálńıch technologíı
v kontextu rámcových vzdělávaćıch programů a zd̊urazněna potřeba systematického
a promyšleného začleněńı AI do vzdělávaćıho procesu. Praktická část prezentuje konkrétńı
př́ıklady výukových jednotek realizovaných v jednotlivých ročńıćıch základńı školy, které
propojuj́ı matematické učivo s využit́ım nástroj̊u umělé inteligence – od tvorby interak-
tivńıch kv́ız̊u a komiks̊u až po generováńı hudby či porovnáváńı řešeńı matematických
úloh mezi žákem a AI. Součást́ı je také analýza př́ınos̊u a rizik spojených s využit́ım
AI a zaznamenaná zpětná vazba žák̊u, která potvrzuje zvýšený zájem o výuku, rozvoj
kritického myšleńı a hlubš́ı porozuměńı matematickým koncept̊um. Studie ukazuje, že
umělá inteligence může být významným podp̊urným nástrojem výuky, pokud je použ́ıvána
zodpovědně, s ohledem na didaktické ćıle a potřeby žák̊u.

Kĺıčová slova: AI, dobrá praxe, výuka matematiky.

Integrating artificial intelligence into elementary school
mathematics education: Examples of best practices

Abstract: This article explores the possibilities of integrating artificial intelligence (AI)
into mathematics instruction in elementary school. The theoretical section describes
the importance of digital technologies in the context of national curriculum frameworks
and emphasizes the need for a systematic and well-thought-out integration of AI into
the educational process. The practical section presents specific examples of lesson units
implemented in individual grades of elementary school that integrate mathematical content
with the use of artificial intelligence tools—ranging from the creation of interactive quizzes
and comics to the generation of music or the comparison of solutions to math problems
between a student and AI. It also includes an analysis of the benefits and risks associated
with the use of AI and recorded student feedback, which confirms increased interest in
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learning, the development of critical thinking, and a deeper understanding of mathematical
concepts. The study shows that artificial intelligence can be a significant teaching aid if
used responsibly, with consideration for didactic goals and students’ needs.

Key words: AI, best practices, mathematics education.

Úvod

Digitálńı kompetence jsou na základńıch školách zásadńı pro př́ıpravu žák̊u na požadavky
moderńıho digitálńıho světa, což je kĺıčové nejen pro jejich budoućı profesńı úspěchy,
ale i pro jejich osobńı rozvoj (DigCompEdu, 2018). Tyto kompetence pokrývaj́ı širokou
škálu dovednost́ı, od základńıho ovládáńı poč́ıtače až po pokročilé využ́ıváńı informačńıch
a komunikačńıch technologíı. (RVP ZV, 2023) Každá základńı škola v České republice
byla při aktualizaci svého Školńıho vzdělávaćıho programu (ŠVP) povinna zahrnout
digitálńı kompetence, které reflektuj́ı současné požadavky digitálńı éry. Tato aktualizace
zahrnovala integraci kĺıčových dovednost́ı do školńıho kurikula s ćılem připravit žáky
na výzvy dnešńıho světa (RVP ZV, 2023). Školy dnes stoj́ı před úkolem, jak využ́ıt
možnosti, které tyto technologie nab́ızej́ı, a zároveň žáky připravit na svět, kde bude práce
s inteligentńımi algoritmy naprostou samozřejmost́ı. Nové digitálńı technologie neustále
vznikaj́ı. Doporučeńı podle nového RVP ZV (2025) ve vzdělávaćım systému základńı
školy je zaměřit se na ty, které již prokázaly svou použitelnost v praxi. Toto se týká
i umělé inteligence (AI). Podle Baidoo-Anu & Ansah (2023) je velkou výzvou je zaváděńı
digitálńıch technologíı a s t́ım souvisej́ıćıch digitálńıch kompetenćı učitel̊u do škol. Jedńım
z předmět̊u, kde lze potenciál umělé inteligence pozorovat je matematika.

Vzdělávaćı oblast Matematika a jej́ı aplikace má za úkol v pěti tematických celćıch
rozv́ıjet rozviji u žaka jeho logické, strategické, kritické i kreativńı myšleni (RVP ZV,
2025) Umělá inteligence může pomoci učitel̊um v tvorbě moderńıch digitálńıch materiál̊u
a podpořit proces učeńı u žák̊u (MŠMT, 2025). Implementace těchto změn v kurikulárńıch
dokumentech na všech základńıch školách představuje zásadńı krok vpřed k začleňováńı
moderńıch technologíı do vzdělávaćıho procesu a je nezbytná pro efektivńı výuku digitálńıch
kompetenćı (Černý, 2023).

1 Podpora školám při zaváděńı generativńı umělé

inteligence (AI) do výuky

V rámci zaváděńı digitálńıch kompetenćı do výuky došlo v roce 2021 k úpravě kurikulárńıch
dokument̊u na úrovni Rámcového vzdělávaćıho programu pro základńı vzděláváńı (RVP
ZV). Od roku 2024 všechny základńı školy v České republice např́ıč vzdělávaćımi oblastmi
systematicky rozv́ıjej́ı digitálńı kompetence žák̊u. Tento systém demonstruje obrázek 1.
S t́ım úzce souviśı využit́ı nástroj̊u využ́ıvaj́ıćı AI pro podporu celého vyučovaćıho procesu.
T́ımto nastaveńım se otev́ıraj́ı nové možnosti pro podporu učeńı, individualizaci vzděláváńı
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a rozvoj dovednost́ı potřebných pro 21. stolet́ı. Využ́ıváńı AI žáky je a bude ve školńım
prostřed́ı stále běžněǰśı. Současně však před učiteli stoj́ı zodpovědný úkol – naučit žáky tento
nástroj použ́ıvat zodpovědně a smysluplně. Analytická zpráva Národńıho pedagogického
institutu České republiky (NPI ČR) na základě výzkumného šetřeńı konstatuje, že učitelé
v pr̊uměru vńımaj́ı umělou inteligenci jako dlouhodobý trend a domńıvaj́ı se, že by mělo
být předevš́ım úlohou školy naučit žáky smysluplnému využ́ıváńı této technologie. (MŠMT,
2025)

Smysluplné začleněńı umělé inteligence do vzdělávaćıho procesu vyžaduje systematický
př́ıstup, který reflektuje specifika školńıho prostřed́ı i potřeby žák̊u. Prvńım krokem je
zmapováńı jejich zkušenost́ı a postoj̊u k AI, což umožňuje zohlednit jejich předchoźı
znalosti, očekáváńı i dostupné technické podmı́nky. Na tomto základě je možné formulovat
vzdělávaćı ćıle, které přesahuj́ı rámec tradičńı faktografické výuky a zaměřuj́ı se na rozvoj
dovednost́ı, jež umělá inteligence nedokáže nahradit – zejména kritického myšleńı, kreativity
a schopnosti pracovat s informacemi (Černý, 2023).

Ned́ılnou součást́ı tohoto procesu je také pr̊uběžné hodnoceńı pokroku žák̊u, které
nesleduje pouze dosažené výsledky, ale klade d̊uraz i na samotný proces učeńı – schopnost
reflektovat výstupy AI, formulovat kvalitńı otázky a využ́ıvat źıskané poznatky v nových
souvislostech. Vzdělávaćı aktivity by pak měly být plánovány tak, aby umělá inteligence
sloužila jako podp̊urný nástroj pro učeńı, nikoliv jako jeho náhrada. (AI dětem, 2025).

Kritická analýza výstup̊u, společná reflexe chyb a diskuse nad etickými a společenskými
aspekty využ́ıváńı AI by měly tvořit integrálńı součást výuky, která žák̊um umožńı rozv́ıjet
digitálńı kompetence a připravit se na svět, v němž bude spolupráce s umělou inteligenćı
běžnou součást́ı jejich profesńıho i osobńıho života. (MŠMT, 2025)

Obrázek 1: Naplňováńı digitálńıch kompetenćı do všech vzdělávaćıch oblast́ı dle (DigCom-
pEdu, 2018)
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2 Využit́ı umělé inteligence ve výuce matematiky

př́ıležitosti výzvy a etické aspekty

V rámci vzdělávaćı oblasti Matematika a jej́ı aplikace je velký potenciál využit́ı umělé
inteligence pro př́ıpravu materiál̊u pro učitele i jejich využit́ı při výuce. Jahangiri et al.
(2021) označuj́ı proces vytvářeńı výukových materiál̊u jako náročný, přestože je v dnešńı
době k dispozici mnoho r̊uznorodých zdroj̊u.

Využit́ı nástroj̊u umělé inteligence představuje pro učitele výzvu jak z hlediska jejich
použ́ıváńı, tak porozuměńı jejich možnostem a limit̊um. Výzkumy poukazuj́ı na to, že
učitelé muśı mı́t dostatečné znalosti v oblasti AI, aby byli schopni kriticky uvažovat
o procesech i výsledćıch źıskaných s využit́ım těchto nástroj̊u (Druga et al., 2019).

Kim (2024) popsal tři fáze vývoje spolupráce mezi učiteli a AI:

� učitelé jako pasivńı př́ıjemci,

� učitelé jako aktivńı uživatelé AI,

� učitelé jako konstruktivńı partneři.

Generativńı umělá inteligence však neńı bez problémů – nedokáže porozumět některým
matematickým témat̊um (např́ıklad geometrii) a může poskytovat nesprávná nebo neúplná
řešeńı matematických problémů (Rane, 2023; Wardat et al., 2023). Pro zvýšeńı přesnosti
a spolehlivosti je nezbytné poskytnout nástroj̊um umělé inteligence konkrétńı kontext
a oblast znalost́ı. S t́ım souviśı i přesné zadáńı problémů, dobře definované vstupńı údaje
a porovnáńı poskytnutých výsledk̊u s jinými zdroji (Wardat et al., 2023).

Učitelé si také muśı být vědomi etických otázek, jako je ochrana osobńıch údaj̊u, duševńı
vlastnictv́ı, otázky odpovědnosti a etické d̊usledky rozhodovaćıch proces̊u založených na
AI (Rane, 2023; Wardat et al., 2023).

3 Praktická část př́ıspěvku

Praktická část př́ıspěvku se zaměřuje na ukázku realizovaných výukových jednotek v jed-
notlivých tematických okruźıch vzdělávaćı oblasti Matematika a jej́ı aplikace. Nab́ıźı učiteli
konkrétńı př́ıklady využit́ı nástroj̊u umělé inteligence ve výuce a zároveň poskytuje přehled
jejich didaktického př́ınosu. Současně zaznamenává činnosti žák̊u během realizace výuky
a navrhuje možnosti rozš́ı̌reńı o doplňkové aktivity vhodné k danému tématu.

Materiál je zpracován v souladu s tematickými okruhy stanovenými RVP ZV a konci-
pován tak, aby jej bylo možné využ́ıt ve všech ročńıćıch základńı školy. Součást́ı praktické
části je rovněž zaznamenaná zpětná vazba žák̊u na výuku obohacenou o digitálńı technologie
a prvky umělé inteligence.

3.1 Tvorba kv́ızu v prostřed́ı Wayground – Dělitelnost

Ćılová skupina: žáci 6. ročńıku základńı školy
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Tematický okruh: Č́ıslo a proměnná
Očekávaný výstup žáka: M-9-1-03 žák modeluje a řeš́ı situace s využit́ım dělitelnosti
v oboru přirozených č́ısel (RVP ZV, 2023).
Tvorba kv́ızu a jeho řešeńı s využit́ım digitálńıch zař́ızeńı

Žáci řeš́ı interaktivńı kv́ız vytvořený v prostřed́ı Wayground (dř́ıve Quizizz). Jedná
se o komplexńı digitálńı vzdělávaćı platformu, která umožňuje tvorbu zábavných kv́ız̊u,
interaktivńıch lekćı, domáćıch úkol̊u, projekt̊u a podporuje spolupráci žák̊u i učitel̊u.

Učitel může využ́ıt umělou inteligenci pro rychlou tvorbu návrhu kv́ızových otázek.
Ty následně koriguje podle vzdělávaćıch ćıl̊u, doplňuje vysvětleńı a př́ıpadně modifikuje
obt́ıžnost. Poté promı́tne př́ıstupové údaje ke kv́ızu žák̊um (např. QR kód, PIN), kteř́ı se
do prostřed́ı přihláśı pomoćı tablet̊u nebo poč́ıtač̊u.

Žáci pracuj́ı bud’ individuálně, což rozv́ıj́ı jejich samostatnost a odpovědnost, nebo ve
skupinách, kde se uč́ı komunikaci a spolupráci při řešeńı úloh. Kv́ız okamžitě poskytuje
zpětnou vazbu o správnosti odpověd́ı, což podporuje sebereflexi žák̊u. Učitel má zároveň
okamžitý přehled o práci celé tř́ıdy i jednotlivc̊u a může podle výsledk̊u přizp̊usobit daľśı
výuku.

Obrázek 2: Prostřed́ı zadáńı kv́ızu žák̊um (Quizizz Inc. (DBA Wayground), 2025)

Rozšǐruj́ıćı a motivačńı aktivity:

� Brainstorming: Žáci se aktivně zapojuj́ı do př́ıpravy kv́ızu – ve skupinách navrhuj́ı
otázky, které mohou být následně zapracovány do finálńı podoby. T́ım rozv́ıjej́ı své
porozuměńı pojmům a přemýšĺı nad zadáńım z pohledu tv̊urce.

� Domáćı úkol nebo opakováńı: Kv́ız lze nastavit jako domáćı úkol, který žáci plńı
mimo vyučováńı. Mohou jej opakovat v́ıcekrát a sledovat sv̊uj pokrok.

� Tiskový výstup: Učitel může vytvořit tiskovou verzi kv́ızu ve formátu PDF a vložit
ji do školńıho informačńıho systému jako doplňkový materiál k procvičeńı.

Žáci by měli být vedeni k:

� odpovědnému použ́ıváńı digitálńıch nástroj̊u při řešeńı úloh,

� efektivńı práci s digitálńım prostřed́ım (přihlášeńı, orientace, komunikace),

� analýze a hodnoceńı výsledk̊u – nejen znát správnou odpověd’, ale i rozumět postupu,
který k ńı vede.
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3.2 Chatbot ChatGPT jako motivačńı prvek – Procenta

Ćılová skupina: žáci 7. ročńıku základńı školy

Tematický okruh: Č́ıslo a proměnná

Očekávaný výstup žáka: M-9-1-06 – žák řeš́ı aplikačńı úlohy na procenta (i pro př́ıpad, že
procentová část je větš́ı než celek) (RVP ZV, 2023).

Tvorba úloh ve formě komiksu

Žáci řeš́ı aplikačńı úlohy zaměřené na výpočet procentové části. Tradičńı zadáńı slovńıch
úloh lze obohatit o komiksovou formu, která umožňuje lépe modelovat reálné situace
vizuálně.

Při zadáváńı prompt̊u pro generováńı obrázk̊u je kĺıčové jejich přesné a promyšlené
formulováńı od učitele. Motivačně lze žáky zapojit formou brainstormingu – žáci navrhuj́ı
př́ıklady a učitel z nich vytvář́ı prompty.

Při generováńı obrázk̊u s využit́ım umělé inteligence by měl učitel použ́ıvat chatbot
dostupný ve škole (např. Microsoft 365 nebo Google Workspace).

Žáci by měli být vedeni k:

� odpovědnému použ́ıváńı nástroj̊u,

� efektivńımu zadáváńı prompt̊u,

� kritickému hodnoceńı výstup̊u a jejich souladu s realitou.

Rozš́ı̌reńı aktivity pro samostatnou práci žák̊u:

� Žáci mohou pracovat ve skupinách bud’ v poč́ıtačové učebně, nebo s využit́ım tablet̊u
př́ımo ve tř́ıdě.

� Společně vytvářej́ı zadáńı ve formě komiksu, které slouž́ı k procvičováńı učiva
o procentech (výpočet základu, procentové části, počtu procent).

� Vytvořené úlohy lze uložit na společné úložǐstě, č́ımž vznikne rozsáhlá sada pro-
cvičovaćıch materiál̊u využitelná pro daľśı výuku nebo domáćı př́ıpravu.

Ukázkový prompt

Prompt: Vytvoř retro styl obrázkový komiks (inspirovaný 50.–60. lety) složený ze 4
panel̊u, který bude srozumitelný pro žáky 7. ročńıku základńı školy při výuce procent. Panel
1: Maminka doma rozbaluje vánočńı dárek – obálku s 3000 Kč (3 bankovky po 1000 Kč).
Panel 2: V lednu maminka stoj́ı v obchodě před regálem s kabelkami, jej́ı vysněná kabelka
stoj́ı 3800 Kč. Panel 3: Na výloze obchodu sv́ıt́ı velký nápis

”
Sleva 23 %“. Panel 4: Maminka

stoj́ı s kabelkou v ruce a zamyšleně přemýšĺı, jestli má dost peněz, s textovou bublinou

”
Můžu si kabelku koupit?“. Výstup z uvedeného promptu je na obrázku 3 s využit́ım
jazykového modelu ChatGPT.
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Obrázek 3: Komiks ve formě úlohy na procenta (OpenAI, 2025)

3.3 Využit́ı umělé inteligence jako motivačńıho prvku – Kruh
a kružnice

Ćılová skupina: žáci 8. ročńıku základńı školy

Tematický okruh: Geometrie v rovině a prostoru.

Očekávaný výstup žáka: M-9-3-04 – žák odhaduje a vypoč́ıtá obsah a obvod základńıch
rovinných útvar̊u (RVP ZV, 2023).

Seznámeńı s pojmem Ludolfovo č́ıslo (π)

V úvodńı fázi výuky se učitel zaměřuje na vysvětleńı pojmu Ludolfovo č́ıslo (π), které
představuje kĺıčový matematický koncept pro výpočty obvod̊u a obsah̊u kruhu a kružnice.

Vedle tradičńıho výkladu, který je vhodné doplnit o historické souvislosti vzniku
a vývoje tohoto č́ısla, lze pro podporu zapamatováńı využ́ıt také mnemotechnickou
pomůcku:

”
Ĺın a kapr u hráze prohĺıdli si rybáře, udici měl novou, jikrnáči neuplavou.“

Každé slovo této věty odpov́ıdá počtu č́ıslic π za desetinnou čárkou, což usnadňuje
zapamatováńı a podporuje porozuměńı významu Ludolfova č́ısla v matematickém kontextu.

Propojeńı matematiky a hudby – aplikace SUNO

Využit́ı aplikace SUNO představuje inovativńı motivačńı prvek při zaváděńı pojmu
Ludolfova č́ısla do výuky.

SUNO využ́ıvá umělou inteligenci k automatickému generováńı hudby z textového
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zadáńı a dokáže vytvořit kompletńı hudebńı skladbu se strukturou typickou pro běžné
ṕısně – včetně slok, refrén̊u i instrumentálńıch pasáž́ı (SUNO, 2025). Uživatel zadá pouze
textový pokyn či preferovaný hudebńı styl a aplikace během několika sekund vygeneruje
výslednou skladbu. Tento kreativńı př́ıstup:

� propojuje matematický obsah s hudebńı složkou,

� podporuje mezipředmětové vztahy,

� zvyšuje zájem žák̊u o prob́ırané učivo,

� vede k aktivńımu zapojeńı do vzdělávaćıho procesu.

Výstup demonstruje obrázek 4. Ṕıseň je k dispozici ke poslechu zde: https://suno.com/
s/2LwlLGmF5MsJ74wu

Obrázek 4: Text ṕısně vytvořené pomoćı aplikace SUNO. (SUNO, 2025)

Tip pro učitele – vizualizace πs pomoćı digitálńıch nástroj̊u

Při výuce matematiky může učitel žák̊um názorně ukázat hodnotu Ludolfova č́ısla
(π) na libovolný počet desetinných mı́st s využit́ım digitálńıch technologíı. Doporučeným
nástrojem je Wolfram Alpha, který umožňuje zadat př́ıkaz k výpočtu a zobrazeńı π
s požadovanou přesnost́ı. Tato aktivita je nejen zaj́ımavým zpestřeńım hodiny, ale také
př́ıležitost́ı k diskusi o nekonečnosti a iracionalitě Ludolfova č́ısla. Zároveň podporuje
využit́ı digitálńıch nástroj̊u při výuce matematiky.

https://suno.com/s/2LwlLGmF5MsJ74wu 
https://suno.com/s/2LwlLGmF5MsJ74wu 
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Obrázek 5: Ukázka zadáńı vstupu a zobrazeńı č́ısla π na 10 000 desetinných mı́st (Wolfra-
mAlpha, 2025)

3.4 Srovnávaćı úlohy, žák versus AI – Soustavy lineárńıch rovnic

Ćılová skupina: žáci 9. ročńıku základńı školy
Tematický okruh: Č́ıslo a proměnná
Očekávaný výstup žáka: M-9-1-08 formuluje a řeš́ı reálnou situaci pomoćı rovnic a jejich
soustav (RVP ZV, 2023).
Od výpočtu k pochopeńı řešeńı soustav rovnic s podporou AI

Žák samostatně vyřeš́ı zadanou soustavu lineárńıch rovnic a následně své řešeńı porovná
s řešeńım źıskaným pomoćı umělé inteligence AI. Aktivita vede žáka k uvědoměńı si, že
řešeńı matematického problému muśı prob́ıhat krok za krokem, muśı být logické, smysluplné
a srozumitelné, nikoli jen formálně správné.

Učitel motivuje žáky k řešeńı matematického problému a jeho ověřeńı prostřednictv́ım
AI. Ćılem neńı pouze źıskáńı správného výsledku, ale předevš́ım pochopeńı postupu řešeńı,
rozvoj kritického myšleńı a schopnosti efektivně pracovat s digitálńımi nástroji.

Žák zaṕı̌se postup svého výpočtu a zvoĺı vhodnou metodu řešeńı soustavy lineárńıch
rovnic (např. sč́ıtaćı, dosazovaćı nebo porovnávaćı). Poté stejnou úlohu zadá jazykovému
modelu, který má škola k dispozici (např. ChatGPT, Microsoft 365 Copilot nebo Google
Gemini). Obě řešeńı následně porovná a analyzuje pomoćı připravené tabulky.
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Kritérium Moje řešeńı Řešeńı AI Komentář

Výsledek

Použitá metoda

Krok za krokem

Jasnost vysvětleńı

Přesnost / chyby

Co jsem udělal jinak?

Co jsem se naučil?

Tabulka 1: Pracovńı tabulka žák̊u pro srovnáváńı řešeńı (zdroj vlastńı)

Žáci si nejen procvič́ı řešeńı soustav rovnic, ale hlavně pochoṕı smysl jednotlivých
krok̊u a nauč́ı se kriticky hodnotit řešeńı – což je kĺıčová kompetence pro matematiku
i práci s AI.

Rozšǐruj́ıćı a motivačńı aktivity:

� Vizualizace řešeńı: Žáci využij́ı dynamický software GeoGebra ke grafickému znázorněńı
soustavy rovnic a ověřeńı správnosti řešeńı.

� Propojeńı s prax́ı: Formuluj́ı reálnou situaci pomoćı soustavy rovnic a ověř́ı ji graficky
v GeoGebra.

� Domáćı úkol: Vytvoř́ı a zobraźı vlastńı soustavu rovnic v GeoGebra jako domáćı
úkol.

Obrázek 6: Grafické řešeńı soustavy lineárńıch rovnic (GeoGebra, 2025)

3.5 Realizace výuky v praxi

Výuka byla realizována v každém ročńıku jedné základńı školy. Počty žák̊u, kteř́ı se výuky
účastnili demonstruje tabulka. Žáci měli zadané materiály připravené na cloudovém úložǐsti.
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Pro vlastńı práci s digitálńım zař́ızeńım měli při hodině k dispozici iPady. Učitel sledoval
práci žák̊u a radil jim při řešeńı d́ılč́ıch úkol̊u.

Tř́ıda Téma Počet žák̊u

6. ročńık Dělitelnost 25

7. ročńık Procenta 23

8. ročńık Kruh a kružnice 25

9. ročńık Soustavy lineárńıch rovnic 27

Tabulka 2: Počty žák̊u v jednotlivých ročńıćıch (zdroj vlastńı)

Hodnoceńı činnosti žáka, zpětná vazba
Výuka propojuj́ıćı matematiku s umělou inteligenćı byla žáky přijata pozitivně. Většina

z nich např́ıč ročńıky oceňovala předevš́ım netradičńı a interaktivńı formy práce, které
výuku zpestřily a přinesly do ńı nové podněty. Velký zájem vzbudila také samotná možnost
pracovat s umělou inteligenćı. Motivačńı prvky, jako např́ıklad generováńı hudby k π
pomoćı aplikace SUNO nebo tvorba komiks̊u s využit́ım ChatGPT, přinesly do výuky
kreativitu a prvek objevováńı, č́ımž zvýšily zájem a aktivitu žák̊u o prob́ırané učivo.
Využit́ı digitálńıch zař́ızeńı pro odpov́ıdáńı v kv́ızu zaměřeném na učivo o dělitelnosti pak
zefektivnilo a zatraktivnilo fixačńı část výuky.

Žáci ocenili předevš́ım možnost učinit výuku zaj́ımavěǰśı a pestřeǰśı. Při práci s di-
gitálńımi technologiemi přistupovali většinou zodpovědně a aktivně se zapojovali do plněńı
jednotlivých úkol̊u. V 9. ročńıku byli schopni samostatně využ́ıvat chatbot Microsoft 365
Copilot, poskytovat zpětnou vazbu k jednotlivým činnostem a doplňovat ji do připravené
tabulky.

Aktivńı práce s digitálńımi nástroji v kombinaci s reálnými úlohami pomohla žák̊um
lépe porozumět praktickému významu matematiky. V následuj́ıćı hodině matematiky byl
se žáky veden nestrukturovaný rozhovor, během kterého sd́ıleli své dojmy a postřehy.
K jednotlivým aktivitám byly zaznamenány jejich odpovědi, které dokládaj́ı pozitivńı
přijet́ı tohoto př́ıstupu.
Kruh a kružnice

”
Nikdy bych neřekl, že se dá č́ıslo π vysvětlit i pomoćı ṕısničky. Bylo to zaj́ımavé,

pamatuji si ho na v́ıce mı́st.“

”
Mně se ĺıbilo, že jsme si k matematice vytvořili hudbu, která nám pomohla zapamatovat

si č́ıslo. Bylo to jiné, k matice ṕısničky jsem ještě nezažila. Vzpomněla jsem si na Dádu,
která měla vyjmenovaná slova“

”
Překvapilo mě, že AI dokáže vytvořit hudbu podle pár slov. Super.“

Procenta

”
Vymýšleńı prompt̊u bylo těžš́ı, než jsem čekal. Museli jsme přesně popsat, co chceme,

jinak výsledek nebyl podle představ.“

”
Ĺıbilo se mi, že jsme si úlohy vytvořili sami a mohli jsme je udělat vtipně nebo

zaj́ımavě.“

”
Bylo super vidět, jak AI nakresĺı přesně to, co naṕı̌seme. Ale někdy to udělalo něco

jiného, a tak jsme museli upravit zadáńı.“
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”
Zaujalo mi, jak jste nám ř́ıkala o velké spotřebě energie na obrázky.“

Dělitelnost

”
Kv́ız byl pěkný a hned jsem viděl, kde jsem udělal chybu.“

”
Ĺıbilo se mi, že jsme zábavně se učili. Bylo to mnohem lepš́ı než psát test do sešitu.“

Soustavy lineárńıch rovnic

”
Jsem rád, že jsem viděl, že AI občas udělala chybu. Nemůže věřit všemu co naṕı̌se

AI.“

”
Dı́ky porovnáńı jsem pochopil, kde jsem se ve výpočtu spletl. Bylo to jako mı́t chytrého

kámoše.“

”
Zjistil jsem, že AI umı́ úlohy vyřešit r̊uznými zp̊usoby. Někdy byl správný, někdy

dobrý.“

”
Ĺıbilo se mi hodnotit svoje řešeńı. Nutilo mě to přemýšlet nad t́ım, proč to tak

poč́ıtám.“

4 Rizika využit́ı AI při výuce matematiky

Integrace umělé inteligence do vzděláváńı na základńıch školách přináš́ı řadu př́ınos̊u,
avšak zároveň i určitá rizika, která je nutné pečlivě zvažovat a preventivně řešit.

Jedńım z významných rizik je nadměrná závislost žák̊u na AI, kdy si mohou zvyknout
spoléhat na automatizované odpovědi a t́ım postupně ztrácet schopnost samostatně
přemýšlet a řešit problémy. Tento př́ıstup může negativně ovlivnit rozvoj kritického
a logického myšleńı a vést k povrchńımu porozuměńı učivu.

Daľśım rizikem je nesprávnost nebo zkresleńı informaćı generovaných umělou inteli-
genćı. Pokud žáci nekontroluj́ı jejich správnost a pravdivost, mohou si vytvářet chybné
představy a nesprávně chápat učivo. S t́ım souviśı také ńızká úroveň digitálńı gramotnosti
a bezpečnosti, kdy žáci často nerozumı́ tomu, jak technologie funguj́ı, jaká data sd́ılej́ı
a jak je chránit.
Rizika spojená s konkrétńımi aktivitami

Aktivita 1 – Kv́ız: Žáci mohou bez hlubš́ıho přemýšleńı pouze mechanicky vyb́ırat
odpovědi, aniž by se zamýšleli nad jejich správnost́ı. T́ım se snižuje efektivita procvičováńı
a oslabuje rozvoj logického myšleńı.

Aktivita 2 – Komiks: Výsledkem může být chybný nebo nejasný výstup, z něhož neńı
možné zpětně vyč́ıst vstupńı údaje. To ilustruje např́ıklad obrázek 4, kde lze diskutovat
o nominálńı hodnotě bankovek. Nav́ıc je tvorba obrázk̊u časově náročná, což může omezit
využit́ı aktivity v běžné výuce.

Aktivita 3 – Ṕıseň: Existuje riziko generováńı nevhodného textu. Samotná znalost
č́ısla π zde nav́ıc neńı ćılem výuky – d̊uležitěǰśı je, aby žáci dokázali konstantu aplikovat
v praktických úlohách.

Aktivita 4 – Soustava rovnic: Žáci mohou mı́t tendenci bezvýhradně d̊uvěřovat
výstup̊um AI, aniž by je porovnávali se svým vlastńım řešeńım. Tı́m se snižuje jejich
motivace k ověřováńı správnosti výsledk̊u a k reflexi vlastńıho postupu.

Tato rizika je vhodné otevřeně komunikovat se žáky, systematicky je vést ke kritickému
myšleńı a učit je ověřovat a reflektovat výstupy generované umělou inteligenćı. Pouze tak
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lze zajistit, že AI bude ve výuce efektivńım a bezpečným nástrojem pro rozvoj dovednost́ı
žák̊u.

5 Závěr

Současně se ukazuje, že úspěšné využit́ı umělé inteligence ve výuce vyžaduje promyšlený
didaktický př́ıstup, který bere v úvahu jak vzdělávaćı ćıle, tak i potenciálńı rizika. Kĺıčovou
roli zde hraje učitel – jako pr̊uvodce, facilitátor a kritik výstup̊u AI – který žáky vede
k reflexi, ověřováńı správnosti informaćı a zodpovědnému využ́ıváńı digitálńıch nástroj̊u.

Z provedené analýzy vyplývá, že umělá inteligence by měla být ve vzdělávaćım
procesu chápána nikoliv jako náhrada tradičńı výuky, ale jako podp̊urný nástroj, jenž
rozšǐruje možnosti učeńı a umožňuje individualizovat výuku podle potřeb žák̊u. Pokud
je AI využ́ıvána promyšleně, může významně přispět nejen k hlubš́ımu porozuměńı
matematickému učivu, ale i k rozvoji kĺıčových kompetenćı potřebných pro život a profesńı
uplatněńı ve 21. stolet́ı.
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Katedra matematiky, fyziky a technické
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KDYŽ CHATBOTI VYSVĚTLUJÍ GEOMETRII:

DEFINICE, JAZYK, CHYBY A DIDAKTICKÉ
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Abstrakt: Generativńı jazykové modely (LLM) vstupuj́ı do matematiky zp̊usobem, který
zásadně proměňuje roli jazyka, pojmové struktury i didaktického kontraktu. V geometrii
– oboru, kde jsou definice, klasifikace a jazykové nuance nositeli kĺıčového významu –
p̊usob́ı jejich odpovědi obzvlášt’ problematicky. V tomto článku představujeme syntézu
dvou výzkumů, které se zaměřily na interakce mezi LLM a elementárńı geometríı v českém
prostřed́ı: (1) př́ıpadového zkoumáńı otázky

”
Je čtverec obdélńık?“, v němž jsme u sedmi

model̊u testovali čtyři varianty dotazu v češtině a angličtině, a (2) rozsáhlé analýzy
480 odpověd́ı šesti LLM na 40 geometrických úloh ve dvou jazyćıch. Výsledky ukazuj́ı,
že jazykové modely systematicky uplatňuj́ı angloamerické inkluzivńı definice, zaměňuj́ı
bĺızké pojmy, vykazuj́ı prototypové zkresleńı a v češtině produkuj́ı signifikantně v́ıce chyb
než v angličtině. Tyto jevy interpretujeme skrze teorii didaktického kontraktu, jazykové
diversity v matematice, van Hieleho model a Fischbein̊uv koncept. Diskutujeme dopady
na práci učitele, na žákovské porozuměńı a na zp̊usob, jakým může být AI produktivně
integrována do výuky matematiky.

When Chatbots Explain Geometry: Definitions, Language,
Errors, and Pedagogical Implications

Abstract: Large language models (LLMs) are entering the field of mathematics in a way
that fundamentally transforms the role of language, conceptual structures, and the didactic
contract. In geometry—a field where definitions, classifications, and linguistic nuances
carry crucial significance—their responses pose particular challenges. In this article, we
present a synthesis of two studies that focused on the interactions between LLMs and
elementary geometry in the Czech context: (1) a case study of the question “Is a square
a rectangle?”, in which we tested four variants of the query in Czech and English across
seven models, and (2) an extensive analysis of 480 responses from six LLMs to 40 geometric
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tasks in two languages. The results show that language models systematically apply Anglo-
American inclusive definitions, confuse closely related concepts, exhibit prototypical bias,
and produce significantly more errors in Czech than in English. We interpret these
phenomena through the theory of the didactic contract, linguistic diversity in mathematics,
van Hiele’s model, and Fischbein’s concept. We discuss the implications for teachers’ work,
students’ understanding, and the ways in which AI can be productively integrated into
mathematics instruction.

Článek je publikován v časopise South Bohemia Mathematical Letters, Vol. 33 (2025), No. 1
Dostupné z: https://home.pf.jcu.cz/∼sbml
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HRAVÁ MATEMATIKA S POČÍTAČEM: VÝVOJ

A REALIZACE KROUŽKU PRO DĚTI
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Volný2

1Katedra matematiky a deskriptivńı geometrie, FS, VŠB-TUO, 2Katedra
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Abstrakt: Př́ıspěvek prezentuje zkušenosti s př́ıpravou a realizaćı volnočasového kroužku

”
Hravá matematika s poč́ıtačem“, který prob́ıhá v rámci Junior univerzity na VŠB–TUO.
Kroužek je zaměřen na rozvoj matematické a geometrické gramotnosti, logického myšleńı
a prostorové představivosti dět́ı prostřednictv́ım softwaru GeoGebra. Zaměř́ıme se na
vývoj jeho koncepce v pr̊uběhu obdob́ı 2021-2025 a představ́ıme dynamické ukázky aktivit
i výstupy student̊u.

Kĺıčová slova: GeoGebra, matematika, Junior univerzita, technologie ve vzděláváńı

Playful Mathematics with Computers: Development and
Implementation of a Program for Children

Abstract: The article presents experiences with the preparation and implementation of
the program ”Playful Mathematics with Computers”, which takes place within the Junior
University at VŠB–TUO. The program is focused on the development of mathematical
and geometric literacy using the GeoGebra software. We will focus on the development of
its concept during the period 2021-2025 and present dynamic examples of activities and
children’s outputs.

Key words: GeoGebra, interactive learning, mathematics, Junior University

Úvod

Od roku 2012 naplňuje již zavedená značka Zlepši si techniku tzv. třet́ı roli univer-
zity a to propojeńı akademického prostřed́ı se základńımi a středńımi školami, firmami
a širokou veřejnost́ı. Smyslem a ćılem tohoto projektu je dlouhodobě podporovat zájem
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Obrázek 1: Zlepši si techniku

dět́ı a mládeže o technické a př́ırodovědné obory prostřednictv́ım atraktivńıch vzdělávaćıch
aktivit, workshop̊u, soutěž́ı a tematických kroužk̊u.

Jedná se o funkčńı systém založený na spolupráci mezi univerzitou a školami, buduje śıt’

lektor̊u a mentor̊u z řad akademických pracovńık̊u a nab́ıźı široké spektrum vzdělávaćıch,
rozvojových a motivačńıch programů pro žáky, studenty i pedagogy. V současnosti je
v nab́ıdce v́ıce než 200 r̊uzných programů — od exkurźı, přednášek a workshop̊u až po
projektové dny a

”
tř́ıdy vynálezc̊u“.

Do systému je zapojeno přibližně 271 škol, přes 1 000 registrovaných pedagog̊u a na
aktivitách se každoročně pod́ıĺı v́ıce než 250 lektor̊u. Každý rok se uskutečńı kolem 250
akćı, kterých se zúčastńı přibližně 6 000 žák̊u základńıch a středńıch škol.

Obrázek 2: Zlepši si techniku - workshop pro děti

Zkušenosti a ohlasy škol potvrzuj́ı, že propojeńı výuky s reálným prostřed́ım univerzity
přináš́ı nové impulzy do výuky a motivuje žáky k hlubš́ımu zájmu o techniku a př́ırodńı
vědy.

1 Junior univerzita na VŠB–TUO

Potřeba př́ımé komunikace se žáky také ve volném čase vedla od roku 2019 k př́ıpravě
nového formátu Junior univerzita rozšǐruj́ıćı nab́ıdku v systému Zlepši si techniku. S t́ım
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souvisela i tvorba nového webového prostřed́ı. Zájemci (6-19 let) maj́ı možnost se registrovat
kdykoliv v pr̊uběhu roku a následně si sami z aktuálńı nab́ıdky vybrat, do které aktivity
se zapoj́ı. Studovat lze i několik let za sebou.

Obrázek 3: Zlepši si techniku - Junior univerzita

Pro větš́ı motivaci k absolvováńı aktivit a k pokračováńı ve studiu byl navržen systém
hodnoceńı a odměn. Žáci za absolvováńı jednotlivých aktivit źıskávaj́ı na sv̊uj osobńı účet
body, odznaky či diplomy, které vedou k źıskáńı titul̊u. Od spuštěńı pilotńıho ročńıku
v ř́ıjnu 2021 se do Junior univerzity registrovalo přes 2 000 žák̊u a v nab́ıdce je již v́ıce než
130 programů.

Obrázek 4: Junior univerzita - systém odměn

Prvńı slavnostńı promoce se uskutečnila v červnu 2022 a dosud se může pochlubit 287

”
promovanými“ absolventy.

Vı́ce informaćı je dostupných na webu: https://www.zlepsisitechniku.vsb.cz/junior-
univerzita.

https://www.zlepsisitechniku.vsb.cz/junior-univerzita
https://www.zlepsisitechniku.vsb.cz/junior-univerzita
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Obrázek 5: Junior univerzita - kroužek

Obrázek 6: Junior univerzita - prvńı promoce

2 GeoGebra Institut Ostrava

V roce 2016 byl na VŠB–TUO založen GeoGebra Institut Ostrava, v současné době jej tvoř́ı
šest člen̊u nejen z řad Katedry matematiky na Fakultě stavebńı a z Katedry matematiky
a deskriptivńı geometrie na Fakultě strojńı. Jednou z našich hlavńıch aktivit a ćıl̊u je
podpořit zájem žák̊u středńıch a základńıch škol o studium technických obor̊u na vysokých
školách a propagace naš́ı školy. Z těchto d̊uvod̊u se již od začátku vzniku institutu aktivně
pod́ıĺıme na realizaci popularizačńıch a propagačńıch akćı. Hlavńı činnost́ı je tedy také
organizace workshop̊u pro žáky i učitele, které již od začátku vzniku institutu nab́ıźıme
v rámci systému Zlepši si techniku. O workshopy je velký zájem, každý rok proběhne
realizace cca 12 akćı.

Dı́ky źıskaným zkušenostem z realizovaných akćı pro školy a spoustě kladných ohlas̊u
jsme se rozhodli nab́ıdnout aktivity v podobě kroužk̊u také pro formát Junior Univerzity.

Do nab́ıdky programů Junior univerzity byl navržen kroužek p̊uvodně nazvaný
”
Hry

s GeoGebrou“, který byl realizován od samotného začátku. Pilotńı běh proběhl v listopadu
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Obrázek 7: Workshop pro učitele

Obrázek 8: Workshop pro žáky gymnázia

2021. Věková skupina účastńık̊u se postupně ustálila na 8–14 letech, jelikož starš́ı žáci
o program nejevili větš́ı zájem. Od ř́ıjna 2022 byl kroužek rozdělen podle zkušenost́ı
s programem GeoGebra na dva, a to

� Hry s GeoGebrou I – vedli Jana Volná a Petr Volný,

� Hry s GeoGebrou II – vedly Zuzana Morávková a Petra Schreiberová.

Výuka prob́ıhala jednou za 14 dńı, jeden cyklus zahrnoval 6 hodinových lekćı. Jelikož
někteř́ı rodiče a děti neznali program GeoGebra, tak jsme od roku 2024 upravili název na

”
Hravá matematika s poč́ıtačem“. Ve stejném roce došlo ještě k daľśı velké změně a to
z d̊uvodu ukončeńı projektu, kroužek se stal placeným. Na jaře 2025 byl do nab́ıdky přidán
navazuj́ıćı kurz pro pokročileǰśı žáky, který zahrnoval 8 lekćı a reagoval na rostoućı zájem
i poptávku rodič̊u.
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Obrázek 9: Zpětná vazba - ZŠ DaE Zátopkovy

Obrázek 10: Zpětná vazba - ZŠ Ludgeřovice

Dosud bylo realizováno 13 cykl̊u pro 118 žák̊u, z nichž 104 kroužek úspěšně absolvovalo.
Účastńıci i rodiče hodnot́ı kroužek velmi pozitivně. V ohlasech se objevuj́ı mimo jiné
výroky typu:

�

”
Moc se ĺıbilo, pan učitel byl moc hodný.“

�

”
Těš́ım se na daľśı pololet́ı; syn byl nadšený, rád by v GeoGebře pokračoval.“

�

”
Zlepšila se představivost i práce na PC.“

Program tak potvrzuje sv̊uj př́ınos nejen pro rozvoj matematických dovednost́ı, ale
i pro podporu logického myšleńı, představivosti a práce s moderńımi technologiemi.
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Obrázek 11: Kroužek

Obrázek 12: Shrnut́ı vývoje a realizace kroužk̊u pro JUni

3 Hravá matematika s poč́ıtačem I

Kurz Junior univerzity pod názvem
”
Hravá matematika s poč́ıtačem I“ je určen pro

děti ve věku 8-11 let. Skládá se ze šesti hodinových lekćı, které jsou realizovány během
šesti po sobě jdoućıch týdn̊u, vždy každou středu od 15:45 v poč́ıtačové učebně Ústředńı
knihovny VŠB - Technické univerzity Ostrava.

Jednotlivé lekce a styl vedeńı kurzu je přizp̊usoben tomu, že děti v tomto věku nemaj́ı
žádné větš́ı zkušenosti s praćı na poč́ıtači typu PC, a tedy se postupně v lekćıch seznamuj́ı
nejenom s programem GeoGebra, ale také s praćı na klávesnici, s ukládáńım dat na cloudu,
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také se nauč́ı, jak k uloženým dat̊um přistupovat.

Celý kurz je koncipován pro maximálně deset dět́ı, což je podle nás ideálńı počet pro
dva lektory, kteř́ı kurz vedou a mohou se tak dětem věnovat individuálně. Je zaj́ımavé,
kolik udělá jeden rok ve věkovém rozd́ılu mezi dětmi, a přitom to neńı tak, že starš́ı d́ıtě je
nutně šikovněǰśı. Nicméně poč́ıtáme s t́ım, že bude nutné předevš́ım s nejmladš́ımi dětmi
pracovat individuálně a výrazně jim také pomáhat.

Pojd’me se nyńı podrobněji pod́ıvat na obsah jednotlivých lekćı. K textu přikládáme
ukázky, které vytvořily děti.

Prvńı hodina je zamýšlena jako úvod do programu GeoGebra. Děti se pod́ıvaj́ı na
to, jak GeoGebra vypadá, jak se ovládá. Nauč́ı se do GeoGebry přihlásit a svoji práci si
pr̊uběžně ukládat na cloud. K tomu, co děti vytvořily, maj́ı př́ıstup i z domu a mohou
ukázat rodič̊um nebo sourozenc̊um, co se jim v GeoGebře podařilo vytvořit. Děti si také
mohou doma svou rozdělanou práci dokončit, upravit anebo vylepšit. My ovšem dbáme na
to, aby všechny děti měly možnost stihnout to, co se na jednotlivých lekćıch tvoř́ı.

Na prvńı lekci se děti seznámı́ se základńımi nástroji GeoGebry, bod, př́ımka, mnoho-
úhelńık, kružnice, a ukážeme si, jak měnit vizuálńı styl jednotlivých objekt̊u. Snaž́ıme se
také, pokud se to časově st́ıhá, zařadit ukázku použit́ı jednoduchých animaćı a dynamických
barev. Motivaćı je představit si nějaký objekt, pomoćı bod̊u načrtnout jeho obrys a body
pak spojit úsečkami a vytvořit mnohoúhelńık. Dětem vše ukazujeme na siluetě hlavy kočky,
která se na nás zepředu d́ıvá. Některé děti použij́ı stejný motiv, ale většinou si vyberou
vlastńı téma.

Obrázek 13: Ukázka z prvńı lekce

Na prvńı lekci se projevila u některých dět́ı zjevná nezkušenost s praćı s myš́ı. Byl
problém se někdy trefit na to správné mı́sto. Daľśım problémem bylo přihlašováńı dět́ı na
internetové konto, které jsme zř́ıdili pro ukládáńı dat. Od daľśı hodiny jsme jednotlivé
poč́ıtače přihlašovali sami před začátkem kurzu, abychom ušetřili čas a mohli se tak věnovat
vlastńı práci s GeoGebrou.
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Obrázek 14: Práce dět́ı v poč́ıtačové učebně

Na základě toho, co se děti naučily v prvńı lekci, jsme si vytvořili dynamický applet

”
Vycházej́ıćı sluńıčko“.

Obrázek 15: Vycházej́ıćı sluńıčko

Posuvńıkem je ř́ızen pohyb sluńıčka po kruhovém oblouku. Mořské vlny jsou vytvořeny
prostřednictv́ım matematické funkce sinus. Pro vybarveńı použ́ıváme nerovnosti. Na
základě polohy středu sluńıčka je naprogramována dynamická barva pozad́ı ve stupńıch
šedi. To se udělá tak, že všechny barevné složky RGB maj́ı nastavenou stejnou hodnotu.
Při maximálńım výstupu sluńıčka (poledne, den) je pozad́ı b́ılé. Při maximálńım sestupu,
kdy sluńıčko zmiźı za mořskou hladinou (noc) se pozad́ı zabarv́ı do černa.

Na daľśım obrázku je ukázka varianty, kdy s dětmi vyráb́ıme
”
Létaj́ıćı balónek“.

Použ́ıváme podobné kroky jako u sluńıčka. Balónek se pohybuje po kruhovém oblouku.
Tato varianta je technicky výrazně jednodušš́ı než sluńıčko a rozhodujeme se pro ni na
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základě zpětné vazby z prvńı lekce. Děti se nav́ıc nauč́ı vkládat do GeoGebry vlastńı
obrázek.

Obrázek 16: Létaj́ıćı balónek

Náplńı třet́ı lekce jsou
”
Hrátky s logikou“. Vytvoř́ıme si hraćı kostku, pomoćı které

simulujeme hod kostkou. S dětmi postupně nastavujeme podmı́nky zobrazeńı objekt̊u pro
jednotlivá oka kostky. Na posuvńıku nastav́ıme hodnoty 1,2,3,4,5,6 a pak se dět́ı ptáme,
která oka jsou vidět, když na kostce padne 1 nebo 2, atd. Uplatńıme logické operátory
konjunkce a disjunkce a ukážeme si jak porovnávat logické hodnoty, v GeoGebře se jedná

o dva symboly rovnosti zapsané vedle sebe
”
==“. Př́ıpadně lze použ́ıt symbol

?
=. Máme-li

Obrázek 17: Hod kostkou - jednodušš́ı varianta

na to čas, snaž́ıme se také do appletu přidat tlač́ıtko
”
Hod kostkou“ s jednoduchým
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skriptem
”
NahodneMezi“, pomoćı kterého vyb́ıráme náhodné přirozené č́ıslo mezi 1 a 6 na

posuvńıku, kterým ř́ıd́ıme viditelnost jednotlivých ok kostky.
Když se hodně zadař́ı, zkouš́ıme přidat do appletu

”
Vstupńı pole“, do kterého je možné

zadat tip ohledně výsledku hodu kostkou a skript, který porovnáńım hodu a zadaného
tipu výsledku hodu zobraźı text typy

”
Trefil ses“, nebo v př́ıpadě neúspěchu

”
Házej ještě

jednou“.

Obrázek 18: Hod kostkou - pokročileǰśı varianta

Ve čtvrté lekci přejdeme do 3D a zase využ́ıváme pohyb bodu po kružnici. Děti si vytvoř́ı
jednoduchý model slunečńı soustavy. Seznámı́ se s 3D nákresnou a s možnostmi jej́ıho
formátováńı, tedy zobrazeńı vs skryt́ı souřadnicových os, zobrazeńı vs skryt́ı p̊udorysné
roviny xy. Hlavńım nástrojem je koule zadaná středem a poloměrem.

Obrázek 19: Slunečńı soustava
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Obrázek 20: Ukázka práce s dětmi v rámci čtvrté lekce

V páté lekci pokračujeme ve 3D se seznámı́me s daľśımi nástroji, válec, kužel, śıt’.
Na jaře, když se bĺıž́ı Velikonoce, uděláme si s dětmi velikonočńı kuřátko. Pro děti je asi
nejsložitěǰśı, vytvořit hřeb́ınek a zobáček kuřátka, což jsou jednoduchá geometrická tělesa,
kužely. Problém je správně ve 3D napolohovat jejich vrcholy tak, aby to hezky vypadalo.
Květina je vyrobena s pomoćı dynamických barev śıtě šestibokého jehlanu.

Obrázek 21: Kuřátko
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V zimě si s dětmi vyrob́ıme technicky jednodušš́ı variantu, a to sněhuláka s kloboučkem.
Poznamenejme, že zabarveńı p̊udorysné roviny je realizováno prostřednictv́ım vytvořeńı
nové roviny o rovnici z = 0, kterou nahrad́ıme p̊udorysnou souřadnicovou rovinu. Děti
maj́ı možnost si applet vylepšit přidáńım jehličnatých, nebo dokonce listnatých stromů.

Obrázek 22: Sněhulák

Závěrečná lekce je věnována návštěvě ciźı planety. S dětmi vyrob́ıme raketu s využit́ım
běžných geometrických těles. Přidáme cizokrajnou květinu, opět jako śıt’ šestibokého
jehlanu. Na obrázku je vidět aktivńı filtr pro anaglyfické brýle, což umožňuje simulovat
prostorový efekt. Děti od nás brýle dostanou. Povrch planety neńı rovný, ale je zvlněný.
Opět využijeme funkci sinus.

Obrázek 23: Přistáńı na ciźı planetě
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Alternativou pro raketu na ciźı planetě je květina na ciźı planetě. Stonek květiny je
část́ı šroubovice, kterou s dětmi zadáme do vstupńıho pole GeoGebry prostřednictv́ım
parametrických rovnic.

Obrázek 24: Květina na ciźı planetě

Na konci kurzu jsou pro děti připraveny drobné věcné odměny, abychom ocenili jejich
úsiĺı a motivovali je k daľśı práci. Máme od dět́ı a rodič̊u velmi pěknou zpětnou vazbu.
Stává se nám zcela běžně, že když se kurz chýĺı ke konci, rodiče i děti se zaj́ımaj́ı o po-
kračováńı kurzu. Na konci letošńıho kurzu nám jedna maminka řekla, že děti seznamujeme
s matematickými pojmy nenásilnou formou.

4 Hravá matematika s poč́ıtačem II

Obsah kroužku je tematicky zaměřen na dvě oblasti. Prvńı z nich je geometrie a druhá
programováńı. Z diskuse s žáky obvykle vyplyne, které z nich se budeme věnovat v́ıce.

Geometrie

Prvńı seznámeńı s programem GeoGebra obvykle bývá na geometrických úlohách, na
kterých žák̊um hravou formou ukazujeme základńı geometrické principy. Využ́ıváme pře-
devš́ım možnost́ı animace, která čińı úlohy nejen zábavnými, ale pomáhá jim i lépe uvedené
principy pochopit.

Jednoduché, avšak s možnost́ı mnoha variaćı, je vytvářeńı obrazc̊u. Sestroj́ıme kružnici
danou středem a poloměrem a na tuto umı́st́ıme daľśı bod B, který bude středem menš́ı
kružnice. Na menš́ı kružnici umı́st́ıme bod C, kterému zapneme zobrazeńı stopy. Body
B a C dáme animovat. Volbou r̊uzných rychlost́ı a poloměr̊u vytvář́ıme obrazce. Vpravo
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vid́ıte výsledek po 20 minutách práce žáka 4. tř́ıdy, který se setkal s GeoGebrou úplně
poprvé.

Obrázek 25: Obrazce

Daľśı z takových úloh je demonstrace novoročńıho ohňostroje, na které ukazujeme
princip rotace. Na úsečku umı́st́ıme bod C. Rotaćı bodu C o daný úhel sestroj́ıme dva
vrcholy budoućıho n-úhelńıka, který tvoř́ı základ jednoho ohňostroje. S žáky vedeme
diskusi, jaký je vztah mezi úhlem a počtem vrchol̊u n-úhelńıka. Žáci obvykle věd́ı, že celý
kruh má 360◦ a děleńım pak najdeme výsledek. Pokud se žáci při děleńı spletou, tak tuto
chybu ihned vid́ı. Animaćı bodu C doćıĺıme efektu ohňostroje.

Obrázek 26: Ohňostroj – velikost vnitřńıho úhlu n-úhelńıka, rotace

Osovou symetrii a rotaci jsme využili při tvorbě sněhové vločky. Vytvořený n-úhelńık
pomoćı osové symetrie zobraźıme přes osu a poté provedeme potřebný počet rotaćı. Žáci
mohou změnou tvaru p̊uvodńıho n-úhelńıka dynamicky měnit tvar celé vločky. Okamžitá
vizualizace změny tvaru vede k intuitivńımu pochopeńı principu symetrie a rotace.
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Obrázek 27: Sněhová vločka – osová symetrie, rotace

Programováńı

Pro rozvoj informatických dovednost́ı máme připraveno několik her. Na lekci vždy po-
stupujeme tak, že si hotovou hru zkuśıme, následně necháme žáky popsat, jaký význam
mohou mı́t použité objekty a pak si jednotlivé části hry společně vytvoř́ıme.

Jednou z prvńıch her je Závod tř́ı (běžc̊u, końı nebo aut). Žáci již umı́ spustit a zastavit
animaci, př́ıpadně měnit jej́ı rychlost. V této úloze si ukážeme jak pomoćı tlač́ıtek a př́ıkazu
StartAnimace můžeme animaci ř́ıdit a jak pomoci posuvńıku nastavovat jej́ı rychlost.

Obrázek 28: Závod tř́ı
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Daľśı ukázkou je obĺıbená simulace semaforu a auta. Sv́ıt́ı-li zelená auto jede, sv́ıt́ı-li
červená, tak stoj́ı. Nově se nauč́ıme př́ıkaz Kdyz. Na úsečku umı́st́ıme bod AUTO a pomoci
Neměnného mnohoúhelńıka a Kružnic daných středem a poloměrem vytvoř́ıme auto. Celou
animaci budeme ř́ıdit posuvńıkem t, který reprezentuje čas od 0 do 60. Posuvńık bude
mı́t skript Po aktualizaci, který při splněńı podmı́nky t < 20 spust́ı animaci bodu AUTO,
a při nesplněńı ji zastav́ı. Semafor tvoř́ı zelená, resp. červená kružnice, která má nastavenu
Podmı́nku zobrazeńı t < 20 (resp. t ≥ 20). Animaćı posuvńıku simulaci spust́ıme.

Obrázek 29: Semafor a auto
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VYUŽITÍ MOODLE KURZU SE STACK ÚLOHAMI

PRO OPAKOVÁNÍ STŘEDOŠKOLSKÉHO UČIVA

MATEMATIKY

Zuzana Pát́ıková, Jana Řezńıčková

Fakulta aplikované informatiky, Univerzita Tomáše Bati ve Zĺıně

Abstrakt: Př́ıspěvek představuje zkušenosti s využit́ım online prostřed́ı Moodle a mate-
matického systému STACK při opakováńı středoškolského učiva matematiky na Fakultě
technologické Univerzity Tomáše Bati ve Zĺıně. Výsledky ukazuj́ı, že systém s využit́ım
STACK úloh je studenty převážně pozitivně vńımán, přisṕıvá k rozvoji samostatnosti
a systematičnosti, avšak vyžaduje metodickou podporu při práci se symbolickým zápisem.

Kĺıčová slova: Moodle kurz, plugin STACK, generované úlohy.

Using a Moodle course with STACK assignments for reviewing
high school mathematics curriculum

Abstract: The paper presents experiences with the use of the online Moodle environment
and the STACK mathematical system in the revision of secondary school mathematics
curriculum at the Faculty of Technology of Tomas Bata University in Zĺın. The results show
that the system using STACK tasks is mostly perceived positively by students, contributes
to the development of independence and systematicity, but requires methodological support
when working with symbolic notation.

Key words: Moodle course, STACK plugin, generated tasks.

Úvod

Přechod student̊u ze středńı školy na univerzitu bývá v matematických předmětech často
spojen s obt́ıžemi, které prameńı z rozd́ılného zp̊usobu výuky, nejednotné úrovně znalost́ı
i z toho, že část student̊u přicháźı se značným časovým odstupem od maturitńı matematiky.
Na Fakultě technologické UTB ve Zĺıně se proto dlouhodobě hledaj́ı cesty, jak prvńım
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ročńık̊um usnadnit adaptaci na vysokoškolské tempo, pośılit jejich jistotu v základńıch
pojmech a zároveň podpořit schopnost samostatné práce.

V rámci těchto snah byl v akademickém roce 2024/25 zaveden nový systém podpory,
který kombinuje prezenčńı výuku s domáćı př́ıpravou v prostřed́ı Moodle. Kĺıčovým
prvkem e-learningového kurzu je systém STACK (System for Teaching and Assessment
using a Computer algebra Kernel, [1]). Tento nástroj umožňuje zadávat úlohy s otevřenou
odpověd́ı, které jsou vyhodnocovány pomoćı poč́ıtačové algebry ([2-5].

STACK úlohy studenty vedou k precizńımu zápisu matematických výraz̊u, práci se
závorkami, mocninami či funkcemi, a t́ım podporuj́ı dovednosti nezbytné v navazuj́ıćıch
předmětech matematického základu. Na rozd́ıl od test̊u s výběrem odpověd́ı neumožňuj́ı
náhodné tipováńı; student muśı skutečně promyslet postup a správně jej formalizovat. Dı́ky
jednotnému zápisu systém také poskytuje okamžitou zpětnou vazbu – student vid́ı, jak
systém jeho výraz interpretuje, což pomáhá pochopit strukturu matematických objekt̊u,
nikoli pouze dosáhnout výsledku.

STACK nav́ıc usnadňuje generováńı náhodných variant zadáńı, což vede k autentickému
procvičováńı a bráńı pouhé pamět’ové reprodukci př́ıklad̊u. Pro prvńı ročńıky technické
fakulty, které přicházej́ı s velmi rozd́ılnou úrovńı středoškolských znalost́ı, představuje
tento zp̊usob práce efektivńı prostředek k rychlému srovnáńı vstupńı úrovně.

Ćılem tedy nebylo pouze umožnit opakováńı učiva, ale také vést studenty k syste-
matičnosti, přesnému matematickému vyjadřováńı a k efektivńı práci s digitálńımi nástroji
– dovednostem, které jsou kĺıčové pro moderńı technické vzděláváńı.

1 Organizace kurz̊u

V prvńıch dvou týdnech zimńıho semestru prob́ıhaj́ı na fakultě tzv. Adaptačńı týdny,
během nichž studenti ještě nejsou rozděleni podle studijńıho oboru. Výuka je organizována
v bloćıch, které kombinuj́ı matematiku a daľśı odborné či podp̊urné předměty (např.
chemie, př́ırodńı vědy nebo technické kresleńı). Matematická část adaptačńıho programu
je realizována prostřednictv́ım předmětu Seminář z matematiky (TP1SM), který má formu
intenzivńıho opakováńı základńıho středoškolského učiva a je zakončen zápočtem.

V dř́ıvěǰśıch letech byl zápočet udělován pouze za účast, ale s ćılem pośılit pr̊uběžnou
práci student̊u byl od roku 2024 zaveden systém domáćı př́ıpravy v Moodle kurzu. Seminář
se zaměřuje na základńı početńı operace, práci se zlomky, mocninami a procenty, úpravy
výraz̊u a na úvod do funkćı.

Po ukončeńı adaptačńıch týdn̊u navazuje předmět Repetitorium z matematiky (TP1RM),
vyučovaný v prvńı části standardńıho semestru v rozsahu šesti hodin týdně po dobu čtyř
týdn̊u. Tento předmět plynule pokračuje v opakováńı relevantńıho středoškolského učiva
započatého v semináři. Těžǐstě repetitoria spoč́ıvá zejména v probrańı témat, která jsou
kĺıčová pro nástup do předmětu Matematika 1 – elementárńı funkce a jejich grafy, lineárńı,
kvadratické a exponenciálńı rovnice, př́ıpadně jednoduché nerovnice.

Repetitorium tak slouž́ı jako přemost’uj́ıćı kurz mezi adaptačńım opakováńım a vy-
sokoškolskými tématy. Zachovává stejný systém práce jako seminář: domáćı procvičováńı
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v Moodle, pr̊uběžné plněńı cvičných test̊u a splněńı ostrých test̊u k źıskáńı zápočtu. Studenti
si mohou osvojit učivo vlastńım tempem, ale zároveň pravidelně.

2 Struktura a nastaveńı Moodle kurz̊u

Moodle kurz pro předměty TP1SM a TP1RM je koncipován jako jednotný celek, jehož
struktura odpov́ıdá postupnému opakováńı středoškolského učiva. Témata 1–9 pokrývaj́ı
obsah semináře, témata 10–17 obsah repetitoria. Každé téma obsahuje dvojici test̊u –
cvičný test a ostrý test.

Cvičný test umožňuje neomezený počet pokus̊u, poskytuje okamžitou zpětnou vazbu
a nab́ıźı nápovědy či ukázky řešeńı. Slouž́ı k procvičeńı látky bez stresu a umožňuje
student̊um ověřit si pochopeńı učiva. Ostrý test naproti tomu neobsahuje nápovědy ani
pr̊uběžné hodnoceńı a je určuj́ıćı pro splněńı zápočtu.

STACK úlohy vyžaduj́ı od student̊u symbolický zápis matematických výraz̊u. Syntaxe
vycháźı ze systému Maxima a je v testech doplněna stručnou nápovědou. Správné použit́ı
syntaxe rozv́ıj́ı přesnost matematického vyjadřováńı a podporuje porozuměńı struktuře
výraz̊u. U student̊u technických obor̊u jde o d̊uležitou dovednost, která se promı́tá i do
práce s daľśımi matematickými nástroji.

Kurz tak neslouž́ı pouze ke kontrole znalost́ı, ale významně přisṕıvá k rozvoji matema-
tické a digitálńı gramotnosti. V kombinaci s prezenčńım vyučováńım poskytuje prostor
k opakovanému procvičeńı i k hlubš́ımu porozuměńı témat̊um, která jsou nutná pro
navazuj́ıćı vysokoškolské předměty.

3 Zpětná vazba student̊u

Po každém běhu kurz̊u byla sb́ırána anonymńı zpětná vazba. V roce 2024 se zúčastnilo 94
respondent̊u, v roce 2025 pak 68. Převládaly pozitivńı reakce, zejména oceňuj́ıćı možnost
pracovat vlastńım tempem, dostupnost test̊u a možnost opakovaného procvičováńı. Obrázek
1 dokumentuje názory student̊u na Moodle testy. Pozitivńı reakce (výběr):

”
Ĺıbilo se mi, že jsem si test mohla udělat kdykoliv a v klidu doma.“

”
Neomezený počet pokus̊u mi pomohl si látku dobře procvičit.“

”
Cvičné testy s okamžitou zpětnou vazbou mi ukázaly, kde dělám chyby.“

”
Donutilo mě to si sednout k učivu, i když se mi nechtělo.“

Nejčastěǰśı výtky byly typu:

”
Zadáváńı syntax́ı bylo často těžš́ı než samotný př́ıklad.“

”
Systém někdy neuznal správnou odpověd’ jen kv̊uli jinému formátu.“

”
Pomohlo by v́ıce ukázek a nápověd k zápisu.“
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Obrázek 1: Hodnoceńı 2024

Většina student̊u však přesto hodnotila testy jako př́ınosné a smysluplné. Na základě
zpětné vazby docháźı k úpravám test̊u pro př́ı̌st́ı použit́ı v následuj́ıćıch akademických
letech. Pod́ıl st́ıžnost́ı na nedostatek nápovědy k syntaxi se tak mı́rně sńıžil v roce 2025,
protože některé úlohy byly ve srovnáńı s rokem 2024 upraveny. Negativńı vńımáńı zápisu
výsledk̊u přetrvává.

4 Výsledky a využit́ı systému

Vedle kvalitativńı zpětné vazby byla analyzována také data z Moodle kurz̊u. V prvńım
běhu v akademickém roce 2024/25 bylo do předmětu Seminář z matematiky zapsáno 387
student̊u, z nichž 299 úspěšně splnilo podmı́nky zápočtu, 53 v̊ubec nezačalo pracovat. Do
navazuj́ıćıho Repetitoria z matematiky vstoupilo 335 student̊u, z nichž 245 kurz úspěšně
dokončilo; 31 student̊u nepracovalo v̊ubec.

V akademickém roce 2025/26 bylo do předmětu Seminář z matematiky zapsáno 369
student̊u, z nichž 288 úspěšně splnilo podmı́nky zápočtu, 60 neprojevilo žádnou aktivitu.
Do navazuj́ıćıho Repetitoria z matematiky bylo zapsáno 340 student̊u, z nichž 246 kurz
úspěšně dokončilo; 92 student̊u bylo bez jakékoli aktivity.

Dále byla analyzována aktivita student̊u v jednotlivých tématech. Na Obrázku 2 je
vidět vývoj počtu uživatel̊u, kteř́ı v roce 2024 pracovali s jednotlivými cvičnými a ostrými
testy. Většina student̊u zač́ınala cvičnou verźı. Menš́ı pod́ıl student̊u cvičné testy v̊ubec
nepotřeboval. Výsledky z roku 2025 jsou podobného charakteru, pouze počet uživatel̊u,
kteř́ı vstoupili i do cvičného testu, je většinou o něco menš́ı.

Na záznamu zobrazeńı test̊u v roce 2024 na Obrázku 3 je vidět zvýšený počet pokus̊u
v cvičném prvńım testu se zlomky a v ostrých testech pak u témat lineárńı, kvadratická
a exponenciálńı funkce. Při prvńım testu došlo k prvńımu seznámeńı se zp̊usobem zápisu
odpověd́ı, což bylo pravděpodobným d̊uvodem větš́ıho počtu pokus̊u. V ostrých testech je
nár̊ust dán pravděpodobně vyšš́ı obt́ıžnost́ı témat pro studenty.
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Obrázek 2: Počet uživatel̊u 2024
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Obrázek 3: Zobrazeńı testu 2024

Na Obrázku 4 jsou záznamy s počty zobrazeńı jednotlivých test̊u v roce 2025. Je
zde vidět nižš́ı počet zobrazeńı cvičných test̊u ve srovnáńı s předchoźım rokem. Kromě
jiného lze vypozorovat např́ıklad nižš́ı počet ostrých test̊u z Exponenciálńıch funkćı, výraz̊u
a rovnic, což je test, který byl meziročně změněn na základě připomı́nek student̊u k syntaxi.

Celkově data ukazuj́ı, že studenti kurz aktivně využ́ıvali.
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Obrázek 4: Zobrazeńı testu 2025

5 Závěr

Zavedeńı e-learningových kurz̊u se STACK úlohami prokázalo sv̊uj potenciál jako účinný
nástroj podpory adaptace student̊u na vysokoškolské studium matematiky. Kombinace
prezenčńı výuky, pr̊uběžného procvičováńı v Moodle a automatického vyhodnocováńı
otevřených odpověd́ı vedla k větš́ı systematičnosti a k rovnoměrněǰśımu rozložeńı studijńı
práce během semestru. Studenti oceňovali flexibilitu prostřed́ı, možnost opakovaných
pokus̊u a okamžitou zpětnou vazbu, která jim pomáhala lépe porozumět vlastńım chybám
a upevnit obt́ıžněǰśı témata, zejména elementárńı funkce a rovnice.

Za limituj́ıćı aspekt studenti označovali technickou náročnost syntaxe, která může
zvyšovat kognitivńı zátěž zejména v počátečńıch pokusech. Tato výtka však představuje
i př́ıležitost k daľśımu rozvoji kurz̊u — metodická podpora, doplněńı ukázek a instruktážńıch
vidéı či postupné zaváděńı nápověd mohou tento aspekt výrazně usnadnit.

Celkově lze uzavř́ıt, že propojeńı prezenčńı výuky s prostřed́ım Moodle a systémem
STACK je efektivńı cestou k sjednoceńı vstupńıch znalost́ı student̊u technické fakulty
i ke zvýšeńı jejich jistoty před nástupem do předmětu Matematika 1. Daľśı rozvoj bude
směřovat k rozš́ı̌reńı podp̊urných materiál̊u, ke zvýšeńı uživatelské př́ıvětivosti syntaxe
a k širš́ımu využit́ı dat z Moodle při ćılené podpoře student̊u v tématech, která jsou
dlouhodobě nejproblematičtěǰśı.
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MOŽNOSTI VYUŽITÍ DIGITÁLNÍCH

TECHNOLOGÍI PŘI VÝUCE GEOMETRICKÝCH

ZOBRAZENÍ V PROSTORU
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Abstrakt: Výuka prostorových geometrických zobrazeńı neńı obsažena v RVP ZŠ ani SŠ.
Bohužel studenti učitelstv́ı prvńıho stupně, a nejen oni, v rámci výukových aktivit i prax́ı
zaměňuj́ı geometrická zobrazeńı v rovině a geometrická zobrazeńı v prostoru. Jednotlivé
typy zobrazeńı také nesprávně použ́ıvaj́ı. Naš́ım ćılem proto bylo efektivně seznámit
studenty s těmito zobrazeńımi. Kv̊uli vysokým nárok̊um na prostorovou představivost je
vhodné při jejich výuce zapojit moderńı technologie např. program GeoGebra, 3D tisk či
AI.

Kĺıčová slova: Prostorová zobrazeńı, budoućı učitelé 1. stupně, pomůcky, digitálńı
technologie.

Possibilities of using digital technologies in teaching spatial
geometric transformations

Abstract: The teaching of spatial geometric transformations is not included in the Fra-
mework Education Programme (FEP) for primary or secondary schools. Unfortunately,
prospective primary teachers — and not only they — often confuse planar geometric trans-
formations with spatial geometric transformations. They also often misuse the individual
types of transformations. Our goal was therefore to introduce these concepts effectively,
ideally with the help of modern tools such as GeoGebra, 3D printing, or AI, which support
the high demands on spatial imagination.

Key words: Spatial transformations, prospective primary teachers, tools, digital techno-
logies.

Článek je publikován v časopise South Bohemia Mathematical Letters, Vol. 33 (2025), No. 1
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MODERNÍ DIGITÁLNÍ NÁSTROJE VE VÝUCE

MATEMATIKY: GEOGEBRA, WOLFRAM ALPHA

A CHATGPT

Mgr. Tomáš Riemel, Ph.D.

Technická univerzita Ostrava, Fakulta strojńı, Katedra matematiky
a deskriptivńı geometrie

Abstrakt: Př́ıspěvek se zaměřuje na využit́ı digitálńıch nástroj̊u ve výuce matematiky.
Ukazuje, jak mohou moderńı technologie obohatit tradičńı metody a podpořit aktivńı
zapojeńı student̊u. Představuje praktické ukázky práce s GeoGebrou a možnosti Wolfram
Alpha při řešeńı úloh. Závěrem se věnuje využit́ı modelu ChatGPT a shrnuje př́ınosy
i limity těchto technologíı ve vzděláváńı.

Kĺıčová slova: Wolfram Alpha, ChatGPT, Geogebra, matematika

Modern digital tools in mathematics teaching: GeoGebra,
Wolfram Alpha and ChatGPT

Abstract: The article focuses on the use of digital tools in mathematics teaching. It shows
how modern technologies can enrich traditional methods and support active student en-
gagement. It presents practical examples of working with GeoGebra and the possibilities of
Wolfram Alpha in solving problems. Finally, it discusses the use of the ChatGPT model
and summarizes the benefits and limitations of these technologies in education.

Key words: Wolfram Alpha, ChatGPT, GeoGebra, math

Úvod

Rychlý rozvoj digitálńıch technologíı v posledńıch letech významně ovlivňuje zp̊usoby, jak
se matematika vyučuje i uč́ı. Moderńı nástroje umožňuj́ı vizualizovat abstraktńı pojmy,
automatizovat rutinńı výpočty, podporovat interaktivńı práci a otev́ırat nové možnosti
individualizace vzděláváńı. Právě v prostřed́ı středńıch a vysokých škol, kde studenti
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často poprvé přicházej́ı do kontaktu s náročněǰśımi oblastmi matematiky, představuj́ı tyto
technologie výrazný potenciál obohatit tradičńı formy výuky.

Digitálńı prostřed́ı dokáže nejen usnadnit porozuměńı složitěǰśım matematickým vzta-
h̊um, ale také přirozeně zapojit studenty do aktivńı práce. Dynamické vizualizace, okamžitá
zpětná vazba či možnost experimentovat s matematickými objekty vytvářej́ı podmı́nky
pro hlubš́ı porozuměńı a podporuj́ı konstruktivistické pojet́ı učeńı. Současně však kladou
zvýšené nároky na schopnost pedagog̊u tyto nástroje didakticky promyšleně využ́ıvat.

Tento př́ıspěvek se proto zaměřuje na možnosti využit́ı tř́ı vybraných digitálńıch nástroj̊u
– GeoGebry, Wolfram Alpha a jazykového modelu ChatGPT – ve výuce matematiky.
Představuje jejich didaktický potenciál i limity a ukazuje, jak mohou moderńı digitálńı
prostředky podporovat aktivńı objevováńı, rozvoj matematického myšleńı i kritickou
reflexi.

1 Proč digitálńı nástroje ve výuce?

Digitálńı nástroje mohou výrazně zvýšit motivaci student̊u d́ıky interaktivitě a okamžité
zpětné vazbě. Umožňuj́ı vizualizovat abstraktńı matematické pojmy pomoćı graf̊u, simulaćı
či dynamických konstrukćı, což vede k jejich lepš́ımu pochopeńı. Zároveň podporuj́ı
samostatné a objevné učeńı, protože umožňuj́ı experimentovat a ověřovat matematické
hypotézy. V neposledńı řadě rozv́ıjej́ı digitálńı a informačńı gramotnost, která je dnes
ned́ılnou součást́ı moderńıho vzděláváńı.

2 GeoGebra ve výuce matematiky

GeoGebra představuje jeden z nejrozš́ı̌reněǰśıch digitálńıch nástroj̊u využ́ıvaných ve výuce
matematiky na středńıch i vysokých školách. Jej́ı hlavńı přednost́ı je propojeńı geometrie,
algebry a grafického zobrazeńı v jednom prostřed́ı, což umožňuje student̊um vńımat
matematické pojmy v jejich vzájemných souvislostech. V dynamickém prostřed́ı mohou
uživatelé libovolně manipulovat s objekty, měnit jejich parametry a okamžitě sledovat
dopad těchto změn na výsledné konstrukce či grafy. Tato interaktivita podporuje nejen
vizuálńı porozuměńı řešeným úlohám, ale také aktivńı zapojeńı student̊u, kteř́ı nejsou
pouhými pozorovateli, nýbrž př́ımými tv̊urci matematických situaćı.

Důležitým př́ınosem GeoGebry je také jej́ı podpora objevného učeńı. Studenti mohou
samostatně zkoumat, jak se jednotlivé prvky konstrukce vzájemně ovlivňuj́ı, a docházet
tak k vlastńımu porozuměńı matematickým princip̊um. Takový proces vede k hlubš́ımu
uchopeńı látky, nebot’ umožňuje experimentovat, formulovat hypotézy a ověřovat je pro-
střednictv́ım okamžité zpětné vizuálńı odezvy.

Výrazný didaktický potenciál GeoGebra nab́ıźı také v oblasti analytické geometrie.
Při práci se soustavami lineárńıch rovnic mohou studenti v reálném čase měnit jejich
parametry a okamžitě pozorovat, jak se měńı poloha či směr odpov́ıdaj́ıćıch př́ımek
v souřadnicové rovině. Tı́m se posiluje jejich schopnost propojit algebraické vyjádřeńı
rovnic s jejich grafickým obrazem a porozumět tomu, jak konkrétńı koeficienty ovlivňuj́ı
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tvar a umı́stěńı grafu. Tento proces zároveň rozv́ıj́ı schopnost zobecňovat matematické
vztahy a chápat je v širš́ım kontextu.

GeoGebra tak poskytuje prostřed́ı, které umožňuje intuitivńı, vizuálně podložené
a zároveň teoreticky přesné porozuměńı geometrii i analytickým témat̊um. Jej́ı zařazeńı
do výuky přináš́ı výrazné didaktické výhody a podporuje moderńı pojet́ı matematického
vzděláváńı založené na aktivńım zapojeńı student̊u a na konstruktivistickém př́ıstupu
k učeńı. Na webu geogebra.org je k dispozici spousta materiál̊u a applet̊u, které lze využ́ıvat
při výuce.

Obrázek 1: Applet - Kružnice a př́ımka

3 Wolfram Alpha

Wolfram Alpha představuje výkonný nástroj kombinuj́ıćı rozsáhlé databáze, symbolické
výpočty a prvky umělé inteligence. Dı́ky tomu dokáže zpracovávat široké spektrum
matematických úloh, od jednoduchých algebraických výraz̊u až po pokročileǰśı problémy
z oblasti matematické analýzy. Schopnost automaticky řešit rovnice, poč́ıtat derivace,
integrály či limity z něj čińı užitečný prostředek nejen pro studenty, ale také pro vyučuj́ıćı,
kteř́ı jej mohou využ́ıt k rychlé kontrole výsledk̊u či př́ıpravě výukových materiál̊u.

Významnou přednost́ı Wolfram Alpha je možnost zobrazit krokové postupy řešeńı.
Studenti tak nemaj́ı k dispozici pouze finálńı výsledek, ale také detailńı rozpis jednotlivých
transformačńıch krok̊u, které k němu vedly. Tato funkce může výrazně přispět k pochopeńı
samotného algoritmu řešeńı a pomoci student̊um odhalit př́ıpadné chyby v jejich vlastńıch
úvahách. Mnohé výstupy jsou nav́ıc doplněny grafickým znázorněńım, které usnadňuje
interpretaci matematických vztah̊u a podporuje vizuálńı porozuměńı pojmům, jako jsou
extrémy funkćı, pr̊uběhy graf̊u či řešeńı nerovnic.
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Obrázek 2: Wolfram Alpha

Wolfram Alpha nacháźı uplatněńı v r̊uzných fáźıch výukového procesu. Je vhodným
nástrojem pro kontrolu domáćıch úloh, protože student̊um umožňuje ověřit nejen správnost
výsledku, ale i strukturu řešeńı. V oblasti matematické analýzy mohou prostřednictv́ım
interaktivńıch graf̊u zkoumat vlastnosti funkćı, porovnávat jejich derivace nebo analyzovat
chováńı limit. Dı́ky generováńı velkého množstv́ı př́ıklad̊u lze Wolfram Alpha použ́ıt také
k procvičováńı, a to jak během výuky, tak při samostatné př́ıpravě student̊u.

Jeho silnou stránkou je rovněž okamžitá zpětná vazba, která podporuje samostatné
studium a umožňuje student̊um pracovat vlastńım tempem. Využit́ım tohoto nástroje se
zároveň rozv́ıj́ı dovednost kriticky hodnotit źıskané výsledky a porozumět tomu, kdy je
vhodné digitálńı výpočty použ́ıt jako podporu vlastńıho matematického myšleńı. Ovšem
jako každý program, má Wolfram Alpha svá omezeńı a některé př́ıklady řeš́ı velmi složitými
zp̊usoby, př́ıkladem mohou být integrály s lichými odmocninami ve jmenovateli. Nav́ıc
v bezplatné verzi je řešeńı

”
step-by-step solution“ omezeno.

4 ChatGPT jako asistent při učeńı matematiky

ChatGPT představuje nový typ digitálńıho nástroje, který může vhodně doplňovat tradičńı
výuku. Dokáže vysvětlovat matematické pojmy a postupy srozumitelným jazykem, posky-
tovat řešeńı krok za krokem a přizp̊usobit vysvětleńı úrovni tazatele. Je proto užitečný
nejen pro studenty, ale i pro učitele při př́ıpravě pracovńıch list̊u, test̊u či r̊uzných forem
výkladu.

Důležitou součást́ı práce s ChatGPT je rozvoj kritického myšleńı. Model může někdy
nab́ıdnout nepřesné či dokonce chybné informace, a proto je nutné výsledky porovnávat
s učebnicemi či jinými spolehlivými zdroji. T́ım se studenti uč́ı nejen formulovat přesné
dotazy, ale také hodnotit správnost předložených odpověd́ı. V dř́ıvěǰśı verzi chybně
odpověděl např. na otázku, zda-li je funkce y = tanx prostá? Z pohledu matematiky je
tato otázka již špatně formulovaná, a tud́ıž i odpověd’ byla chybná. Nutno podotknout,
že nenojvěš́ı verze ChatGPT odpov́ıdá již na tuto otázku správně, ovšem stále existuj́ı
oblasti matematiky, kde odpov́ıdá nesprávně.
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ChatGPT může sloužit pro vysvětleńı látky, kontrolu řešeńı i generováńı nových
úloh. Jeho využit́ı poskytuje student̊um okamžitou zpětnou vazbu a podporuje jejich
samostatnou práci. Pokud je použ́ıván jako doplňkový nástroj, může významně přispět
k rozvoji porozuměńı i komunikačńıch dovednost́ı v matematice.

Obrázek 3: Použit́ı ChatGPT při vysvětleńı derivace součinu funkćı

5 Shrnut́ı a doporučeńı pro pedagogickou praxi

Digitálńı nástroje představuj́ı př́ıležitost, jak obohatit výuku matematiky o nové formy
práce podporuj́ıćı porozuměńı i samostatné učeńı. Každý z představených nástroj̊u nab́ıźı
specifické výhody: GeoGebra podporuje vizualizaci a objevováńı, Wolfram Alpha poskytuje
výpočetńı oporu a ChatGPT pomáhá s vysvětlováńım a reflex́ı řešeńı.

Z autorovy pedagogické praxe vyplývá, že digitálńı technologie nenahrazuj́ı tradičńı
př́ıstupy ani roli učitele – jsou však výrazným rozš́ı̌reńım jeho možnost́ı. Úspěšná integrace
těchto nástroj̊u vyžaduje promyšlené začleněńı a kritickou práci s výsledky, které software či
umělá inteligence nab́ıźı. Schopnost interpretovat, ověřovat a porovnávat digitálně źıskané
informace je kĺıčovou kompetenćı moderńıho studenta.

Kombinace GeoGebry, Wolfram Alpha a ChatGPT umožňuje propojit vizualizaci,
výpočty i vysvětlováńı do uceleného učebńıho procesu. T́ım může výuka matematiky
lépe reagovat na r̊uznorodé potřeby student̊u, podporovat jejich samostatnost a přisṕıvat
k rozvoji digitálńı gramotnosti. Digitálńı technologie tak obohacuj́ı nejen samotný proces
učeńı, ale také zp̊usob, jakým studenti k matematice přistupuj́ı.
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//chatgpt.com/c/690f6d1c-c30c-832b-80a7-a7e67c3671a1
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Abstrakt: Př́ıspěvek se věnuje možnostem využit́ı 3D tǐstěných pomůcek ve výuce r̊uzných
matematických témat, zejména planimetrie a stereometrie na středńı škole. Ukážeme,
jak tyto pomůcky mohou podporovat poznávaćı procesy žák̊u a student̊u, např́ıklad při
identifikaci kĺıčových část́ı geometrické úlohy, hledáńı r̊uzných řešeńı či rozv́ıjeńı prostorové
představivosti. Představ́ıme také konkrétńı př́ıklady 3D tǐstěných pomůcek a výsledky
práce student̊u s jejich využit́ım.
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The Use of 3D-Printed Manipulatives in Secondary School
Mathematics Education: Supporting Students’ Learning

Processes

Abstract: This paper focuses on the possibilities of using 3D-printed manipulatives in
the teaching of various mathematical topics, particularly plane and spatial geometry at
secondary schools. It demonstrates how these tools can support students’ learning processes,
for example in identifying key elements of a geometric problem, exploring multiple solution
strategies, and developing spatial ability. The paper also presents examples of 3D-printed
manipulatives and selected outcomes of students’ work when these tools are used.
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processes.
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